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1. DUALITE

Exercice 1.1. Calculer la base duale de la base de R? donnée par les vecteurs (1,2) et
(3,4).
Calculer aussi la base duale de la base de R* donnée par les vecteurs (1,1,1,1),(0,1,1,1),
(0,0,1,1) et (0,0,0,1).
Exercice 1.2. Les formes linéaires suivantes sur R? forment-elles une base du dual de
R? ? Une famille libre ? Dans ce second cas, la compléter en une base.

(1) l1(x) =221 — 29 + 23, l2(x) = 321 — 22 + 3, I3(T) = 21 + T2 + 23

(2) ll(l‘) = 21‘1 — X9 + 3$3, lg(.r) = 3$1 — 5$2 + x3, 13(1}) = 4.%‘1 — 7.%‘2 + x3

(3) ll(l') = 21’1 — X9 + 3£E3, l2($) = 3:E1 — 5£E2 + x3
Exercice 1.3. Montrer que les formes linéaires suivantes sur R? forment une base du dual
de R?, et trouver la base de R? dont elle est la duale :

l1($) = 221 + 4x9 + 33, lg(:r) = X9 + I3, lg(x) = 221 + 222 — x3.
Exercice 1.4. Soient U; et Uy des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V' de
dimension finie. Montrer que
(1) U,clU; = Ué)CUf,
(2) (Ui +Uy)°=07NUS,
(3) (Ui NU)° =UY + U (on pourra montrer une inclusion puis 1’égalité des dimen-

sions).
Exercice 1.5. (Polynémes de Lagrange) Considérons 'espace vectoriel V' = R, [X] des
polynémes de degré au plus n, et soient aq,...,a, des réels deux a deux distincts. Pour
i €{0,...,n}, on définit des formes linéaires I; par [;(P) = P(a;).
(1) Montrer que la famille (lo, ...,l,) forme une base de V*.

(2) Déterminer la base de V' dont elle est la duale.

Exercice 1.6. Soit f: U — V une application linéaire entre espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Montrer que (Imf)° = Ker !f. En déduire que le rang de f est égal & celui de
t f

Exercice 1.7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que I'application ¢
de V dans son bidual (V*)* qui & v € V associe I'élément ¢,, défini par ¢,(l) = l(v) pour
tout [ dans V* est un isomorphisme.

2. NORME EUCLIDIENNE

Soit V' un espace vectoriel muni d’une base {e1,...,e,}. On note < -,- > le produit
scalaire canonique et || - || la norme euclidienne associée.
Exercice 2.1. Soit {vy,...,v,} une famille orthogonale dans V. Montrer que

P P
1Y will? = lloil?
i=1 i=1
Exercice 2.2. Soient u et v des vecteurs de V. Montrer ’égalité suivante:
[l 4|2+ [Ju = 0|2 = 2(|[ul|* + [Jv]?).

Exercice 2.3. Soient f et g des fonctions continues sur [0, 1]. Montrer que

(o< [ P o)



3. ORTHOGONALITE

Exercice 3.1. On considere 'espace affine R muni du produit scalaire canonique. Cal-
culer 'orthogonal

(1) du vecteur (1,1,1) dans R?,

(2) de I’hyperplan d’équation = + 2y — z +t = 0 dans R,

(3) du sous-espace engendré par (1,1,0) et (—1,2,1) dans R3.

Exercice 3.2. Soit D C R? une droite affine du plan euclidien. Déterminer le sous-espace
vectoriel D, orthogonal de I’ensemble D.

Exercice 3.3. Soit V' un espace vectoriel munie d’une base {ej,...,e,}. On note < -,- >
le produit scalaire canonique et || - || la norme euclidienne associée. Soit U un sous-espace
vectoriel de V' et p la projection orthogonale sur U. Montrer que si {f1,..., fp} est une
base orthonormée de U, on a

p(v)=<uv,fi>fi+...+<v,f, > fp
pour tout vecteur v de V.

Exercice 3.4. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt aux familles libres
suivantes.

(1) (1,1), (2, )

(2) (1,1,0), (0,1,1), (1,0, 1)

(3) (1,0,1,0), ( .1,2,0), (-1,2,—1,1), (=1,—1, 1, 15).

(4) (1,2,1), (—1,0,-1). Completer en une base orthonormée de R3.

Exercice 3.5. Soient v; = (1,0,1),v2 = (1,1,1),v3 = (—1,1,0) des vecteurs de R3.
(1) Vérifier que (v1,vq,v3) forme une base de R? et calculer sa base duale.
(2) On considere R muni du produit scalaire canonique.
Orthonormaliser la famille (v1, vy, v3) par le procédé de Gram-Schmidt.
(3) Donner la décomposition QR de la matrice de M3(R) dont les colonnes sont formées
par les vecteurs vy, vg et vs.

4. ADJOINT

Exercice 4.1. (1) Montrer que les matrices symétriques de M, (R) forment un sous-
espace vectoriel de M, (R). Quelle est sa dimension ?

(2) Faire de méme avec les matrices anti-symétriques.

(3) Que dire de la somme de ces deux sous-espaces vectoriels 7

b . - . .
@ g) e matrice orthogonale de My(R). Ecrire les équations
en a, b, c,d décrivant 'orthogonalité de A. En déduire toutes les matrices orthogonales de
M (R).

Exercice 4.2. Soit A =

Exercice 4.3. Déterminer si les matrices suivantes sont orthogonales.

L2 12 00 1 00 1 L (-1
2 2 1 100 10 -1 ~ |1 01
3\21 —2 9 010 01 0 2\ 0 1 0

Exercice 4.4. Donner la décomposition QR des matrices

110 0 -1 1
A:<_02 :;) B:<§ ?) C=[101 D={1 0 2
00 1 0 0 3



