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Définition | nopp )

<eje>=0 Vi, jtelsqueiF#j

c’est-a-dire st :

<e; e >= 5,']'

ot 6;; est le “symbole de Kronecker” défini par :

| 1 ste=y
| 61:]‘ = . . .
# — 0 st15#)
6-
1l est clair que si {e;} est une base orthogonale, les vecteurs e; := ”—z—ﬂ
€
définissent une base orthonormée.

Théoréme _

-

Soit E un espace euclidien. Une base {e;} est dite orthogonale st :

Elle est dite orthonormée st de plus chaque vecteur est de norme 1,

Dans un espace euclidien 1l existe toujours des bases orthonormeées.
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Démonstration

__ Dsuffit, __ __ | de montrer qu’il existe
des bases orthogonales Montrons cela par récurrence sur la dimension n
de E.

Pour n =1 -il n’y a rien & démontrer.

Supposons le théoréme vrai & 'ordre n — 1 et soit v € E,v # 0. Si
F = [v]JL on a z dim F' = n — 1. Donc sur F, d’aprés
’hypothése de récurrence, il existe des bases orthogonales.

Puisque E = [v] ®F si {e1, -+,en—1} est une base orthogonale de F alors
{v,€1,--,€n—1} est une base orthogonale de E. ]

n n
Soit {e;} une base orthonormée, et z = Z:B;ei, y = Zyjej deux

vecteurs de FE. On a :

<z, y> <Z:c,e,, Zy,e:, >= Z z;y; < e, e; >

7,7=1

= Z TiY;biy = T1y1 + - + TpyYn
i,7=1
On en déduit :

Coro]1a1re

Le choiz d’une base orthonormée B —= {es} dans un espace euclidien,
permet d’identifier E &4 IR™ muni du produit scalaire canonique, par
l1'somorphisme : .

| 0B - E — IR™

= zie; — (Z1,,Zn)




JI DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES
AUTOADJOINTS D’UN ESPACE EUCLIDIEN.

_____ NP R ilne application importante du produit
scalaire QAE le resultat suivant : toute matrice symétrique réelle
est diagonalisable dans IR.

Définition (o)
1 Un endomorphzsme f d’un espace euclidien est dit symétrique, oy
‘ “autoadjoint® - s1 \

| <f(z),y>=<:c,f(y)> Vz,y€ E

Remaroae . Soit {e;} une base orthonormée et A = M(f).,;
la condition de la définition s’exprime sous forme matricielle par

HAX)Y = 'X-AY  VX,Y € M, 1(R)
', c’est-a-dire :
EXTAY = 'XAY VXY € M, (R)

ce qui est équivalent & *A = A. Ainsi :

f est “symétrique” st et seulement st la matrice qui le représente dans

une base orthonormée est symétrique.

—

Théoréme

Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien. On a :
P

a)Les valeurs propres de f sont toutes réelles.
b)f est diagonalisable. '
c)Les sous-espaces propres de f sont deuz a deux orthogonauz

Ou encore, en termes de maltrices :

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans IR et les
espaces propres sont deu:z: d deuz orthogonau:z:

-
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Démonstration | e» 'L"(LIAE',wU\ wopmes Dotk neeiNes

a)

Soit A la matrice (symétriquelréelle) qui représente f dans une base
orthonormée et A une valeur propre réelle ou complexe de A (X existe car
P4(X) considéré comme polyndme de C(X) admet, d’aprés le théoréme

~ de D’Alembert, au moins une fa;éihé)‘ . Montrons que A € IR.Pour

simplifier, raisonnons en termes de matrices. X étant la matrice d’un
vecteur propre v correspondant a A, on a : :

AX =)X, dou AX= AX clest-d-dire AX =AX
Mais A est réelle, donc : AX = A X.
Or:
H(AX).X = *XAX = car A est symétrique, donc FAX)X =t XA X
c’est-a-dire :

Av||2 = X||v]|? et comme v # 0 : A= Y

L)Zfrlf) ehphaces Iu'Li.' LD DI /—J :.; Z_ LJLH‘L:"(':' OV AL

_C-) Soient vy et v, vecteurs propres correspondant aux valeurs propres

A1, A2 avec A1 # Az. Montrons que v; L v2. On a:
< f(v1), v2 >= A1 < vy, v2 >
or f est autoadjoint, donc :
< f(v1), va >=< vy, f(v2) >= A2 < w1, v2>;

donc (}\1 — Az) <wvy,vy >=0
et comme A1 # A2, <v1,v2>=0



l)) Montrons, par récurrence sur la dimension n de E, qu’il existe une base
de vecteurs propres.
Pour n = 1, il n’y a rien a démontrer.
Supposons la propriété vraie a I’ordre n — 1.
Soit A une valeur propre de f, z un vecteur propre correspondant a A et

H=|z]".Ona: dimH=n—1.
D’autre part H est stable par f, c’est-a-dire f(H) C H.

En effet, soit y € H (c’est-a-dire y L z); il s’agit de montrer que
f(y) € H, c’est-a-dire f(y) Lz. Ona: :

<fly),z>=<y, f(z)>= A<y,z>=0, puisquey L z
donc f(y) L z.

Ainsi H est stable par f, ce qui veut dire que la restriction f de fa g
est un endomorphisme de H. 2

Comme dim H = n — 1, d’aprés ’hypothese de récurrence il existe une
base {e2, -, en} formée de'  vecteurs propres

de f. Il est clair que {z,es,---,€,} est une base de E formée de
vecteurs propres de f. . A O



REMARQUE. — Une matrice symétrique complexe (non réelle) n’est pas

nécessairement diagonalisable

\

. (o 4 -
Par exemple, soit A = 1 Z.JL) .

Ona Ps(X)=X?-24ix-A I

on a deux 1 racines confondues c’est-

, 2
a-dire une valeur propre double A = A et donc P4(X) = (X —/L)
A serait alors diagonalisable si et seulement si m4(X) =X — £ clest-a-

dire A= 4] ce qui est évidemment exclu.



[Gour Do)

CORCLLAIRE. Soit E un espace eaxbdwn et f et g deux endomorphismes autoadjoints de '

| L(E) tels que fg = gf. Alra f et g sont diagonalisables dans une base commune
' de vecteurs propres orthonormés.

Solution. Les endomorphismes f et g étant autoadjoints, on sait déja qu’ils se diagonalisent chacun

dans une base orthonormée. Il nous reste & montrer que 1’on peut prendre la méme base pour les
deux. )
Notons Ay, ..., A, les valeurs propres (distinctes) de f, E',\l, .., E, les sous espaces propres
correspondants. Les E), sont denx a deux orthogonaux - T
.. Comme f et g commutent, les E), sont stables par g. La restriction de g &
E,, étant autoadjointe, il existe une base orthonormée B; de E),; diagonalisant g E»,- Les E); étant
deux a deux orthogonaux, on en déduit que B = B; U---U B, est une base orthonormée. Cette
base diagonalise g par construction ainsi que f puisque chaque vecteur e de B; vérifie f(e) = Aje.

D ..i'*f’

o



}_T j)écom’JDSm ON  DPOLAIRE

i \ o bwm \\

DEFINITION: AE N (R) of J)%ﬁm.buo‘(g. \\th a Ae S, (R) e," h,ub/s
Q% (\mg,u,\,v\ ‘\A,C‘\\/\M de ﬁ A"(& 1\&&%\% { ,f’, PUC, ewm\t\ :

LEMWE
3 AQS\“\\ wnl J\\ﬁ’“\\f"‘@ & \_JLXC\')\ “XAX 20
4 Qu ’VW\ m*\l‘z ;

Bef\om TRATION

sl’?%wkq, Ce C/KQ\ \“JCQS&(“ Ao = D= M-L&/\\G
Al e o (“\“\ :

A pesdive & ¥ A0
O Wb ZAst s 28 e €112} e At

o

o cwmit by 40 awe X (;L>¢' A

(o)

A \\m&\wt & Yxe R E)(\))@O
& R eR™ ® (oD Cox) 20

e WX eRM L>< uDu x 20
/‘\

P 3 A » A u¥ c\:zq' : e “XDX \/ ,
| \\Qw; %m% WW , X DX ﬂm&

o

RHVQEL P Jé 1[1(\/ wmm\ t s‘m& ‘\,uu \n?\a Lo ,@m
Q,o\f »\m@& ‘Y_&\ JL s The



—_—

' -R'- . O Y T A - B
M‘(fg) REVIE (tRfmcmE cfx,iiREE D'UNE MATRICE 5Y METR\QE POSITIVE). Soit g1 .
‘nUJ Tine matrice. bymebusre positive, Al existe une unique matrj =&

n\l.,r\wh..e(«t positive telle que # = R2. _ o ; ce Re _gm(@\\]

e - . e |

W -5 5 , ,
coAl S 3 | i R sX i)
T a3

M Aok posdie On B Mengndioe oo fe ot
A AN o )
( o \ o}:t? A\B _ AavTte P:< > ‘/ﬁ%‘j
’ 2 Vg
o o e b, <y
. N

v (“ﬁ,i ZY?
L

0 0



N HEOREVIE (Racing CARREE D'UNE MATRICE HERMITIENNE POSITIVE). Soit & €

M. (R) une matrice !5‘31"\“"'“(““ positive. Montrer qu'’il existe une unique matrice g €S (R
DUME AR psitive telle que H = R2. ‘ ‘ i
¥ \d&;\(’« P q

Solution. Ezistence. La matrice H étant Dumebig ) ;l existe une matrice € O (u’ telle
woluiion. . ‘XW‘ n que

33 0 v-- @
‘cHC=Cc-'c=| " »* - 1 |_p
T |
\o -~ 0 2,

D étant diagonale réelle. Comme H est positive, tous les ); sont positifs donc pour tout ¢, il existe
#i > 0 tel que A; = p?. En posant

/ll 0 o e 0

DI‘: O I1-2 "- :
SRRV |
0 -+ 0 , A o

onaD'?=Dde so'r‘,te que R=CD'C-! = CD'*C est A\aw:ﬂ/ww : positive et vérifie
‘ \
R*=cD?’c'=CcpCc-'=H,

Unicité. Soit R € D) \R\ . positive telle que R? = H. Soient h et r les endomorphismes de \’Rm
dont H et R sont les matrices dans la base canonique de \?\“.,,Comme HE 3, (\'\l\ , h est
autoadjoint. Ses valeurs propres J,, ... , Ap sont positives car H est positive. Notons Eyy... B,
les sous espaces propres correspondants. Comme r commute avec 7¢ = h, chaque E), est stable
par 7 = ) o .- Onnote r; =rg, .Onar?=X\ Idg, , et r; est autoadjoint
positif; toute valeur propre p de r; vérifie w2 = ), donc p = /X; est la seule valeur propre possible
de r; (car les valeurs propres de r;, qui sont des valeurs propres de r donc de R, sont positives).
Comme r; est de plus diagonalisable (car autoadjoint), on en déduit r; = \/X; Id iy

Résumons. Si r? = h, alors forcément pour tout i, rg, = VA Id E»,» e qui définit 7 de maniére
unique, d’oti 'unicité de R. ) q

&
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3 . Réduction des isométries

Nous allons voir ¢ue les isométries ) ", bien que n’étant
pas des endomorphismes autoa.d_]omte se dmgonahsent qympa.thlquement dans une base
orthonormale.

PROPOSITION . Soit E un espace euclidien et u € L(E) une tsométrie

Si F est un s.e.v de E stable par u, alors F* est stable

par u.

|

Démonstration. 1l s’agit de montrer que pour tout z € Ft et pour tout y € F(u(z) i y): 0. Comme
“I F est une isométrie, u;r est bijective _ , donc il existe ¥ € F tel que
= u(y’). On a maintenant

<u(=); 9=@(=) ) w(y =@ ¥)=0.

Ceci étant vrai pour tout z € FL et pour tout y € F, F est bien stable par u. O

Réduction des tsoméiries.

THEOREME .. Soit E un espace euclidien et u € L(E) une isométrie. Alors il eziste une
\base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de u a la forme

(51 \

‘ - ["’]B= R, . ’ (*)

\ )

ot pour tout i, €; € {—1,1} et pour tout j,

cosf; —sinéb, e
Bo, = ( Sin0; COsﬂjJ ) € Ma(R), b €R, 6;#0 (mod )




Remarque . On retrouve ainsi la forme des isométries du plan et de Pespace :

— Les isométries directes du plan sont des rotations d’angle 6 (elles ont pour matrice

1 . ’ . . . # . Y .
Ry = (5228, 5in8)), les isométries indirectes des symaétries par rapport a des droites

(matrice (g )).

— Les isométries directes de l’espace sont des rotations d’angle 6 autour d’un axe

. cosf sinf O . s ’ ;
(matrice [ —sin6 cos6 0 |, le dernier vecteur de la base étant I'axe de rotation).
0 0 1

Lorsque 6 = 7, on parle de retournement.
cosf sinf O

Les isométries indirectes de ’espace ont pour matrice (—sénﬁ cos@ 01). Lorsque
0 -—
6 = 0, on a affaire & une symétrie par rapport a un plan et on parle alors de

reflexion.

Remarque 2. La version matricielle de ce théoreme est la suivante. Soit M € M,(R) une
matricetorthogonale. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que P~"*MP =P MP

ait la forme (*).



Démonstration. On procéde par récurrence sur n = dimE. Pour n = 1, c’est évident. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Nous traitons deux cas.

Jircmier cas. L’isométrie v admet an moins une valeur propre réelle €. Soit x un vecteur propre
associé. On a ||u(z)|| = |lez|| = |e| [|=]| et comme ||Ju(=)|] = ||z||, |e] = 1. De plus € € R, on en déduit
alors € € {—1,1}. Maintenant, comme F = Vect(z) est stable par u, F'L est stable par u d’aprés la
proposition 1. En appliquant I’hypothése de récurrence a ujp., on trouve une base orthonormale
By de F* dans laquelle la matrice de ups ala forme (*). En ajoutant x a la base By, on obtient
une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de u a la forme (*).

le 2acond od Aaeuuut on wlifie ‘Q"v
o0 4 i (mm“+ ) Yi:\?ww dent dm.%meus:{":



Gecond cas. L’isométrie u n’a aucune valeur propre réelle. On considére I’endomorphisme v =
P LA AL B,

u + u*. Comme v est symétrique, v admet une valeur propre réelle A associée a un vecteur propre

. On a (v + u*)(z) = Mz donc u(u + u*)(z) = v*(z) + = = Iu(z), d’oli u’(z) = du(z) — 2| (x«).
Par ailleurs, la famille (z, u(z)) est libre puisque u n’admet pas de valeur propre réelle. En posant
F = Vect(z,u(z)), on voit que dimF = 2 et que F est stable par u (d’aprés (**)).!

i SOit N =

( : ; ) la matrice de ujr dans une base orthonormale B; de F. Comme u|r est une isométrie,
Cy N = IZ =N 5\1 . Parmi les équations issues de ces égalités, on trouve

a2+ =a’+c*=1 et ab+cd=0. (:&)

La premiére assertion de ("K") entraine ¢ = +b. On ne peut pas avoir ¢ = b car N serait symétrique
ce qui est impossible car u n’admet pas de valeur propre réelle. Donc ¢ = —b # 0, et d’aprés la
deuxiéme assertion de (%&), d = a. Comme de plus a? 4+ b2 =1, il existe 6 € R tel que a = cos @ et
b = sin 6. Finalement, la matrice N est de la forme

Ry = ( cosf sinf ) .

—sinf cos@

Maintenant, d’aprés la proposition le s.e.v F'* est stable par u, et ujp. est une isométrie donc
il existe d’aprés I’hypothése de récurrence une base orthonormale By de Fide b E(,L\suim U pL .
La base B = By U B; est orthonormale et dans cette base, la matrice de u a la forme voulue, d’ott

le théoréme. 0




Zp Endomorphismes normaux

Les endoglorphlsmes normaux généralisent les endomorphismes autoadjoints.

T =

Pa.ns cette section FE désigne un espace QJL(/Q.L(/\J.QAL v

DEFINITION . Soit u € L(E). On dit que u est normal si u et u* commutent.
Une matrice M € M,(R) est dite normale si M et M commutent.

TP est intéressant d’avoir une réduction de M dans M,(R). C’est le but de ce qui suit. Nous
commengons par un petit lemme.

LEMME . Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € L(E) un endomorphisme |
'normal nadmettant pas de valeurs propres réelles. Dans toute base B orthonormale de E,
'la matrice de u a la forme

' a b
| [u]B = ( b a ) . _ ':
'Démongtmtinn. Ecrivons - l«)
) a
M=[“]B=(£(l)'

On a b # 0 puisque u est sans valeur propre réelle. Comme u est normal,tM M=M ‘M JParmi
les équations découlant de cette égalité, on trouve

a2+ =a? 4+ et ac+bd. = GJD%-C.‘\- . (#)

La premiére assertion de (*) entraine b =cou b= —c. :
Si b = ¢, alors M est symétrique, ce qui est impossible puisque u est sans valeur propre réelle.
Donc b = —c. Maintenant, la deuxieme assertion de (*) s’écrit 2(a — d)b = 0, et comme b # 0,

on a a = d. Finalement, on a

[ulz = ( 2 Tf)
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ot que B aiduclin des isonthits

THEOREME ~ Soit E un espace euclidien, ct u € L(E) un endomorphisme normal. Alo:r"sJ

| i eziste une base orthogonale B de E telle que
>

[u]p =

\

ou pour tout i, A; € R et pour tout j, 7; = ( 7

S8

1

)
0
: (%)
7, )
) € My(R)




