
Master 1 MEEF - Parcours Mathématiques 2023-2024

Algèbre et Géométrie 1
Feuille d’exercices d’algèbre n◦2

Matrices - Déterminant
Préparation

1) (CAPES 2015 - Deuxième composition)
Donner la définition d’une matrice inversible et démontrer l’unicité de son inverse.
Soit A =

(
a b

c d

)
∈ M(2,R). Établir que A2 − (a+d)A+(ad−bc)I2 = O2 puis démontrer que la matrice

A est inversible si et seulement si ad − bc ̸= 0.

2) Donner la définition de deux matrices carrées semblables. Interpréter en termes d’endomorphismes.

3) Rappeler la définition et les propriétés du déterminant d’une matrice carrée. Interpréter géométrique-
ment le déterminant de deux vecteurs du plan.
Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique d’ordre impair est nul.

Exercice n◦1

Les matrices suivantes sont les matrices d’endomorphismes relativement à la base canonique de R2. Dans
chacun des cas suivants, caractériser géométriquement cet endomorphisme.

M1 =
(

λ 0
0 λ

)
M2 =

(
0 1
1 0

)
M3 =

(
0 −1
1 0

)
M4=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
M5 =

(
1 0
0 0

)

Exercice n◦2 (CAPES 2022)
Vrai ou Faux ? Justifier !

1. Les matrices
(

1 1
1 1

)
et
(

1 2
1 2

)
ont le même rang.

2. Les matrices
(

1 1
1 1

)
et
(

1 2
1 2

)
sont semblables.

Exercice n◦3 (CAPES 2001 - Deuxième composition)

On considère la matrice réelle : M = 1
2


1 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

.

1) Calculer M2 et M3 et vérifier que M3 est combinaison linéaire de M et M2.

2) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 1 la matrice Mn peut s’écrire sous la forme
Mn = anM + bnM2 et calculer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn.

Exercice n◦4 (CAPES 2023)
Si A et B sont des matrices carrées à n lignes et n colonnes telles que AB = 0, alors A ou B n’est pas
inversible.

Exercice n◦5

Soit A ∈ Mn (K) une matrice carrée nilpotente ; c’est-à-dire : ∃m ∈ N Am+1 = 0n.

On pose : eA =
∑

p≥0
1
p!A

p avec la convention A0 = In (remarquer que cette somme n’est qu’en apparence
infinie, puisque Ap = 0n pour p ≥ m + 1.)

1) Calculer e0n et eA où A =

 0 1 1
0 0 1
0 0 0

 .

2) On suppose que A et B sont nilpotentes et commutent ; démontrer que eA+B = eAeB.

3) En déduire que eA est inversible. Quelle est son inverse ?1



Exercice n◦6 (CAPES 2016 - Première composition)
On fixe un entier n ≥ 1. On considère la matrice An à n lignes et n colonnes définie par

An =



2 −1 0 · · · 0

−1 . . . . . . . . . ...

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . −1
0 · · · 0 −1 2


Le déterminant de cette matrice est noté Dn.

1) Calculer D1, D2 et D3.

2) Montrer que pour tout entier n ≥ 3, Dn = 2Dn−1 − Dn−2.

3) En déduire une expression de Dn.

Exercice n◦7 (CAPES 2016 - Première composition)

On considère la matrice de Vandermonde A =


1 a1 a2

1 · · · an−1
1

1 a2 a2
2 · · · an−1

2
...

...
...

...
1 an a2

n · · · an−1
n

 où n est un entier naturel supérieur

ou égal à 2 et a1, · · · , an sont des nombres réels.

1) Calculer le déterminant de A lorsque n = 2 et n = 3.

2) On considère le polynôme P (X) = (X − a1) · · · (X − an−1).

a) Montrer qu’il existe des nombres réels λ0, · · · , λn−2 tels que

P (X) = Xn−1 + λn−2Xn−2 + · · · + λ1X + λ0.

b) On note C1, · · · , Cn les colonnes de A. Montrer que Cn + λn−2Cn−1 + · · · + λ0C1 =


0
...
0

P (an)


c) En déduire que det(A) = P (an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 · · · an−2
1

1 a2 a2
2 · · · an−2

2
...

...
...

...
1 an−1 a2

n−1 · · · an−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

d) Montrer que det(A) =
∏

1≤k<ℓ≤n(aℓ − ak).

Exercice n◦8 (CAPES 2011 - Deuxième composition)
Étant donné un entier naturel m non nul, α , α1 , . . ., αm désignent m + 1 nombres réels. On considère la

matrice M de Mm+1(R) définie par : M =



1 0 · · · 0 α1
... . . . . . . 0

...

0 . . . . . . ...
...

0 · · · 0 1 αm

α1 · · · · · · αm α


Démontrer par récurrence sur m que det(M) = α −

∑m
i=1 α2

i

Réduction des endomorphismes

Préparation

1) Soit D une matrice diagonale. Justifier que les éléments de la diagonale de D sont valeurs propres de
D et donner les vecteurs propres associés.
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2) Quand dit-on qu’un endomorphisme (resp. une matrice) est diagonalisable ? Qu’il est trigonalisable ?
Que peut-on dire d’une matrice nilpotente diagonalisable ?

3) Qu’appelle-t-on polynôme annulateur d’un endomorphisme u du K-espace vectoriel (de dimension finie)
E ? Qu’est-ce que le polynôme caractéristique de u ?

4) (CAPES 2014e - Deuxième composition) Soit A ∈ M(n,R). On suppose qu’il existe P ∈ R[X], P ̸= 0
tel que P (A) = 0. Donner une condition suffisante sur P pour que A soit trigonalisable dans M(n,R).
Donner une condition suffisante sur P pour que A soit diagonalisable dans M(n,R).

Exercice n◦9 (CAPES 2023)
Vrai ou faux ? Justifier !
La matrice

(
0 1
1 0

)
est inversible et diagonalisable dans M2(R).

Exercice n◦10 (CAPES 2022)
Vrai ou faux ? Justifier !

1. La matrice
(

1 1
0 1

)
est diagonalisable.

2. La matrice
(

1 1
0 2

)
est diagonalisable.

Exercice n◦11 (CAPES 2021)
On cherche à déterminer l’ensemble E des suites réelles u = (un)n∈N vérifiant :

∀n ∈ N, un+3 = 6un+2 − 11un+1 + 6un.

Pour cela, on va utiliser la matrice A =

 6 −11 6
1 0 0
0 1 0

. On note Un =

 un+2
un+1
un

.

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel sur R des suites réelles.
2. Pour tout entier naturel n, trouver une relation entre Un+1, A et Un.
3. En déduire que, pour tout entier naturel n, Un = AnU0.

4. On considère la matrice P =

 1 4 9
1 2 3
1 1 1

. Démontrer que P est inversible puis que P −1AP est une

matrice diagonale D, que l’on déterminera.
5. Démontrer que, pour tout entier naturel n, An = PDnP −1.
6. En déduire qu’il existe trois nombres réels x, y, z tels que, pour tout entier naturel n,

un = x + y2n + z3n.

7. Démontrer que x, y, z s’expriment chacun linéairement en fonction de u0, u1, u2.
8. Démontrer que toute combinaison linéaire des suites (1)n∈N, (2n)n∈N, (3n)n∈N appartient à E.
9. Déterminer l’ensemble E.

Exercice n◦12 (CAPES 2014e - Deuxième composition)
Soit B ∈ Mn(C), d’ordre fini c’est à dire telle qu’il existe k ∈ N∗ tel que Bk = In. On note b le plus petit
entier strictement positif k tel que Bk = In.

1) Démontrer que B est inversible.

2) Soit k ∈ Z. Démontrer que Bk = In si et seulement si b divise k.

3) Démontrer que les valeurs propres de B sont des racines b-ièmes de l’unité.

4) Démontrer que B est diagonalisable dans Mn(C).

Exercice n◦13

Soit A un vecteur colonne de Rn. Montrer que la matrice carrée A. tA est diagonalisable.3



Exercice n◦14 (Deuxième épreuve 1989)
Soit A une matrice de M(d,R) (d ≥ 2) nilpotente d’indice r.

1) Montrer que zéro est la seule valeur propre complexe de la matrice A. Quel est le polynôme caractéris-
tique de A ?

2) On désigne par e(A) le sous-espace vectoriel de M(d,R) engendré par les matrices {Ak, k ≥ 0}. Montrer
que B = {Id, A, · · · , Ar−1} est une base de e(A).

Exercice n◦15

Soit A ∈ M(n,C) ayant toutes ses valeurs propres deux à deux distinctes.
Montrer que la famille (I, A, A2, · · · , An−1) est libre.

Exercice n◦16

Pourquoi, en dimension finie, un projecteur est-il toujours diagonalisable ?

Exercice n◦17

On donne trois nombres complexes a, b, c et les deux matrices suivantes :

J =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

 et M =


a b c b c

c a b c b

b c a b c

c b c a b

b c b c a


1) Calculer J2, J3, J4, J5 ; puis trouver un polynôme P de degré inférieur ou égal à 4 tel que M = P (J).

2) Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de J . J est-elle diagonalisable ?

3) Déduire des questions 1. et 2. que M est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres et ses vecteurs
propres.

4) On suppose à présent que b = c. Déduire de 3. le polynôme caractéristique de M .

5) On suppose b = c ̸= 0. Déterminer deux suites de complexes (αn) et (βn) telles que Mn = αnM + βnI5.

Exercice n◦18

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels a, b et c pour que la matrice

 1 a 1
0 1 b

0 0 c


soit diagonalisable dans M(3,R).

Même question avec

 cos θ − sin θ a

sin θ cos θ b

0 0 c

.

Exercice n◦19 (Première épreuve 2020)
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Pour P ∈ R[X], on note P ′ son polynôme dérivé et on définit
les polynômes Φn(P ) et Ψn(P ) par :

Φn(P )(X) = nXP (X) + X(1 − X)P ′(X), Ψn(P )(X) =
n∑

k=0
P

(
k

n

)
Bn,k(X).

1. Démontrer que Φn et Ψn sont des endomorphismes de Rn[X].
2. Démontrer que, pour tout entier k dans [[0, n]],

Φn(Bn,k)(X) = kBn,k(X).

3. En déduire que (Bn,0, Bn,1, · · · , Bn,n) est une base de Rn[X] et que Φn est diagonalisable dans Rn[X].
4. Démontrer que Φn n’est pas bijectif et que Ψn est bijectif.4


