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1 Introduction

Le cours porte sur les fonctions de plusieurs variables. Le terme n’est pas tres précis.
Prenons quelques exemples. En physique : le temps la distance la charge... En économie : le
prix en fonction du capital et du travail. On peut imaginer des fonctions dont les variables
ou les valeurs sont discretes ou qualitatives. Dans le cours nous nous intéresserons au cas
des fonctions définies sur des parties de R? & valeurs dans R
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2 L’espace R

2.1 Produit scalaire, norme et distance dans R?

Définition 2.1. Six = (21...24) et y = (y1...yq) sont deuz vecteurs de R, on définit
leur produit scalaire par :

(x,y) = 191 + - + Taya

1/2

Définition 2.2. On appelle norme de x (ou longueur) ||z|| = (x,x)"* et la distance

entre deux vecteurs d(x , y) = ||z — y||.

Proposition 2.3. On a les propriétés suivantes :
(1) (z,y) = (y,x)
(2) {r,y +2) = (z,y) + (. 2)
(3) (ax,y) = afz,y)
{

(4) (z,x) > 0 avec (x,x) =0 si et seulement si x =0

Théoréme 2.4. Le produit scalaire vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz (z,y)? <
lzl|? ly||* avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration

Soient = et y deux vecteurs et A un nombre réel. Le nombre (Az + y, (Az + y) est positif
ou nul. On peut développer ce produit scalaire en appliquant les propriétés de linéarité.
On obtient :

Az +y, x+y) = Az, \z+y)+ (y, \r+y)
Mz, Az +y) + (y, \x + 1)

Mz, Az) + Mz, y) + (y, Az) + (Y, y)

Nz, ) + M, y) + My, x) + (y,9)
= Az, ) +2\Mz,y) + (4, 9)

On obtient donc un polynme de degré 2 en A qui est positif ou nul pour tout A. Cela
signifie que le discriminant de ce polynme est négatif ou nul. Autrement dit on a

(z,y)* — (y,y)(z,z) <0.

Dire que ce discriminant est nul est équivalent a dire qu’il existe A pour lequel le polynme
est nul ou encore qu’il existe A pour lequel [|Az+y||*> = 0 ce qui est équivalent & Az+y = 0.
Autrement dit I’égalité ne peut tre vérifiée que dans les cas o x et y sont colinéaires. On
vérifie facilement que ’égalité est satisfaite lorsque = et y sont colinéaires (on a donc
I'équivalence).
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Donnons une autre faon de voir les choses. L’identité de Lagrange

d d

d
(Z Tiyi)” + Z (ziy; — x9:)° = (Z %2)(2 v;)

1<i<j<d i=1 i=1

s’écrit ici
()’ + D (i —zw)” = =)yl

1<i<j<d
et donne donc une justification a notre énoncé (la somme > Y. (ziy; — 2;5:)° est

positive ou nulle). Etablissons l'identité de Lagrange.

d d
(Z%’yi)z = sz?yi?+ Z TiYi%;Y; + Z Tl ;Y
i=1 =1

1<i<j<n 1<j<i<d
d
_ 2 9
= E r;y; + 2 E TiYiT Y
i=1 1<i<j<d
d
_ 2 9 2 2 2 2 2
= E r;Y; + E [‘Tiyj + 25y — (wiyj _xjyi> ]
i=1 1<i<j<d

d
= > aiyi+ > eyl - Y (i — )
=1

1<i<j<d 1<i<j<d
d d

= O O w) - D (wayy — ww)’
i=1 i=1 1<i<j<d

O

Théoreme 2.5. La norme définie précédemment s appelle norme euclidienne et vérifie :

(1) ||z|]| = 0 si et seulement si x =0
(i1) ||z|| >0 six #0
(ii) |zl = |af [l]

(w) Nz +yll < ll=l[ + [y

Démonstration Si |z| = 0 alors la somme Y, 27 vaut 0. Comme tous les carrés sont

positifs ou nuls, pour que leur somme soit nulle il faut qu’il soient tous nuls, autrement
dit que tous les x; soient nuls ce qui signifie bien que x = 0. Réciproquement, si x = 0
alors [|z|| = 0. On a

n

n
lazl? = (az:)* = a® ) o = a® |lz]*
=1

=1

En prenant la racine carrée on obtient

loa] = Vo] = Va2 |22 = Va2 Vx| = |a] ].

7
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lz+yl? = (e+y,z+y)

(z,2) + (2, y) + (v, 2) + (¥, y)
I l” + [lyl1* + 2(z, v)

Iz l” + [yl + 2[|=]l]y]

(]l + [lyl)?

IN

O

L’inégalité de Cauchy Schwarz permet aussi de définir la mesure d’un angle géométrique

entre deux vecteurs : comme (z,y) < ||z||||y||, si aucun des deux vecteurs n’est nul, alors

x, :
le quotient ﬂ est un nombre compris entre -1 et 1.

2]l Tl l

Définition 2.6. La mesure d’un angle entre deux vecteurs non nuls est 6 € [0, 7]
(z,y)

vérifiant cos = )
]|yl

Définition 2.7. = et y de R" sont dits orthogonaux lorsque (x,y) = 0.

Définition 2.8. (plan dans R?)
Sotent A = (xg, Yo, 20) un point de R® et N = (a, b, ¢) un vecteur non nul.
Le plan passant par A et orthogonal a N est P = {x € R?/(x — A) - N = 0}.

2.2 Produit vectoriel dans R3

Définition 2.9. Si z = (z1, 2o, 3) et y = (y1, Yo, y3) sont deuz vecteurs de R3, on
définit le produit vectoriel de = et dey par : x Ay = (xoys —T3Y2, T3 Y1 —T1 Y3, T1 Yo —

Y1 1U2)-

Voici une autre définition du produit vectoriel. Supposons x et y fixés et considérons
I’application
z = (21, 22, 23) > det(x,y, 2).

C’est une application linéaire de R?® dans R. Il existe donc des coefficients ai, as, ag tels
que, pour tous x, y on ait :

det(z,y, z) = a121 + azze + azzs.
Si on note a le vecteur (ay, ag, ag) alors cela s’écrit encore
det(x,y, z) = (a, z).

On vérifie que le vecteur a ainsi défini a pour coordonnées (g y3—23 Y2 , T3 Y1 —21 Y3, T1 Ya—
Y1 T2), c’est le produit vectoriel de x et y.
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Pour qui sait calculer un déterminant 3x3 en développant par rapport a la troisieme
colonne cela donne une faon simple de retrouver les coordonnées d’un produit vectoriel :

1 Y1 A
det | =2 w2 2 = ($2 Ys — I3 ?/2)21 - ($1 Ys — I3 y1)22 + ($1 Y2 — W I2)23-
T3 Y3 %3
Théoreme 2.10. On a les propriétés suivantes :

(1) xANy=—yAzx

(2) xN(y+z2z)=cANy+zAz

(3) ax Ny=zxNay=a(xAy)

(4) (x,x Ny) =0 et (y,a Ay) =0

(5) |z Ayll? = ||z||* lyl|* — (z - y)? (identité de Lagrange; déja vu)

Démonstration : Je donne une démonstration basée sur les propriétés des déterminants

(vous n’avez peut-tre pas encore vu ces propriétés en AL2; cela viendra). Vous pouvez
aussi vérifier ces propriétés en utilisant la définition analytique et en développant les
expressions obtenues.

(1) T /\ya Z> = det('xagﬁz) = _det(yaxaz) = —<y/\a:, Z>

{

(2) (xA(y+2),u) = det(z,y+z,u) = det(x,y,y)+det(x, z,u) = (x Ay, u) +{(x Az,u) =
(x Ny+2x A z,u)
{
{

(3)

(4) (x,x Ny) =det(z,y,x) =0et (y,x ANy) = det(z,y,y) =0

ax A y,u)y = det(az,y,u) = adet(z,y,u) = oz Ay, u)

|

Interprétation géométrique de = Ay

|z Ayl = ||| ||y|]| sin@ est 'aire du parallélogramme engendré par z et y.
Démonstration : L’aire d’'un parallélogramme est donnée par le produit longueur de la

base fois hauteur. Un peu de trigonométrie montre que c’est égal a ||z|| |ly|| siné. Le
point (5) ci-dessus donne

lz A yll® =2l 1y = (- )* = l2lI* [ly]* = =] lyll* cos® @ = [l«]* [ly[|* sin® 6.

2.3 Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques

Plutot que de repérer un point (x,y) du plan R? par ses coordonnées cartésiennes dans le
repere orthonormé formé par la base canonique, on peut le faire au moyen de sa distance a
I'origine et de I’angle formé par le premier vecteur de la base canonique et le vecteur (z,y).

9
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La distance a 'origine est définie au moyen du produit scalaire comme ci-dessus. L’angle
n’est pas déterminé de maniere unique. Plusieurs choix sont possibles. On peut ainsi
définir les coordonnées polaires d’'un point du plan au moyen de ’application suivante :

10, +00[x [0, 27r[— R* (p,0) — (pcosf, psin ).

On aurait pu choisir (le choix est tout aussi bon) de faire varier # dans [—m, 7[. On
n’attribue généralement pas de coordonnées polaires au point origine : il est facile de
définir sa distance a 'origine, ’angle n’aurait pas de sens.

Dans R? on définit les coordonnées sphériques d’un point au moyen de 1’application

10, +00[x[0, 27[x[0, 7] = R® (p, 0, ¢) > (pcosfsin ¢, psinhsin ¢, pcos ¢).

Le couple (psin ¢, ) forme les coordonnées polaires de la projection du point sur le plan
d’équation z = 0. La encore on aurait pu choisir d’autres intervalles pour domaines de 6
et ¢. En géographie par exemple la latitude qui correspond a ¢ varie de —90 a 90 degrés
et c’est 'angle avec le plan de I’équateur qui la définit (pas 'angle avec ’axe pdle sud pole
nord). Pour une illustration treés parlante des coordonnées sphériques on pourra regarder

le premier chapitre du film dimensions '

2.4 Topologie de R?

Définition 2.11. Soient a € R? et r > 0.
On appelle B(a, r) = {x € R/ ||z — a|| < r} la boule ouverte de centre a et de rayon

.

Exemple
Dans R, R? ou R? on retrouve les intervalles, les disques, les boules ouvertes.

1. http://www.dimensions-math.org/Dim_fr.htm

10
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Proposition 2.12. Soient A C R?, x € R,
Alors une des trois conditions suivantes est vérifiée :
(1) Ir >0 tel que B(z,r) C A
(i1) Ir > 0 tel que B(x, r) C A° ou A“=R" \ A
(i1i) ¥r > 0, B(z, r) contient des points de A et de A°.

Définition 2.13. Lintérieur de A (noté int(A) ou ;1) est l'ensemble des points de R?
vérifiant (i).

L'extérieur de A (noté ext A) est I’ensemble des points de R vérifiant la condition (ii).
La frontieére (ou le bord) de A (notée OA) est l’ensemble des points de R vérifiant la
condition (iii).

La fermeture de A (notée A) est la réunion de A et de OA.

Exemples dans R?
A={reR?/|z| <1}
A={(n,0)/neZj

Définition 2.14. Un ensemble A de R est :
(i) ouvert siVa € A, 3r > 0 tel que B(a,r) C A

(i1) fermé si A¢ est ouvert.

Proposition 2.15. A est ouvert si et seulement si /01: A.
A est fermé si et seulement si A = A.

La frontiére de A est égale 6 OA = A\ ,?1

Démonstration. Détailler le dernier point.

Exemples

Ay ={(z,y)/2*+ y* < 1} est ouvert.

Ay ={(z,y)/2*+y? <1} est fermé.

Az = A; U{(1, 0)} n’est ni ouvert ni fermé.
10, 1[ C R est ouvert dans R.

10, 1[x{0} C R? n’est ni ouvert ni fermé.
[0, 1] C R est fermé dans R.

[0, 1] x {0} C R? est fermé dans R

Proposition 2.16. 1. R? et @ sont ouverts (et donc aussi fermés).
2. Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

11
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2.5 Suites dans R?

Définition 2.17. Une suite dans R? est une famille de vecteurs x, = (T1py -y Tan)
indexée par l’ensemble des entiers naturels (x,)nen. Chaque terme de la suite x, est un
vecteur avec ses d coordonnées.

Définition 2.18. Une suite (z,)neny converge dans R? vers b € R? si Ve > 0, IN € N
tel que n > N entraine ||z, — b|| < e.

De maniere équivalente on peut définir la convergence d'une suite de vecteurs (z,) par
la convergence de chacune des suites réelles données par les coordonnées w; ,,, ¢ allant de
1 & d, n variant dans N (les suites des coordonnées sont indexées par n et il y en a d :
(Tisn)nen )-

Une autre fagon de dire que la suite (x,) tend vers b est de dire que la suite réelle de
nombre positifs ou nuls (d(x,,b)),en tend vers 0.

Remarques
1. On dit que b est la limite de la suite (z,,) et on note z,, — b.

2. z, — b si et seulement si Ve > 0 la boule B(b, €) contient toute la suite sauf un
nombre fini de z,,.

Proposition 2.19. A est fermé si et seulement si pour toute suite convergente contenue
dans A et convergente, la limite est dans A.

Cette proposition fournit un critere pour démontrer qu’'un ensemble A n’est pas fermé :
il suffit de trouver une suite de points de A convergeant vers un point n’appartenant pas
a A.

Théoreme 2.20. Soit (x,) une suite bornée. Il existe une sous-suite de (x,) convergeant
dans R,

2.6 Ensembles compacts

Définition 2.21. X C R? est compact si X est fermé et borné (borné veut dire qu’il
existe R > 0 tel que X C B(0, R)).

Exemples

[0, 23] est un compact dans R.

{(z,y) /x* + (y — 2)?> < 6} est un compact de RZ.
[2,3] x [1,3] x [5,7] est un compact dans R3.

12
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Théoréme 2.22. (Bolzano-Weierstrass)
Soit X C R compact.
Alors toute suite (x,,) C X contient une sous-suite (x;,) qui converge vers un point de X .

13
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3 Fonctions de plusieurs variables

3.1 Définitions

Définition 3.1. Une fonction f définie sur un sous-ensemble D de R? a valeurs dans R
(ou D est un ) s’appelle fonction numérique de n variables.

D est le domaine de définition de f.

{f(z) /x € D} est l'image de f.

{(z, f(x))/x € D} CRY xR est appelé graphe de f.

Exemples ?

flz,y) = !

x2+y2

flx,y, 2) = Ln(1+ 2% +y?)

Définition 3.2. Soient D et E deux parties de R? telles que D C E et f et g deux
fonctions définies respectivement sur D et E. On dit que g est un prolongement de f a
E si pour tout x € D on a f(x) = g(x). Dans cette situation, on dit aussi que f est la
restriction de g a D.

Exemple
3

x
flz,y) = o qu’on prolonge en une fonction g définie sur R? en posant ¢(0,0) = a,
x Yy

2. Les images données sont obtenues avec le logiciel Maple.

14
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oua € R.

Définition 3.3. Soient D une partie de R?, f une fonction définie sur D & valeurs dans
Retxyge D.

On dit que [ est majorée sur D s’il existe M € R tel que pour tout x € D on ait f(x) < M.
On dit que f est minorée sur D s’il existe m € R tel que pour tout x € D on ait f(z) > m.
On dit que f est bornée sur D si elle est a la fois majorée et minorée. Cela revient a dire
qu’il existe M > 0 tel que pour tout x € D on ait |f(x)] < M.

Exemple
La fonction g précédente est borné sur R2.

Définition 3.4. On dit que f a un minimum en xy si pour tout x € D on a f(x) > f(x0).
On dit que f a un mazimum en xy si pour tout x € D on a f(x) < f(xo).

On dit que f a un minimum strict en xo si pour tout © € D, x # xg, on a f(x) > f(zo).
On dit que f a un mazimum strict en xy si pour tout x € D, x # xg, on a f(x) < f(zo).

Exemple
Pour g, le point (0, 1) est un minimum non strict, alors que (1,0) est maximum non strict.

Définition 3.5. On dit que f a un minimum local en xq s’il existe r > 0 tel que pour
tout x € B(zo,7) on a f(x) > f(zo).
On dit que f a un maximum local en xy s’il existe r > 0 tel que pour tout x € B(xo,T)

on a f(x) < f(xo).

On dit que f a un minimum local strict en xy s’il existe r > 0 tel que pour tout x €

B(anr); €z # To, ON a f(l‘) > f(l’o)
On dit que f a un maximum local strict en xo s’il existe r > 0 tel que pour tout

T € B(fﬂo,T’), Z #xOJ on af<:[;) < f($0)

Définitions

Soient D une partie de RY, f une fonction définie sur D a valeurs dans R.

Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f sur D le plus petit des majorants de
f, soit le nombre réel noté supp, f ou sup,.p f(x) défini par :

Vee D f(x)<supf, VM <supf, dx € D, f(x)> M.
D D

Si f est minorée, on appelle borne supérieure de f sur D le plus petit des minorants de
f, soit le nombre réel noté infp f ou inf,cp f(x) défini par :

Ve €D f(x)Zi%ff, VYm >sup f, Jz € D, f(x) <m.
D

Si f est majorée sur D, on dit que f atteint sa borne supérieure s’il existe x € D tel que

f(z) =supp f.

15
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Si f est minorée sur D, on dit que f atteint sa borne inférieure s’il existe x € D tel que

f(z) =infp f.

3.2 Représentation géométrique

e Cas d’une fonction de deux variables f(z, y)
a) On considere le graphe G(f) = {((z, y), f(z,y))/(z,y) € C} CR3.
Exemples : f(x, y) = 2% + y%.
Le graphe est un paraboloide de révolution.

b) On considere les courbes de niveau {(z, y) € D/ f(z, y) = C}.
Dans les exemples précédents, les courbes de niveau sont des cercles {(z, y) / %+
y> = C > 0} et des hyperboles {(z, y) /2> —y* = C > 0}.
e Cas d'une fonction de plus de deux variables

Le graphe étant dans R*, on ne peut le dessiner.

Si n = 3, on utilise les surfaces de niveau {(xz, vy, z) € D/ f(x,y, z) = C}.

Par exemple la surface de niveau 5 de la fonction f(x,y, 2) = 222 + 3y + 22

ressemble a peu pres a
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Remarque : il arrive qu’un logiciel ne donne pas de représentation fidele de ce qui se passe

au voisinage d'un point. Par exemple il est difficile de se rendre compte de ce qui se passe

Ty
2 +y2

au voisinage de (0,0) pour la fonction définie par f(x, y) = en regardant I'image

3.3 Fonctions continues de R? dans R

Définition 3.6. Une fonction f: D — R (ou D C R?) a pour limite b en zy si xg € D
et si Ve >0, 36 > 0 tel que :
reD | |lx—x <d=|f(x) -0 <e.

Notation

Dans ce cas b= lim f(x).
Tr—xTQ

Définition 3.7. (i) f: D — R est continue en zy € D si et seulement si lim f(z) =
T—T0
[ (o).

(i1) f est continue sur D si et seulement si elle est continue en tout point de D.
Théoréme 3.8. Soit f : R? — R. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur RZ.

(i) Vb € R | Va, avec x, — b on a : f(x,) — f(b) dans R.

(iii) VF fermé de R, f~Y(F)={z € R/ f(x) € F} est un fermé de R".

(iv) VO owvert de R, f~1(0) = {x € R?/ f(x) € 0} est un ouvert de R?.

Remarque

Si D # R?, il faut modifier les points (iii) et (iv), et dire que f~*(#) est un ouvert de D
et f71(F) est un fermé de D.

Démonstration

Il suffit de démontrer les implications successives (i)=-(ii)=-(iii) = (iv)=-(i).

(i)=-(ii) : On se donne une fonction f continue et une suite () convergeant vers b et il
s’agit de montrer que (f(zx)) converge vers f(b). Ecrivons les définitions de I’hypotheése
et de ce que nous cherchons a démontrer.
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Hypotheses :

— Convergence de la suite (zy) : Ve > 0 3K Vk > K d(zg,b) < e.

— Continuité de la fonction (en b) : Vao > 030 > 0 (d(x,b) < 6 = |f(z) — f(b)| < ).

A montrer :

— Convergence de la suite (f(zx)) : Ve > 0 3K Vk > K d(f(xy), f(b)) < e.

Soit € > 0. Prenons 6 > 0 pour que si d(z,b) < ¢ alors |f(z) — f(b)| < € (c’est possible
grce a la deuxieme hypothese). Prenons ensuite K tel que si &k > K alors d(x,b) < 9
(c’est possible grce a la premiere hypothese). Alors si k& > K on a d(xg,b) < 6, donc

[f(x) = F(D)] <&

(ii)=(iii) : On suppose que (ii) est vraie et on cherche a montrer qu’alors (iv) est vraie.
Soit F un fermé. On veut montrer que f~'(F) est fermé. Autrement dit on veut montrer
que toute suite convergente d’éléments de f~(F) a sa limite dans f~!(F). Soit (z) une
telle suite, x sa limite. Comme (ii) est vraie, (f(xy))r converge vers f(x). D’autre part,
pour tout k, x; appartient a f~'(F). Autrement dit, pour tout k, f(z;) appartient a F.
Mais F' est fermé donc toute suite convergente d’éléments de I’ a sa limite dans F. Or
(f(xk))x converge vers f(z). On a donc f(x) € F soit encore x € f~(F'), ce qu'on voulait
montrer.

(iii)=-(iv) : Commengons par remarquer que pour toute partie F de R, 1’égalité
fEE) = fTY(E),

est valable.

Supposons f1(F) est fermé quand F est ouvert et donnons-nous un ouvert . Alors 0
est fermé, donc f71(%0) est fermé. Mais comme f~1(°0) =¢ f~1(0) cela signifie que f~1(6)
est fermé, autrement dit que f~'(6) est ouvert.

(iv)=-(i) : On suppose que (iii) est vraie et on cherche & montrer qu’alors (i) est vraie.
A montrer : Vb € R?, Va > 030 > 0 (d(z,b) < 6 = |f(x) — f(D)] < o).

Soient b € RY a > 0. L’intervalle ]f(b) — a, f(b) + «af est un ouvert de R. Par (iii)
2] f () — a, f(b) + af) est un ensemble ouvert (auquel b appartient évidemment). Dire
que cet ensemble est ouvert, c’est en particulier, dire qu'il existe § > 0 tel que, B(b,d) C
FYHf () —a, f(b)+al). Mais cette inclusion signifie que si d(z,b) < § alors |f(z)— f(b)] <

a. C’est ce que nous voulions montrer.

Théoréme 3.9. Soit D un sous-ensemble de R? et f et g des fonctions continues sur D.
A alors f+ g et fg sont continues sur D. De plus § est continue en tout point o g ne
s’annule pas.

Démonstration Le plus simple est peut-étre d’utiliser la caractérisation séquentielle de

la continuité : nous avons a montrer que, pour tout point x en lequel f et g sont
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définies, pour toute suite (yy ) convergeant vers x, les suites (f(yx)+9(ve) x> (f (We)9(ve) )k,
(f(yx)/9(yx))r convergent respectivement vers f(z) + g(z), f(z)g(x), f(x)/g(z). Par hy-
pothese f et g sont continues donc (f(yx) et g(yx))r tendent vers f(z) et g(x). Or, on
sait que si deux suites de nombres réels (ug), (vr)r tendent vers [ et [ alors les suites
(ug + Vg)k, (Ug-Vg)k, (ug/vk)pconvergent respectivement vers [ + ', II', 1/l 1l suffit donc
d’appliquer ce résultat pour uy = f(yx) et vx = g(yx)-

Il y a quand méme un petit probleme avec le quotient quand g(z) vaut 0. Ce n’est pas
parce que g(x) vaut 0 que le quotient n’a pas de limite en z ; cela peut arriver mais dépend
des fonctions considérées. Ce qui est str en revanche c’est que si g(z) n’est pas nul, alors
le quotient f/g est continu en z. Il faut étre plus précis dans ce cas. Si g(x) n’est pas nul,
alors comme (g(yx))r tend vers g(x), a partir d’un certain rang g(yx) est différent de 0, le
quotient (f(yx)/g(yk))r est alors défini a partir d’un certain rang et tend vers f(z)/g(x).q

Théoréme 3.10. Soit D un sous-ensemble de R et E un sous-ensemble de R™. Si f :
D = Retg: E— R?sont continues, avec limage de E par g incluse dans D, alors fog
est continue sur E.

Exemple d’application de ce résultat Comme |z —2'| < ||(z,y)— (2, ¥)] et |[y—¢'| <
l(xz,y) — («/,¥)]|, les applications définies par (z,y) — z, (z,y) +— y sont continues sur
R2.

D’apres le théoreme précédent les applications définies par (z,y) — = +y, (x,y) — xy,
puis (z,y) — 2% + 3zy et toutes les fonctions polynéme en deux variables z et y sont
continues sur R2.

De la mme fagon toutes les fractions rationnelles en deux variables sont continues la o
elles sont définies.

Autres exemples
f(x, y) = e™ continue sur R?

1

f($,y):\/x2:+y2

continue sur R? \ {0}

19



L2 MIEFE 2014-2015 VAR Université de Rennes 1

Remarque : vous voyez qu’il n’est pas évident a la vue des deux images précédentes de
deviner que la premiere fonction est continue sur R? et ’autre non.

3.4 Etude de certaines surfaces quadratiques

On cherche & étudier les polynomes quadratiques de la forme z = La? + 2Mxy + Ny

Pour ce faire nous allons utiliser I'identité remarquable vue au college : (z + «)? = z* +
2acx + a2 en écrivant quand il le faudra 2 + 2ax = (z + «)? — o?. Si L n’est pas nul, on
peut écrire

La* + 2May + Ny* = L(z* +2May/L + Ny?/L)
L((x + My/L)* = M*y*/L* + Ny*/L)
= L((z+ My/L)*>+ (NL — M*)y*/L?).

Ceci permet de voir que si NL — M? est strictement positif alors dans la parenthese
on trouve la somme de deux carrés et le graphe est un paraboloide elliptique (”tourné”
vers le haut si L > 0, vers le bas si L < 0). Si NL — M? est strictement négatif alors
dans la parenthese on trouve la différence de deux carrés et le graphe est un paraboloide
hyperbolique.

Si N n’est pas nul, en procédant de la méme fagon, on peut écrire

La* + 2Maxy + Ny* = N(Lx?/N +2Maxy/N + y?)
= N(L2*/N + (y + Mx/N)*> — M*2*/N?)
= N((LN — M?*)2*/N? + (y + Mz /N)?).

On obtient que si LN — M? est strictement positif alors le graphe est un paraboloide
elliptique ("tourné” vers le haut si N > 0, vers le bas si N < 0). Si NL — M? est
strictement négatif alors dans la parenthese on trouve la différence de deux carrés et le
graphe est un paraboloide hyperbolique.

Dans le cas ou L et N ne sont pas nuls tous les deux, ces deux facons de faire donne
bien les mémes résultats. En effet, si LN — M? est strictement positif alors en particulier
LN > 0 autrement dit L et N ont le méme signe (I'orientation du paraboloide elliptique
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est bien déterminée de la méme fagon).
Si L et N sont tous les deux nuls, et M est différent de 0, alors le graphe est un paraboloide
hyperbolique. Pour le voir il suffit d’écrire (encore une identité remarquable!) :

2Mazy = M(z +y)?/2 — M(x — y)?/2.

Quelque soit le signe de M nous avons une différence de deux carrés.
Enfin reste le cas ot LN — M? est nul. On a alors

La* +2Muxy + Ny* = L(x + My/L)?

(quand L # 0 par exemple), et le graphe est un cylindre parabolique.

Exemples :
o 222 — 6xy + 1>
On calcule 2.1 — 32 = —7 < 0. Le graphe est un paraboloide hyperbolique :

o 202 — 2xy + 3y
On calcule 2.3 — 22 =2 > 0 et 2 > 0. Le graphe est un paraboloide elliptique tourné vers
le haut :

o — 2%+ 21y — 3y
On calcule (—1).(=3) — 1> =1 > 0 et —1 < 0. Le graphe est un paraboloide elliptique
tourné vers le bas :
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o 22 + 22y + o>
On calcule 1.1 — 12 = 0. Le graphe est un cylindre parabolique :

iy

i

\
T
B/

S

Remarque : comme vous le voyez, il n’est pas toujours facile de reconnaitre un paraboloide
hyperbolique ou un paraboloide elliptique sur I'image donnée par 'ordinateur.

Proposition 3.11. I existe des coordonnées orthogonales X , Y , Z dans lesquelles Z =
ky X2+ ky Y2,

3.5 Fonctions continues sur un ensemble compact

Théoreme 3.12. Soit f: X — R (avec X compact) continue. Alors :
(i) f est bornée sur X.

(i1) f atteint ses bornes inférieure et supérieure.

Démonstration Utilisons encore les suites. Supposons que f ne soit pas bornée. Alors on

peut trouver une suite (xy) telle que (f(x)) tende vers +o0o ou —oo. Considérons par
exemple le cas ou (f(zx)) tend vers +o0o. Comme X est compact, il existe une sous-suite
(xk, )1 convergeant vers un point x de X. On a alors lim,; f(xy,) = +oo et liny f(zx,) = f(x)
(par continuité de f). Contradiction. L’hypothese faite est absurde : f est bornée.

Reste a montrer qu’elle atteint ses bornes. On procede de maniere analogue. Montrons le
pour la borne inférieure.

Il existe une suite (zy) telle que (f(xy)) tende vers infx f. X est compact, il existe une
sous-suite (xy,); convergeant vers un point z de X. On a alors lim; f(zy,) = infx f et
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lim; f(zx, = f(x) (par continuité de f). Conclusion : f(z) = infy f, autrement dit infx f
est atteinte.

Définition 3.13. f : R? — R est uniformément continue si Ve > 0,35 > 0 tel que
|z —yll <0 =[f(z) = fy)] <e.

Théoreme 3.14. Soit f continue de X dans R avec X compact. Alors f est uniformément
continue sur X.

Démonstration Nous allons raisonner par ’absurde. Considérons une fonction f continue

sur un ensemble compact X. Supposons que f ne soit pas uniformément continue. Alors
la phrase
Ve> 0,36 >0tel que ||z —yl| <d=|f(z) - fly)| <e

est fausse, c¢’est-a-dire que

Je >0,V >03x,y avec ||z —y| < d et |f(z) — fy)| > e.

En particulier pour tout n € N, on peut trouver z,, et y, deux points de X distants de
moins de 1/n tels que |f(z,) — f(yn)| > €. On obtient ainsi deux suites d’éléments de X.
Comme X est compact, on peut extraire de la suite (z,,) une sous-suite convergente. Soient
(2n, )k une telle suite et z, sa limite. Alors (y,, ), converge aussi vers z, car ||z, —yn, || <
1/ng. Comme f est continue en x, on a limy f(x,, ) = limg f(y,,) = f(x.). Mais par
construction on a aussi, pour tout k, |f(x,,) — f(yn,)| > €. Contradiction. o
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4 Courbes paramétrées

4.1 Introduction : courbes dans le plan
4.1.1 Définition, exemples

On appelle courbe dans le plan une application de R dans R? ou d’un intervalle de R
dans R?. Une telle courbe est définie par ses applications coordonnées dans le repere

((1,0),(0,1)) :
f i R—=R? tes (z(t),y(t)).

Si on change de repere 1’écriture de la courbe change. Nous ne voulons pas étudier en détail
la notion de courbes et leurs différentes représentations. Nous supposons donc qu’une
courbe est donnée par ses coordonnées dans la base précédente.

Remarque : on appelle généralement courbe I'image de ’application plutot que I'applica-
tion elle-méme.

4.1.2 Longueur de courbes

Supposons que les deux applications x et y soit C! et définie sur [0, 1]. On appelle longueur
de la courbe définie par z et y la quantité

I(c) = /0 IO + (0.

Lorsque les fonctions ne sont pas dérivables il n’est pas toujours possible de définir la
longueur de la courbe. Elle peut tres bien étre infinie.

4.1.3 La courbe de Peano, la courbe de Koch

Peano a ainsi montré que 1’on peut tres bien voir le carré unité comme une courbe. Il
existe une application continue surjective de [0,1] dans [0, 1]>. Mais il existe aussi des
courbes de longueur infinie mais d’aire nulle. Les plus célebre de ces courbes présentent
des propriétés d’autosimilarité. Ce sont ce qu’on appelle des courbes fractales. Ce type
de courbe a été longtemps considéré comme des objets étranges et peu naturels. Ce n’est
plus le cas aujourd’hui. Les trajectoires de ce qu’on appelle le mouvement brownien, par
exemple, sont des courbes sans tangente, de longueur infinie.

Les objets fractales font I'objet de nombreuses recherches.

Remarquons que si la courbe est C! alors elle est négligeable dans le plan. Autrement dit
son aire est nulle ou encore pour tout € > 0 on peut la recouvrir par une réunion finie de
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petits disques dont la somme des aires est inférieure a . Montrons-le. Donnons-nous une
fonction C*
0.1 = B2 ¢ (2(t), y(1)).

Comme les dérivées 2’ et ¢’ sont continues sur le segment [0, 1] elles sont toutes les deux
bornées. Soit M tel que |2/(t)] et |y/(t)| soient toutes deux inférieures & M pour tout ¢
dans [0, 1]. Le théoreme des accroissements finis assure alors que pour tous ¢,¢' € [0, 1] on
a

jz(t) — x(t)] < Mt =1, [y(t) —y()] < M|t -1,

La distance entre l'image de t et celle de ¢’ est donc inférieure & 2M|t — t/|.
Soit € > 0.
Prenons k = E(v/2M)/e 4+ 1 points sur [0,1] espacés de moins de e/v2M : i, ..., 1.

Alors pour tout ¢ dans [0, 1] le point f(¢) appartient a la réunion des disques de rayons

M.€/\/2M = €/+/2 centrés en les points f(t;). Cette réunion a une aire inférieure &
kme?/2 < (V2M/e + 1)me?/2 < nMe.

L’exemple de la courbe de Peano montre que si f est supposée seulement continue ce
résultat n’est plus vrai.

4.2 Courbes paramétrées

4.2.1 Définitions

Définition 4.1. Une fonction F' : R — R? s’appelle fonction vectorielle ou courbe pa-
ramétrée.
On exprime F(t) a l'aide des fonctions coordonnées F(t) = (fi(t), ..., fa(t)).

Exemples

(1) Soit F' la fonction définie par F(t) = (zo+ta, yo+1tb, 2o +1tc) avec t € R. La droite
passant par (xg, Yo, 20) et dirigée par (a, b, c).

(2) Soit F' la fonction définie par F(t) = (Rcost, Rsint) avec t € [0, frm—en]. Un
cercle.

(3) Soit F' la fonction définie par F(t) = (cost,sint,t) avec t € R. Une hélice.
Définition 4.2. Soit F : R — R%.

(1) lim F(t) = (lim ), .., lim fd(t)>
(2) F’ () =(fi@), ..., fi(?))

(3)/ t)dt = (/ fi(t)dt, ,/ab fd(t)dt)

Théoréme 4.3. Si F, G:R — R? et u: R — R sont dérivables alors :
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(i) (F

(F+G)(1) = F'(t) + G'(t)
(1) (uF)'(t) =
(

+
)'(t) = u' (1) F(t) + u(t) F'(t)
(iii) (< F,G >)(t) =< F'(t),G(t) > + < F(t),G'(t) >
(iv) (FAG)(t)=F{)NG(Et)+F{t)NG'(t) sid=3
(v) F(u(t)) = ' (t)F (u(t))
Corollaire 4.4. Si une courbe paramétrée F(t) est dérivable et si |[F(t)|| est constante

alors < F(t), F'(t) >= 0. (Autrement dit, si la courbe F(t) est sur une sphere centrée en
0, alors F(t) et F'(t) sont orthogonauz).

Exemple
F(t) = (cost, sint)

F —F
SiF(t) = (z1(t), ..., x,(t)) est dérivable et F'(t) # 0, on voit que F'(t) = }llirr(l) (t+ h}i (®) :
—

Interprétation graphique du vecteur dérivée.

Définition 4.5. Soit C' la courbe tracée par F. Si F'(ty) # 0 alors

la droite passant par F(ty) de vecteur directeur F'(to) est appelée droite tangente a C
en F(ty).

F'(to) est un vecteur tangent a C' en F(to). Le point F(ty) est dit régulier.

Lorsque F'(ty) = 0, le point est dit stationnaire et il nécessite une étude plus poussée (via
la formule de Taylor).

Nous voulons maintenant définir la longueur d’un arc de courbe réguliere.

Le cas d’un segment.

Le cas du cercle.

Le cas des courbes planes. Soit F' une fonction C' définie sur [a, b] a valeurs dans R?. On
cherche a approcher 'arc par une ligne brisée comportant de plus en plus de segments.
Soit n un entier naturel. Pour ¢ variant de 0 & n posons : t; = a+i(b—a)/n, x; = F(t;).

Calculons la longueur de la courbe brisée dont les sommets sont les points z;. Grace a la
définition de la dérivée on a :

rig1—z, = Ft;+(b—a)/n)— F(t)
= F'(t;)(b—a)/n+e(l/n)/n

ou €(1/n) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. En utilisant I'inégalité triangulaire, on
obtient que 1La longueur du segment [z;, z;11] est donc tres proche de ||F'(¢;)(b—a)/n|| :

| Mz = @ill = 1 F'(t) (0= a)/nll | < lle(1/n)ll/n.
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On obtient donc une estimation de la longueur de la courbe brisée :

lewm fvzll—ZHF’ )0 —a)/nll] < ZIH%H—%II—IIF’( i)(b—a)/n]|

< ZII (1/n)ll/n

=0

< lle(t/n)]l

La différence entre la longueur de la courbe brisée et la somme 31" ||F'(t;)(b — a)/n|
tend donc vers 0 quand n tend vers l'infini. Mais lorsque n tend vers I'infini la somme
Z?;ol I|F"(t;)(b — a)/n|| converge vers l'intégrale fab | E'(t)||dt. C’est donc cette quantité
qu’on appelle longueur de I'arc de courbe défini par F.

Le cas général.

Définition 4.6. La longueur de ’arc de la courbe F(t) entret = a et t = b est donnée

b
par/ IF/ ()| dt.

Exemple
La longueur du graphe d’une fonction f de classe C' définie sur un intervalle [a, b] est
donnée par

z_/ VI (F@0)da

Soit F': R — R? une courbe paramétrée.
On suppose F de classe C' et que F’(t) # 0 pour tout t. On dit que F est réguliere.
Alors :

t
(i) I(t) = / | F'(u)|| du est la longueur de I'arc entre o et ¢ .

to

() &= I >0

Ainsi, la fonction [ est de classe C! et de dérivée positive strictement : elle admet une
1

[IE"(t(s)II

On note G(s) la fonction G(s) = F(t(s)). Elle définit la méme courbe, mais avec un

fonction réciproque s — t(s) dont la dérivée est donnée par t/(s) =

paramétrage différent. On 'appelle paramétrisation unitaire de F' caron a |[|G'(s)|| = 1.
Définition 4.7. La courbure de G(s) est donnée par p(s) = ||G"(s)]|.

Proposition 4.8. Si F' n’est pas une paramétrisation unitaire alors la courbure est

[E7(8) A F (@]
LE (@)1

donnée par p(t) =
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4.2.2 Quelques exemples

Etude détaillée de la courbe de Lissajous définie par ¢ — (cos(3t),sin(2t)) avec réduction
de lintervalle & [0, 7/2] via la périodicité et les ymétries, étude des variations, tangentes
et tracer de la courbe.

Nous n’avons malheureusement pas plus de temps a consacrer a 1’étude des courbes pa-
ramétrées. Pour voir d’autres exemples :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Clothode

http://fr.wikipedia.org/wiki/Cyclode

http://www.mathcurve.com
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5 Dérivées des fonctions de plusieurs variables

Les fonctions de plusieurs variables sont des fonctions de chacune de leurs variables. Si
elles sont dérivables par rapport a chaque variables comme fonctions d’une variable alors
elles admettent des dérivées partielles. Le calcul des dérivées partielles se fait donc comme
le calcul des dérivées des fonctions réelles de la variable réelles (les autres variables sont
considérées comme des constantes). Mais en dimension supérieure, dire qu’'une fonction est
dérivable, n’est pas seulement dire qu’elle a des dérivées partielles. On dit qu'une fonction
f est dérivable ou différentiable en un point si elle a une bonne approximation linéaire
(ou affine) en ce point. Lorsque f et g sont dérivables alors les propriétés habituelles
sont vérifiées. Mais f’(z) n’est pas un nombre mais une matrice. Dans la formule de la
dérivation des fonctions composées par exemple I'ordre a alors une grande importance.

Remarque : on écrit la plupart du temps on écrit les variables d’une fonction a plusieurs
variables en ligne mais dans 1’écriture du développement de Taylor on considere des vec-
teurs colonnes.

5.1 Dérivées partielles des fonctions a valeurs réelles

5.1.1 Rappels

h) —
Soit f: R — R. La dérivée de f en z, si elle existe, est : f'(x) = }lLiII%) flz+ })L f(z) .
=

Exemple La fonction définie sur R par f(z) = z? est dérivable de dérivée f'(x) = 2z.
En effet la limite quand A tend vers 0 de

(x+h)? —2?

Y =2rx+h

existe et vaut 2z.

5.1.2 Dérivée partielle

Définition 5.1. Soit f : R? — R. On dit que f admet une dérivée partielle par rapport
a la variable x; au point a = (ay,...,aq) si la fonction d’une variable
T f(a17"'7xi7ai+1;"'7ad>

est dériable au point a;. Dit autrement, on définit la dérivée partielle de f par rapport a
x; au point a = (ay,...,aq) par

f(al,...,l'i—l—h,(li+1,...,Cld)—f(&)
h—0 h

81 cette limite existe.
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Notation

Celasenotea—(xl,...,mn), fo(xr, ooy xn), Dif(oy, o) @),
.1'4

A
Dans le cas de deux variables on a :

of o fleth,y)— flz,y)

g (Y= h

5, @y =l k
Exemple

5.1.3 Interprétation géométrique

0
of (xo, Yo) est la pente de la tangente a la courbe z = f(z, yo) en (z¢, Yo)-

ox

5.1.4 Gradient

Définition 5.2. Soit f : R? — R une fonction admettant des dérivées partielles.

Son gradient en a € R, noté Vf(a) est le vecteur Vf(a) = (g—xfl(a), ey g—;(@) :

Exemple

1) f(z,y) =2y’

(2) f(z,y, 2) = 2% sin(yz)
Remarque

Le gradient peut étre considéré comme un vecteur de R% mais aussi comme une matrice
1 xd.

Théoréme 5.3. Si f et g sont deux fonctions de R? dans R avec des gradients, alors :

(i) V(f+9)=Vf+Vyg
(i1) V(cf) =cVf ouceR

5.1.5 Dérivées partielles et continuité

Une fonction peut avoir des dérivées partielles sans étre continue!!

Exemples
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(1) f:R2—>]R
: 2
f(m,y):{o si O<y<uz
1 sinon

a des dérivées partielles en (0, 0) mais n’y est pas continue.

0 s = { 8 00

admet des dérivées partielles en tout point mais n’est pas continue en (0, 0).

Pour dépasser cette difficulté, on définit la différentielle (ou dérivée totale) ou on considere
les fonctions ayant des dérivées partielles continues encore appelées fonctions de classe C!.

5.1.6 Dérivation composée

Théoréme 5.4. Si g est définie sur R par g(t) = f(r(t)) ou f est C' de R? dans R et r
dérivable de R dans RY, alors g est dérivable et on a g'(t) =< Vf(r(t)),r'(t) >.

Exemple

f(%, y) = xyZ
r(t) = (t, t?)

5.1.7 Accroissements finis

On a un théoreme des accroissements finis de manieére similaire au cas d’une variable
réelle.

Théoréme 5.5. Soient f : R? — R de classeC' , X = (1, ..., x,), H=(h1, ..., hy).
Alors il existe 6 €]0, 1] tel que f(X + H) — f(X) =< Vf(X +0H),H >

5.1.8 Dérivée selon un vecteur
Définition 5.6. Soient f : R® — R de classe C* et V € R".

X +tV)— f(X
La dérivée selon le vecteur V en X est définie par Dy f(X) = llr% J(X+ t> FX) .
—

Remarque

Si V =e;, on retrouve
ZT;

Proposition 5.7. On a Dy f(X) = Vf(X)-V

Interprétation géométrique du gradient : direction de plus forte pente
La variation de f est la plus forte dans la direction de Vf(X). En effet, si g est définie
sur R par g(t) = f(r(t)) ot f est C!' de R? dans R et r dérivable de R dans RY, alors
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g représente 1'évolution de f le long de la courbe r. Regardons en particulier 1’évolution
de f au point 2y € R? le long de la direction v € R?, en choisissant pour r la courbe
r(t) = xo + tv. La variation de f dans la direction v au point xy est donnée par la dérivé
g'(0) =< Vf(zo),v >. Par conséquent, la direction v dans laquelle f grandit le plus est
donnée par les valeurs les plus grandes du produit scalaire < V f(xg),v >, c’est-a-dire
lorsque le vecteur v est proportionnel au gradient V f(zq) (d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz).

Comme illustration, I’hiver venu sur les pistes de ski, le skieur voulant aller vite choisit
comme direction en un point de la piste celle de I'inverse du gradient (soit la direction de
la plus grande pente descendante en un point de la montagne).

Interprétation géométrique du gradient (bis) : espace tangent aux niveaux de f :
R - R

Notons N, = {z € R?|f(z) = ¢} le niveau ¢ de f. Soit r : R — R une courbe paramétrée
dont I'image est inclus dans N,, et passant par le point r(0) = xq. Alors la fonction for
est constante et égale a ¢, sa dérivée en < V f(x(),r'(0) > est donc nulle : le gradient de f
en xg est orthogonal a 7/(0), que 'on peut interpréter comme la direction de la tangente a
la courbe r. En considérant toutes les courbes possibles passant par xg, on en déduit donc
une définition de ’espace tangent 7}, N. au niveau N, au point xy comme étant ’ensemble
des directions des tangentes possibles en x, ou plus précisément

TwNe = {z € RY < & — 20, Vf(20) >= 0}

Interprétation géométrique du gradient (ter) : espace tangent au graphe de f :
R? — R

En procédant de la méme maniere avec des courbes r : R — R dont I'image est
contenue dans le graphe G de f, on voit que I'espace tangent T5G; au graphe de f au
point (g, f(zg)) € R est 'ensemble

ToGy = {(z,2) € R* x R|z — f(x0) =< Vf(z0),z — 20 >}

En effet, une telle courbe r(t) = (z(t),2(t)) satisfait f(x(f)) = z(¢) puisque qu’elle
est incluse dans le graphe, et donc en dérivant on trouve que sa tangente au point
(2(0), 2(0)) = (o, 20) satisfait

2(0) =< Vf(2(0)),2'(0) > .

5.2 La différentielle d’une fonction a valeurs réelles

Cas des fonctions d’une variable

f(Xo+h) — f(Xo)
h

(i) f est dérivable en X si lim

}ll 1 existe. Sa valeur ¢ est notée f'(X).
%
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f(Xo+h) = f(Xo) = th

ii) On peut, de maniere équivalente, écrire lim =0.
p q e
_)
On remarque que h — L(h) = (h est une application linéaire de R dans R, que 'on

appelle différentielle de f en X et que 'on note df (Xj).
(iii) Si f est dérivable en Xy, alors pour h petit : f(Xo+h) est voisin de f(Xq)+ f'(Xo)h.
Donc h — f(Xo) + f'(Xo)h est une application affine qui ”approche” f(Xy + h).

Définition 5.8. f est différentiable en X s’il existe une application linéaire L : R? — R

telle que :
o JOC H) — () - L(H)
1]-0 IH]|

L’application L est la différentielle de f en X et se note df (X).

=0

Remarque
On sait qu'une telle application linéaire L est donnée par L(H) =< H,V > ou V est un
vecteur de RY. Voir la proposition ci-dessous.

Remarque

Comme dans le cas d =1 on a f(X + H) "voisin” de f(X)+df(X)(H), on a f(X + H)
est "approché” par 'application affine f(X) + df (X)(H).

La différentielle, lorsqu’elle existe, est unique.

Proposition 5.9. Si f est différentiable en X, alors ses dérivées partielles existent et on

0 0
df (X)(H) = a—i(X) hy+ ...+ 8—2()() ha
=< Vf(X),H >

Démonstration On choisit de faire tendre H vers 0 le long des axes de coordonnées, on

retrouve d’une part la définition des dérivées partielles de f, d’autre part les coordonnées
du vecteur V' qui décrit la différentielle de f. o

Remarque
La matrice de I'application linéaire df (X) dans la base canonique est le gradient V f(X).

Proposition 5.10. Si f est différentiable en X alors [ est continue en X.

O =HEACOUD - Ajors

Démonstration Notons ¢ la fonction définit par g(H) =

f(X+ H) = f(X) +df(X)(H) + [|H]|g(H)

et il est clair que df (X )(H) + ||H||lg(H) tend vers 0 quand H tend vers le vecteur nul.
Donc la limite de f en X existe et vaut f(X), donc f est continue en X. o

Remarque
L’existence des dérivées partielles de f n’implique pas la différentiabilité. Par exemple
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0 en(0, 0)

point mais n’est pas différentiable en (0, 0). Mais :

la fonction f(x, y) = admet des dérivées partielles en tout

Théoreme 5.11. Si f admet des dérivées partielles et si elles sont continues alors f est
différentiable.
On dit que f est de classe C*.

Démonstration

Remarque
A contrario, une fonction peut étre différentiable sans que ses dérivées partielles ne soient

2

continues. Prendre par exemple la fonction f définie par f(z,y) = x*sin %

Exemples et utilisation
Formes linéaires Fonctions homogenes

5.2.1 Regle de différentiation

Proposition 5.12. Si f et g sont différentiables on a :
(1) d(f +9)(X) = df (X) + dg(X)
(ii) d(Af)(X) = Adf(X)

(iii) d(fg)(X) = f(X)dg(X) + g(X) df (X)

g 9(X) dF(X) - J(X)dg(X)
(iv) d (5) (%)= #(X)

5.2.2 Remarques

Si f:U — R ol U est un ouvert de R?, alors :

(i) Si f est C! sur U alors f est différentiable sur U et les dérivées existent sur U.

(9@-

Les réciproques ne sont pas vraies!!

(ii) Si f est différentiable en X € U alors application affine A(H) = f(Xo)+df (Xo)-H
a pour graphe 'espace tangent au graphe de f en X .

Exemple
Droite tangente
Plan tangent

5.2.3 Dérivées partielles successives

. . of . a0
Les dérivées partielles —— (x1, ..., x4) sont des fonctions de 1, ..., x4, et il arrive souvent

ox;
qu’elles soient elles-méme dérivables.
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Définition 5.13. Si la dérivée partielle de la fonction AL par rapport & la variable x;

Ox;
0? g (0
existe, on la note 5 g =3 (8_f> et on dit qu’il s’agit d’'une dérivée partielle
Ti O €T; X
seconde de f.
Exemple
92 52
f: RZ =R, (z,y) — 2%y*. Alors Bx[{y (z,y) = 122%y° = ayg; (z,y).
Théoréeme 5.14. (Schwarz)
Si toutes les dérivées partielles premieres et secondes % existent et sont continues
i L
dans une boule autour de a = (ay,...,aq) alors :
o0 f 0 f

a.ﬁlﬁi 3:1:j (a) - 8:1:]- a.’ﬂz (a)

5.3 La différentielle d’une fonction a valeurs vectorielles

On a déja rencontré des fonctions a valeurs vectorielles. Quelques exemples :

1. De R? dans R? :
(a) F(x,y)=(e" cosy, e* siny)
(b) F(r,0) = (r cosf, r sinf)
X
_m,
3. DeR? dans R® : F(z,y) = (v, vy, 2> +v?).

4. De R? dans R™ linéaire : F(z;...14) = A(z; ... 74) olt A est une matrice d colonnes

2. De R? dans R? : F(X)

et m lignes.

On peut exprimer F en termes de composantes F'(z1 ... xq) = (fi(x1...2q), ..., fm(z1..

Pour la notion de continuité de les limites, on remplace dans l’espace d’arrivée R™ les
habituelles valeurs absolues par des normes.

Définition 5.15. F' de R" dans R™ est différentiable en X € R" s’il existe une appli-
cation linéaire L de R" dans R™ telle que :

o F(X+H)— F(X) — L(H)

—0.
[E ]| =0 | H ||

L est la différentielle de F' en X et se note : dF (X).

Théoreme 5.16. F' = (f1,..., fn) est différentiable en X si et seulement si ses fonctions
composantes fi, ..., fm sont différentiables et on a :

dF(X)(H) = (< VAX),H>,...,<Vfu(X),H>).
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Définition 5.17. La matrice

X))
P (X) e G ()

est la matrice de dF(X) et est appelée matrice jacobienne de ' en X et se note :
J(F)(X).
Théoréme 5.18. Si F' a des composantes de classe C' alors elles sont différentiables et

F' est également différentiable.

Exemple
(i) Trouver la matrice jacobienne de F en (1, 1) de: F(z, y) = (2* + y*, ™).
(ii) Trouver la différentielle de F'(z, v, z) = (z, y, 2).
(iii) Trouver la différentielle de F'(r, 8) = (r cos@, r sinf).

5.3.1 Propriétés de la différentielle

Proposition 5.19. Si F' de R™ dans R™ est linéaire, alors dF(X) = F.

Proposition 5.20. Si F' est différentiable en X alors F' est continue en X.

5.3.2 Différentielles des fonctions composées

Si F' est une fonction de R™ dans R™ | si GG est une fonction de R™ dans R?, alors G o F

est une fonction de R™ dans RY.
Théoreme 5.21. Si F' est différentiable en X, et si G est différentiable en F(X), alors
G o F est différentiable en X et on a :

d(Go F)(X) = dG(F(X))odF(X).

Exemple
Flz,y)= (2> +y*, ev)
G(u,v) = (vy, sinz, 2°y)

Soient f:R™ — R et g : R? — R™ deux fonctions différentiables. Ecrivons h = f o g.

La fonction f o g est une fonction de R? dans R. Sa “dérivée” est donc un vecteur ligne a
p colonnes, la transposée de son gradient :

o oh on
ox1 Oxo e 6xp :
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La fonction g est une fonction de R? dans R™. Sa “dérivée” est la matrice n X p composée
des vecteurs transposés des gradients des coordonnées de g. Si g(z) = (g1(2), g2(2), . .., g2(2))
(on devrait écrire ce vecteur en colonne si on voulait se conformer en toute rigueur aux
choix du cours) la dérivée de g s’écrit :

991 dq1 .. Oq
Oxr1  Oxo Oxp
992 992 .. 992
oz Oxo Oxp
Oxr1  Oxo Oxp

La dérivée de fest donnée par la transposée de son gradient :

of  of df
Or1 Oxo 77 Ozn )

L’égalité matricielle h'(x) = (f o g)'(z) = f'(g(x)).¢'(x) signifie donc :

91 g .. 991

or Oxa aﬂ?p

9g2 92 .. Og2
Oh  Oh Oh ) _ (9f Of of Oz Oz Oy
Ox1  Oxo Oxp )~ \Oxy Oxa " Ozn . . . .

99n Ogn . . O9n

ox1 Oxo axp

Autrement dit pour tout z=1,...,pon a

oh <~ Of dgi

81:2- 1 axk 61:2 .

Un exemple
Prenons f : R? — R et g : R? = R? deux fonctions différentiables définies par

f(x,y,2) = 2wy = 3(x + 2),

g(z,y) = (x+y* y — 32%,22% — 3y).

On demande de calculer les dérivées partielles de la fonction de deux variables h = f o g.

Pour %, on obtient :
oh Of Nz +y) Of oy —32%) Of (222 — 3y)

Je vous laisse le calcul de la deuxieme dérivée partielle de h en exercice.
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6 Sous-ensembles de R" et fonctions

On a déja parlé des courbes paramétrées. On va généraliser cette étude aux nappes pa-
ramétrées, puis a I’étude géométrique des niveaux d’une fonction.

6.1 Nappes paramétrées

Si f une fonction de deux variables son graphe est une surface incluse dans R :

{(@,y, f(z,)) / (x,y) € R*}.

Une telle surface est un exemple de nappe paramétrée (par f).

Si f est une fonction partout dérivable alors son graphe admet en chaque point un plan tan-
gent. Pour trouver des vecteurs appartenant au plan tangent en (o, yo, f (2o, %)) tragons
deux courbes sur la surface dans des directions données par les coordonnées :

L= (xO + ta Yo, f(.]?o + ta yO)) l— (‘1.07 Yo + ta f(l’oa?/o + t))

et calculons les coordonnées de leurs vecteurs tangents a l'instant ¢ = 0. On obtient, par
dérivation composée,

0 0
(1707a_£(x0>y0)) (07176_£<x07y0>>'

Ce sont deux vecteurs indépendants tangents a deux courbes tracées sur la nappe. Le
plan tangent a la nappe paramétrée est le plan passant par (xg, o) de direction engendrée
par ces deux vecteurs. Pour obtenir une équation de ce plan on peut utiliser le produit
vectoriel. Un vecteur normal au plan est donné par

(1,0, %(%ﬂo)) A (0,1, g—]yt(ifoayo)) = (—%(%,yo)? —g—i(-’fo,yo% 1)

L’équation du plan tangent est donnée par :

_%(myo)(ff —x9) — %(%, Yo)(y = yo) + (2 = f(w0,50)) = 0

Plus généralement une nappe paramétrée est un ensemble décrit par deux parametres

{(Fi(s,), fa(s,1), fa(s,1)) / (s,1) € R*}.
Les vecteurs

0 0 0 0 0 0
(%(807 to), %(307 t0)7 %(SU’ to)) (%(507 t()), g(SO, to), 5(807 tO))

sont des vecteurs tangents a la surface au point image de (sq, t). S'ils sont indépendants
le paramétrage définit une surface en (sg,%y) et un vecteur normal a la surface est donné
par le produit vectoriel des vecteurs précédents

0f20fs 0fs0f, 0fs0fi 0f10fs 0f10fs 0f20fi

(22 - o2 e S S R R (s, )

Os Ot ds Ot Os Ot Os Ot Os Ot ds Ot
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Si on note (a,b,c) les coordonnées de ce vecteur I’équation du plan tangent a la nappe
paramétrée au point image de (sg, to) est

a(x — fi(s0,t0)) + b(y — f2(s0,t0)) + c(z — f3(s0,%0)) = 0.

(C’est simplement écrire que les vecteurs AM et (a,b,c) sont orthogonaux lorsque M a
pour coordonnées (z,y, z) et A est le point image de (g, to), (f1(S0,%0), f2(S0, to), f3(S0,%0))-

6.2 Tangentes aux courbes (surfaces, hypersurfaces) de niveau

Donnons-une fonction de deux variables f. Que dire des ensembles {(z,y) / f(z,y) = ¢} ?
On les appelle les courbes de niveaux de la fonction f. C’est dire qu’on s’attend a ce que
ces ensembles soient des courbes... Ce n’est toutefois pas toujours le cas! Si par exemple
f est constante égale a 0, alors les courbes de niveau sont toutes vides sauf la courbe de
niveau 0 qui est égale & R? tout entier.

Si f : R? — R est différentiable et son gradient n’est pas nul en (g, yo) alors la courbe de
niveau f(xo, yo) définit bien une courbe au voisinage de (zg, ). Cette courbe est réguliere
et on a déja vu que I'équation de sa tangente est donnée par le gradient :

%(Jzo, yo)(x — ) + g_g(flfg,yo)(y — 1) = 0.

Par exemple, la tangente en (1/v/3,1/2/3) & la courbe de niveau 1 de la fonction f(z,y) =
2?2 + 9% est la droite d’équation :

2/7/3(x = 1/v/3) + 2/2/3(y — \/2/3) = 0.

On a de la méme facon les équations des plans tangents aux surfaces de niveaux de
fonctions de trois variables dérivables au voisinage de points en lesquels le gradient n’est
pas nul. Par exemple le plan tangent a la surface zyz = 1 au point (1/2,1,2) a pour
équation :

2 —1/2)+ (y—1)+1/2(2 —2) = 0.

On va proposer par la suite une étude plus précise des courbes de niveaux. Pour ce faire
nous disposons du théoreme des fonctions implicites, conséquence du théoreme d’inversion
local. Ce sont deux théoremes tres importants du calcul différentiel. Nous ne donnons pas
la démonstration du théoreme d’inversion locale. Nous donnons celle du théoreme des
fonctions implicites seulement en dimension 2.

6.3 Fonctions implicites — Inversion locale

6.3.1 Inversion locale

Soient U un ouvert de R™, F' une application de U dans R" et V = F(U) C R".
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Définition 6.1. F' est inversible sur U s’il existe une application G de V' dans R™ telle
que GoF =1y et FoG =1y .

Définition 6.2. F' de R" dans R" est localement inversible en X, € R" sl existe des
ouverts U et V avec Xo € U et F(Xy) € V et F(U) =V tel que F est inversible sur U.

Exemples
(1) f:R—R avec f(z) =23
(2) f:R—R avec f(z) = z?
(3) Si A € R™, soit F' de R™ dans R" avec F(X) = X + A.
4) U={(r,0)/r>0,0<0<m}
F(r,0) = (r cos@, r sinf)

Théoréeme 6.3. (d’inversion locale)

Soient F définie sur un domaine D de R™ a valeurs dans R™ de classe C' et Xy un
point intérieur a D. Alors si dF(Xy) est inversible (en tant qu’application linéaire) F
est localement inversible en Fy. Si G désigne son inverse locale, G est aussi de classe C*
et en' Y = F(X), pour X proche de Xy, on a dG(y) = dF(X)™! (I’ezposant désigne ici
Uopération d’inversion d’une matrice).

Une démonstration de ce théoreme est donnée en annexe.

6.3.2 Fonctions implicites : cas f(z,y) =0

Soit f : R? — R. On considere la courbe de niveau {f(z, y) =0} = Ny .

Définition 6.4. On dit que la fonction y = ¢(z) est définie implicitement par
flz,y)=0si f(z, p(x)) =0, c’est-a-dire si (x, p(x)) € No.
Alors on dit que y = ¢(x) est une fonction implicite de f(z, y) = 0.

Exemple
f(z,y) =In(zy) —sinz avec zy > 0
f(z,y) =2*+y* — 1. Faire un dessin !

Théoréeme 6.5. (des fonctions implicites)
Soient f: R* — R une fonction de classe C' et (zg, yo) un point tel que f(zo, yo) = 0.
0
Si a—]yc(xo, yo) # 0 alors :
(i) 1l existe une fonction implicite y = p(x) de classe C', définie sur lintervalle ouvert
B(zg, €), tel que pour tout x € B(xg,€) on ait yo = p(zo) et f(z, p(z)) = 0.

— 3 (@, p(2))

en tout point de
Lx, o(x))

(i1) De plus, la dérivée de ¢ est donnée par ¢'(x) =

of

B(zg,€) ou a—y(x, o(x)) #0.
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Démonstration C’est une conséquence du théoreme d’inversion locale. Soit f une fonction

C' de deux variables et (zg,yo) tel que f(zg,y0) = 0 et g—i(xo,yo) # 0. Considérons la

fonction F' définie par
Fz,y) = (z, f(2,9)).

1 0
of 9f |-
or Oy

Par hypothese g—i ne s’annule pas en (g, yo). La matrice dF'(xg, o) est donc inversible et

La matrice jacobienne de F' est

d’apres le théoreme d’inversion locale, F' est localement inversible en (g, yo) : il existe r >
0 tel que F' soit une bijection de la boule B = B((zg, ¥0), ) sur son image et 'application
inverse, appelons la G est C' sur 'ouvert F(B). Ecrivons G(s,t) = (g1(s,1), g2(s, 1)) les
coordonnées de G. Comme G est l'inverse de F' on a, pour tout (s,t) dans F(B) (en
utilisant la définition de F') :

(S?t) = F(gl($>t)792(3vt)) = (gl(sat>af(gl(‘g?t)vg?(‘gvt)))'

On a donc les égalités : gi(s,t) = s et f(s,g2(s,t)) = t. Les points (z,y) de B pour
lesquels f(x,y) = 0 sont les points dont I'image par F' est de la forme (z,0). Ce sont donc
les points G(z,0) pour (z,0) dans F'(B), soit encore, d’apres la forme de I'application G,
les points (x, g2(x,0)) pour (z,0) dans F(B). Or F(B) est un ouvert contenant (zo,0).
Il existe donc av > 0 tel que, pour x €]zg — o,z + a, (z,y) € B, 'équation f(x,y) =0
équivaut a y = go(z,0). Il suffit d’écrire ¢(z) = ga(x,0) pour voir qu'on a bien établi le
résultat souhaité.

Exemple
Le cas du cercle.
Etude au point (lambda,0) de f(z, y) = z(2% + y2) — A(22 — 12).

Remarque : On retrouve ainsi une équation de la tangente aux courbes de niveau.

6.3.3 Fonctions implicites : cas f(x; ... z,) =0

L’étude est similaire pour les hypersurfaces de niveau en plusieurs variables, ot on va
pouvoir exprimer une variable en fonction des autres si la dérivée partielle correspondante
n’est pas nulle.

0
Théoreme 6.6. Si f: R" — R est de classe C' et si / (Xo) # 0 alors :

ox,,
(1) La fonction implicite x,, = (1 ... T,—1) existe sur une boule ouverte B((x10 ... Tn-10), €)
etona: f(ry ... Tp1, p(x1 ... Tpo1)) =0.
L Op — %(wl e T, (T o T))
(ii) = 57,
8*%1' E(ml oo Tp—1, gO(Q?l ce xn—l))
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7 Optimisation libre et sous contraintes

7.1 En dimension 1

Donnons-nous une fonction d’une variable f définie sur R et de classe C?.

Théoreme 7.1. (Formule de Taylor a lordre 2) Si f est une fonction trois fois continu-
ment dérivable sur R, il existe une fonction € tendant vers 0 en 0 telle que

fla+h) = f(z) +hf' (@) + f"(2)h*/2 + [h]*e(h)

Choisissons pour z un point = a tel que f”(a) # 0. Alors pour h assez petit, le terme
f"(a)h?/2+|h|*c(h) est du méme signe que f”(a). Si par exemple f”(a) > 0, on en déduit
que f a un minimum local en .

La recherche pratique des extrema locaux pour une fonction d’une variable se passe
donc ainsi :

(i) On recherche les points critiques (f'(x) = 0).
(ii) On étudie la dérivée seconde f” si a est un point critique et si
f"(a) > 01l y a un minimum local,

f"(a) < 01il y a un maximum local,
f"(a) = 0 il faut approfondir 1'étude.

Lorsque f n’est plus définie sur R entier, ou sur un intervalle ouvert, il faudra de plus
étudier le comportement de f sur les bords du domaine de définition. si ’ensemble de
départ est compact, on a la garantie de I'existence d’extrema globaux.

7.2 Extrema locaux de f:R? - R

On suppose f de classe C?, c’est-a-dire que ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2 existent
et sont continues.

Définition 7.2. f a un minimum (resp. maximum) local en (o, yo) s’il existe € > 0
tel que - V(z, y) € B((xo, yo), €) alors f(x,y) = f(zo, yo) (resp. f(z,y) < f(xo, vo)).

Exemple
fla,y)=—2% =y
fl,y)=2>+y
flx,y) =2 —y?

Proposition 7.3. Si f admet un extremum local en (zo, yo) alors p (xo, yo) =
T

af

a_y(l’o, yo) =0.
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Démonstration.  La fonction de une variable = +— f(z,yy) admet un extremum local en

0
Zo, donc sa dérivée —f (%o, Yo) en o est nulle. On fait de méme avec y — f(zo,v). o

ox
0

0
Définition 7.4. Si en (xq, yo) on a 8_£ (xo, Yo) = 8_31;[ (zo, yo) = 0 on dit que (zo, yo)

est un point critique de f ou un point stationnaire de f.

Remarque

Un extremum local est un point critique mais la réciproque n’est pas vraie.
7.3 Formule de Taylor

Définition 7.5. Soit f(x,y) une fonction de classe C*. La matrice hessienne de f en

A B
(x0,y0) est la matrice Hess(zo, yo) = ( )

B C
. 0? 0? o?
OUA:a_xJ;(iUO, Y) , B= 3x£y (zo, Yo) C:a—y];(%, Yo)-
Exemple
Calculer la matrice Hessienne de f(z, y) = 4oy — 2* — 3.

Théoreme 7.6. (Formule de Taylor a l'ordre 2, en X = (z0,Y0))
Si f une fonction de classe C* sur R?, il existe une fonction € tendant vers 0 en (0,0)
telle que

f(X+H)=f(X)+ < Vf(X),H > —i—% H' Hess(xo,y0) H + || H||*(H)

Démonstration dans le cas ou la hessienne est diagonale.

Théoreme 7.7. Soient f(x,y) de classe C* et (xg, yo) un point critique. Soit N\ =
AC — B? = det(Hess(xg,0)). Alors :

siAN>0etA>0, f aun minimum local en (xq, Yo)

siAN>0et A<O0, f aun mazximum local en (xq, Yo)

si AN <0, fn’a nt mazimum ni minimum, elle a un point selle

si A =0 on ne peut conclure (avec le seul développement a 'ordre 2).

Exemple
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2> + y> — 3xy. Les points critiques de f sont (0,0)
et (1,1). Le premier est un point col, le second un minimum local (non global).
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7.4 Extrema de f sur un compact K C R?

La marche a suivre pour étudier les extrema d’une fonction différentiable sur un compact
de R? est la suivante.

Soit f une fonction différentiable définie sur un compact K de R?. Comme f est différentiable,
elle est continue. Elle est donc bornée sur K et atteint ses bornes.

En pratique (dans les exercices que je vous demanderai de résoudre en particulier) la
fonction f sera donnée par une formule valable sur un certain sous-ensemble de R? et le
compact K sera inclus dans cet ensemble de définition.

On mene 'étude des extrema de f en plusieurs étapes. La premiere est d’étudier 'exis-
tence d’extrema locaux de f a l'intérieur de K. C’est pour cette étude qu’on utilisera le
développement de Taylor a I'ordre 2 donné ci-dessus.

Mais cette étude n’est pas suffisante. Il faut aussi regarder ce qui se passe sur le bord de
K. Pour cela on procede autrement.

Exemple
Etude de f(z,y) = 22 —y? swr K = {(z,y) € R?*/2? + y* < 1}. On procede de la
maniere suivante :

(i) On cherche les points critiques et les extrema locaux dans Int(K).
On trouve un seul point stationnaire en (0,0). Mais en (0,0) f a un point selle. La
fonction n’a donc pas d’extremum a l'intérieur de K. Mais comme K est compact
et [ est continue sur K, f est bornée sur K et atteint ses bornes sur K. Ce sera
donc sur le bord de K.

(ii) On analyse f sur 0K.
Une possibilité ici est de paramétrer le bord de K : le cercle de rayon 1 centré en
(0,0). On obtient : f(cost,sint) = cos?t —sin®t = cos(2t). On peut alors étudier les
variations de cette fonction. On obtient qu’elle est maximum égale a 1 lorsque 2¢ est
égal a 0 modulo 27, minimum égale a -1 lorsque 2t vaut 7 modulo 27. La fonction
f atteint donc son maximum 1 aux points (1,0) et (—1,0) de K, son minimum -1
aux points (0,1) et (0,—1).

7.5 Extrema liés (multiplicateur de Lagrange)

7.5.1 Une seule contrainte

Il s’agit de trouver les extrema de f(z, y, 2) lorsque (x, y, z) appartient a une surface
S définie par g(x, y, z) = c.

Exemple
Maximiser z2 %2 22 lorsque 22 + y? + 2% = 1.
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Définition 7.8. Un point Xg = (o, Yo, 20) est un minimum (resp. mazimum) local pour
f, li€ a la contrainte g(x,y, z) =c si :
(1) 9(Xo) = ¢
(11) Il existe v > 0 tel que f(Xo) < f(X) (resp. f(Xo) = f(X)) pour tout X € SN
B(XO s ’I").
Théoréeme 7.9. (de Lagrange)
Soit f(z,y, z) et gz, y, 2z) de classe C' telle que Vg # 0 sur S.

Alors si f admet un extrema 1ié en (zq, yo, 20) ona :V f(xo, Yo, 20) = AVg(zo, Yo, 20)
ou A € R est appelé multiplicateur de Lagrange.

Démonstration Soit 7 : R — S passant par Xy en t = t;. Alors f oy a un extremum local

en ty donc sa dérivée s’annule, c’est-a-dire
< Vf(Xo),’Y/(to) >=0.

Ceci étant valable pour toute courbe v passant par Xy, on en déduit que le gradient de f
en Xy est orthogonal au plan tangent a S en Xy, donc est colinéaire au gradient de g en
Xo- O

Remarque

Si P est un extremum lié, on a Vf(P) parallele & Vg(P). La réciproque n’est pas vraie.
Nous avons une condition nécessaire mais pas suffisante. C’est I’équivalent de la nullité
de la dérivée pour les extrema libres : en un extremum libre la dérivée est nulle mais la
dérivée peut étre nulle sans que la fonction ait un extremum (penser a z + 2 en z = 0).

Exemple
Sur 'exemple précédent on montre la méthode de résolution.

Autre exemple
Maximum de la distance de 'ellipsoide donné par x?/a? + y*/b* + 22/c* = 1 & lorigine.

Le théoreme est encore vrai en dimension plus grande.

Théoréme 7.10. (de Lagrange)

Soit f et g deux fonctions de R? dans R de classe C' telle que Vg # 0 sur I’ensemble S
défini par g = C (c’est une hypersurface).

Alors si f admet un extrema lié en zo on a : V f(zg) = AVg(xy) ou A € R est appelé
multiplicateur de Lagrange.

7.5.2 Plusieurs contraintes

On cherche les extrema d’une fonction f sur I’ensemble S défini parg; = go = ... = gx = 0,
toutes les fonctions considérées étant de classe C'. Pour que les choses marchent bien il
faut faire I’hypothese suivante : en tout point de S les gradients des fonctions ¢; sont
linéairement indépendants.
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Théoréme 7.11. (de Lagrange)

Soit f et gi,...,gx k + 1 fonctions de R? dans R de classe C' telles que les vecteurs
Vai,..., Vi, soit indépendants sur sur l’ensemble S défini par g = ... = gx = 0.

Alors si f admet un extrema lié sur S en xq le vecteur V f(zo) est combinaison linéaire
des vecteurs Vg;(xo) : il existe My, ..., M tels que V f(z0) = S35 MiVgi(xo). Les nombres
A1, -y A Sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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8 Intégration des fonctions de R" dans R

8.1 Intégration des fonctions d’une variable

Au lycée on définit I'intégrale d'une fonction (continue) positive comme étant I’aire sous la
courbe. Pour cela, il faut savoir ce qu’est I'aire... On rappelle en quelques mots ci-dessous
la définition de l'intégrale selon Riemann.

Soit f : [a, b] — R bornée.

a) Cas ou f est en escalier.
Il existe une partition a =ty < t; <ty < --- < t, = b telle que f est constante sur
chaque intervalle |t;, t; 1] (f(z) = C;).

b n—1
Alors / Fydt =>" Ci(tiys —ts).
@ i=0

b) Si f est bornée on I’approche par des fonctions en escalier.

M.
! M

.72
=

¢

i+

o

Of=ccccccccccaaa

ot
o

a .
TR

Définition 8.1. f est intégrable sur [a, b] s’il existe un nombre unique I tel que pour
toutes fonctions en escalier w, v sur [a, b] vérifiant u(x) < f(z) < v(x) on a :

b b
/ u(z)de < I < / v(x)dz
a a
et si pour tout € > 0 il existe des fonctions en escalier u. et v. vérifiant :
u(r) < f(z) < ve(w)

et

b b
0 < /UE(I)dCL’—/ us(x)de < €

b
Notation : I s’appelle I'intégrale de f sur [a, b] et se note / f(x)dx.

Théoreme 8.2. Si f est continue sur |a,b] alors f est intégrable sur [a,b).
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Démonstration : Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit € un nombre réel strictement
positif. Alors la fonction f est uniformément continue sur [a, b] : il existe n > 0 tel que, si
|z —y| < nalors |f(z) — f(y)| < €. Prenons n tel que (b—a)/n < n et divisons [a,b] en n
intervalles de longueur (b—a)/n < n dont les extrémités sont les points xy = a+k(b—a)/n,
k variant de 0 & n (k prenant n + 1 valeurs détermine n intervalles [z, 251 1] k variant de
Oan—1;o0nax=aetz,=m>). Définissons deux fonctions en escalier

[ (z) = min{f(t),t € [, Tr11]} s1 x € [mh, Tpi1]

fH(x) = max{f(t),t € [vg, vp11]} si @ € w4, Tpi1]

Par définition on a f~ < f < f* et on a
b b
[ e [ 5 @de = Y~ o) max{7(0).t € fon, )
= ) (@1 — zp) min{ f(¢), ¢ € [wg, Tppa]}
= Lol SO - iy JO)

(l’kﬂ - fEk)G

(]

n—1

= GZ(fL’kH )

k=0

= ¢b—a)

O

8.2 Volume de parties bornées de R?

On cherche a définir le volume d’une partie. Le volume d’un pavé est donné par le produit
des longueurs de ses cotés. Si une partie est une réunion disjointe de pavés alors son
volume est la somme des volumes des pavés intervenant dans la réunion. Que le pavé
soit ouvert, fermé, ni ouvert ni fermé ne change rien a son volume. On vérifie que ces
regles permettent de définir sans ambiguté et de maniere cohérente le volume de toute
réunion disjointe finie de pavés. Il faut montrer que le résultat ne dépend pas de la facon
de découper en pavés.

On souhaite évidemment définir le volume de parties plus générales.

Pour définir le volume d’une partie donnée E on peut ensuite procéder de la fagon suivante.
Supposons qu'il existe deux suites d’ensembles (E),en et (E7T),en telles que, pour tout
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n, £ et ET soit des réunions finies de pavés, et on ait :

E, CE, ,CECE/,CE/,

et limvol(E;) — vol(E; ) = 0. Alors les deux suites vol(E;) et vol(E;") sont adjacentes.
Elles sont donc convergentes et ont méme limite. On définit le volume de F comme étant

cette limite commune.

8.3

Intégration des fonctions de deux variables

Soit f : [a, b] X [c¢, d] — R. On note R le rectangle [a, b] x [c, d] C R% On va définir
I'intégrale d'une fonction sur R en deux temps : d’abord dans le cas ou la fonction est en

escalier, puis en approchant la fonction considérée (si c’est possible) par des fonctions en
escalier.

a)

b)

f est en escalier.
11 existe une partition de [a, b] X [¢, d] :
a=8<8 <8< ...<8,=0b
c=toy<t1 < ... <t,=d
telle que f est constante a U'intérieur de chaque rectangle |s;, s;41[ % |t;, tj41] (ou
elle vaut Cj;).
On définit // flx,y)drdy = Z Cij (Siv1 — 8i) (tj+1 — t5).

R —

1/7]

On remarque en particulier que la valeur de l'intégrale ne dépend pas des valeurs
de f sur les bords des petits rectangles.
f est bornée sur R = [a, b] X [c, d].
On approche f par des fonctions en escalier.

Définition 8.3. f est intégrable sur R s’il existe un nombre unique I tel que pour toutes

fonctions en escalier u(x, y) et v(x, y), telles que u(z, y) < f(x,y) <v(x,y), ona:

et st,

//Ru(x,y)dxdy < I < //Rv(x,y)dxdy

pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier u. et v. telles que :

u(z,y) < flz,y) < vz, y)

0</%W@®@—/%W@®@<€
R R

Notation : I s’appelle I'intégrale de f sur R et se note // flz, y)dxdy.
R

Théoreme 8.4. 1. Si f est continue sur R alors f est intégrable.
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2. Si f est positive sur R alors // f(z, y)dzdy est le volume sous le graphe de f
R

au-dessus de R.

Proposition 8.5. (Propriétés de l'intégrale double)

L[ r+s0 @ nasdy=a [[ fa pazays [[ o gasan

2. Si R=RyURy avec Ry N Ry = alors :

//R f(x,y)dxdyZ/Rl f(m,y)dacalwa/R2 f(x,y)dzdy

Théoreme 8.6. S f est continue sur R alors // f(z, y)dedy existe.
R

8.4 Calcul des intégrales doubles

Théoréme 8.7. (Fubini) Si f est continue sur R = [a, b] X [c, d] alors :

J[ s ndsay = /ab (/d f(w)dy) dr = /Cd (/b f(m)dm) dy

Exemple

(1) //R(xz—i—f)da:dy R=10,1] x [0, 1]
(2) //R(l—l—w+y)dxdy R=10,1] x [0, 1]

Corollaire 8.8. Si la fonction [ est le produit de deux fonctions g et h d’une variable,
c’est-a-dire f(x,y) = g(z)h(y), alors

//R flz,y)dedy = (/abg(x)dx)(/cd h(y)dy).

Exemple : / / eV dx dy
[0,1]x[0,1]

8.5 Intégration sur les régions bornées de R?

Soit f: D — R ot D C R? est non rectangulaire.
On consideére un rectangle R tel que D C R et on définit f sur R avec :

- _f flz,y) si(z,y)eD
f(x’y)_{ 0 si(z,y)¢D
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Avec les notations précédentes on pose, si cela a un sens :

//D flo, y)dody = //R?(m,y)d.rdy

On peut se ramener a deux types de domaine D :

a<x<b

TypeZ:D—{(I,y) / g1(z) <y < golx)

} ol g; et go sont continues.

TypeQ:D:{(x,y) /

Théoréeme 8.9. (Fubini)

c<y<d }
h(y) <z < hg(y) |

a) Si f est continue sur D de type 1, alors f est intégrable et on a :

/[t pdeay - /ab (/(()) f(w,y>dy) a1

b) Si f est continue sur D de type 2, alors f est intégrable et on a :

fededy = [ ([ fe. g ) ay
//D /c /hl(y)

(1) // (x +2y)dzdy : D est la région entre les deux paraboles y = 22 et y = 1 + 2.
D

Exemples

<z <
(2) //jjex2dxdy surletriangleD:{(x,y) / 8;;;:1:}

(3) Le choix d’intégrer d’abord par rapport a xz ou y peut amener des calculs plus ou

mois long. Par exemple avec / / xydzrdy ou D est le trapeze délimité par y = 0,
D
y =1 et les droites d’équation y =2 —z et y = 1 + x/2.

Définition 8.10. Si D est un domaine borné, on appelle aire de D : aire(D) = // ldxdy.
D

8.6 Intégrale double et changement de variables

Rappel a une variable :

[ @ = [ g

ou g est bijection de [c, d] sur [a, b].
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Démonstration : Soit F' une primitive de f.

On a d’une part

d’autre part

Flo(b) = Flate) = [ (Fog)(s)ds = / F'(g(3))g/(s)ds = / £y

0
Théoreme 8.11. Si G(u, v) = (z(u, v), y(u, v)) :

/ flz,y)dedy = / flz(u, v), y(u, v)) | det Jac(G(u, v))| dudv
a(s) S

Jr Oz

du
avec Jac(G(u, v)) =

dy Iy

du v

Remarque 8.12. Ce n’est pas tres étonnant de trouver la le déterminant. Par exemple,
la valeur absolue du déterminant d’une matrice 2 x 2 calcule ’aire du parallélogramme

engendré par les vecteurs colonnes (par exemple).

Cas des coordonnées polaires
x=ux(r,0)=rcosb
y=uy(r,0)=rsind
cos  —rsinf
o-(0 )

sin 8 7 cos 6

d’ou // (x,y)dedy = / f(rcos@, rsin®)rdrdb.
R=G(S

Exemples
(1) Calcul de l'aire d'un disque.

(2) Calcul de l'aire a l'intérieur d’une ellipse.

(3) /:o e dr = /7.

4) / / (z —y)? dz dy ou D est le morceau du disque unité compris entre I'axe des x et

D
la demi-droite y = x.
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8.7 Intégrales triples

On définit et calcule de maniere totalement similaire les intégrales pour les fonctions de
trois variables (et plus...). On va voir quelques exemples...

///R flz,y, z)dvdydz

Exemple : /// (r+y+2)*drdydz =1/10 ot D est le domaine délimité par les plans
D
d’équations t =0,y =0,z2=0et x +y+ 2z = 1.

Changement de variables en dimension 3. Cas des coordonnées sphériques.

/// flz,y,2)dedydz = /// f(rcosfsing, rsinfsin ¢, r cos @) r’sing dr df do.
R=G(S) S

Exemple : /// (2% +y* + 2*)drv dy dz = 47 /5 on D est la boule centrée en l'origine et
D

de rayon 1.

8.8 Quelques calculs classiques
8.8.1 L’aire d’un disque

On peut trouver 'aire d'un disque grace au calcul intégral. En intégrant par tranche :

R
Aire = 4/ VR? — x%dx
0
w/2
= 4/ Rcos(t)R cos(t) dt
0

w/2
_ 4R2/ 1 + cos(2t) ot
0 2

= 7wR?,

calculée grace au changement de variable x = Rsin(¢). On peut aussi (et ¢’est plus simple
quand on conna’l’expression du jacobien du passage en polaires) utiliser les coordonnées

R 21
Aire = / / r dr df
o Jo

= 21.R?/2
= 7wR%

polaires
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8.8.2 Le volume de la boule

On peut calculer le volume de la boule par un changement de variables en coordonnées
sphériques.

R 2w T
/// drdydz = /// r2sing dr df do :/ r2d7’/ d@/ sin ¢pd¢
B(0,R) [0,R] x [0,27] x[0,7] 0 0 0

et donc le volume vaut 47 R?/3.

8.8.3 Le volume d’une pyramide

Cas d’'une pyramide P de base carrée de coté de longueur a et de hauteur . On pose la
pyramide sur le plan z = 0, centrée sur l'axe des z. La longueur du c6té du carré C, a la
hauteur z est donc a(1 — z/h). Ainsi par le théoreme de Fubini

///P drdydz = /oh(//z dzdy)dz = /Oh(a2(1 —2/h)*)dz = a*h/3 = Sh/3

ou S est aire de la base.

8.8.4 Solides de révolution

Soit f une fonction positive ou nulle définie sur un intervalle [a, b]. Considérons la partie
de 'espace définie de la faon suivante :

V= {(z,y,2) | x € [a, 0], V/y? + 22 < f(x)}.

C’est le solide obtenu en faisant tourner le graphe de f autour de 'axe des x. Le volume

/[ dsdva

En intgrant par tranche (d’abord en y, z, puis en ) on obtient :

b b
drxdydz = / // dydz | dx = / 7 f(z)’dx.
///v a < {:2) | VVP+22<f (@)} a

Le calcul de I'intgrale triple se ramene donc a un calcul d’intgrale simple.

de V est donné par l'intgrale triple

Exemples

(1) Cas d’un cone : on prend pour f la fonction définie sur [0, h] par f(z) = ax pour
a > 0. Ici la base du cone a pour aire S = 7(ah)?, et donc le volume du cone est
égal a

h
/ 7(ar)*dx = ma®h®/3 = Sh/3.
0

o4



L2 MIEFE 2014-2015 VAR Université de Rennes 1

(2) Cas d’un cylindre de rayon R et de hauteur h :
h
/ TR*dr = nR*h = Sh
0

ou S est aire de la base.
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