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Séries numériques

|[Exercice n°1|

Vérifier les relations suivantes :

3 _ /b 1 n?+3n
a) In(n) _ (1) b) 4n n +31z 1 . In(2 ) ~ m
n n—+o00 \/ﬁ (\/inJr\/ﬁ) n—+oo M ]n(2n\/ﬁ) n——+o00

Q) 1n(n2n+ n) _ 0. (1115;1)) o) miz® — o ((g)n3>

[Exercice n°2] (Test de novembre 2022)

Vrai ou faux :

-1)" 1 1 1 1
a) (—1) nn cosn

Vn+ (=1)" o0 vn n n—+oo 1 : n2 n—s oo n

|[Exercice n°3]

Montrer que la série de terme général u,, est divergente pour :

a) uy, = (—1)" b) up, =+/n In \/ﬁl c) U, = eSnn d) u, =

|[Exercice n°4|

Etudier la nature des séries suivantes et en cas de convergence calculer la valeur de leur somme (on admet que
2

1 T
Z;fgﬁ:g)'
1 1 1 1
a) Zm b) Zm c) Z((”‘i‘l)”“ —n”)
n?+42n —1 n?+42n +1
d) 2 n! °) Zln( n?+2n )

|[Exercice n°5| (Contréle 2022)
On considere la suite (up,),en+ définie par

Ix3x---x(2n—1)
Up, = .
2x4x---x(2n)

Un+1

1. Etudier la limite de ( " )neN*.
mn

2. Montrer que la suite (nu,),cn+ est croissante.

3. Montrer que

pour tout n € N*. En déduire la nature de la série Y u,,.

1



’Exercice n°6\ (Contréle 2022)
Etudier la convergence de la série > u, dont le terme général est :

B 2" 4 n?

()" +n _ cos’n
C2n4pd

bu, =
Ju n?+3

a)uy,

|[Exercice n°7|

1) Montrer que la convergence d’une suite réelle (u,) est équivalente a la convergence de la série de terme général
Up — Up—1.

1 1
2) En déduire que la suite définie, pour n > 1, par u, =1+ 3 + .-+ — — Inn est convergente.
n

|Exercice n°8|

Etudier la nature des séries suivantes.

1 3n + 2 n% +5n —2 sinn
2) Zn”+2 b) Z5712—1—271—{—7 c) Zn5+4nz—i—3 d) Znz—l—?m—}—l
)5 1 £ 3 n! )Zn!Jrl h) 3° 1
© n(n+Inn) (2n)! & (n+1)! 2n 4 3n
2"+ n n n 1 n—1 3
+ : il ¥n—vn
ok () we(Gen() vse

[Exercice n°9)] (Contréle 2020)

(=1)™sinn
nyn+1 °

on _ 3n
n+1"

1) Etudier la convergence de la série 3

2) Etudier la convergence de la série 3

|Exercice n°10|

Soit (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites de réels. Démontrer les assertions suivantes quand elles sont justes et trouver
un contre-exemple quand elles sont fausses.

a) Si > u, converge, alors Y nu, converge.

b) Si Y u, diverge et > v, diverge, alors Y (u, + v,) diverge.
c) Si 3" u, converge, alors 3" u? converge.

d) Si 3" u, converge absolument alors 3" u2 converge.

e) Si > uy, converge, alors Y ui diverge.
n

|[Exercice n°11]

_ (="

R BY . , . —1)n
On considere les suites définies par u, = (=1)

Vi €U = g

1) Vérifier que > u, et Y v, sont des séries alternées et que u,, ~ Up-
n—-+0oo

2) Etudier la nature de la série alternée 3 u,,.

3) Etudier la nature de la série 3" v, (on pourra utiliser un développement limité).

|[Exercice n°12]

Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme général est :

1 by o5V 1y o

n? + sinn? ny/n n
(=" ,nn . (=) .

T 1 f) (-1) . g) sin (( \3/1% ) h) sin (77\/712 + 1)

&
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[Exercice n°13] (Controle 2023)

Démontrer les assertions suivantes quand elles sont justes et trouver un contre-exemple quand elles sont fausses.

a) Soit (un)nen une suite de nombres réels. Si lim u, = 0, alors >, u, converge.
n—oo

b) Soit (un)nen une suite de nombres réels. Si 0 < u,, < % quelque soit n € N, alors ), u, converge.
¢) Soit (un)nen une suite de nombres réels positifs. Si >, u, converge, alors >, In(1 + u,) converge.

d) Soient (un)nen €t (vn)nen des suites de nombres réels. Si Y, u,, converge et >, v,, diverge, alors Y, (un+vy,)
diverge.

[Exercice n°14| (Test de novembre 2022)

Vrai ou Faux : la série > u, converge dans les cas suivants :

sinn + cosn 1 1 —1
a)un:T b)unzl“‘ﬁ up, =1+ — d)un:( )

[Exercice n°15| (Controle de novembre 2022)

Etudier la nature de la série Z Uy dont le terme général est
n

(—=1)"Inn AT (=" sinn

a)un = 3+em n2+n+1

[Exercice n°16] (Controle de novembre 2022)

1. Donner le développement limité a l'ordre 2 en 0 de la fonction z +— e”.
=n"

2. Etudier la nature de la série Z(e v —1)
n

|[Exercice n°17]| (Ezamen de juin 2019)

(-1
2 —nyn’

Etudier la convergence de la série )

[Exercice n°18] (Controle continu d’octobre 2019)

Pour tout entier naturel non nul n, on pose

Uy = (7%” et wy, = In (1 + (_1)n)

1) Montrer que v, ~ wy,.
n—-+0oo

2) Montrer qu’aucune des deux séries > u, et > wy, n’est absolument convergente.
3) Montrer que la série ) u, est convergente.

4) Donner le développement limité a 'ordre 3 en 0 de x — In(1 + z).
En déduire la nature de la série Y w,, (on justifiera soigneusement le raisonnement).



|[Exercice n°19| (*)

. e s . U v
Soit > u, et > v, deux séries a termes positifs telles que : Vn > N, ntl < ntl
Un Un

1) Montrer que si Y v, converge alors Y u,, converge.

I1x3xdx---x(2n—-1
2) En déduire la convergence de la série de terme général u,, = (2n )

1

2 x4 X6 x---x(2n) 2n+2

v u
v, =n~“avec 1 < a < 3/2 et on utilisera le DL a l'ordre 1 de—tL n—“)
Up, Un,

[Exercice n°20] (*)(Formule de Stirling)

jus

1) On pose, pour tout entier naturel n, I,, = /2 (sint)™ dt.
0

a) Montrer que la suite (I,),en est décroissante et minorée.

(on prendra

b) Soit n > 2. Montrer que nl,, = (n—1)1,—2. En déduire les expressions de Iy, et I,11 a l'aide de factorielles.

c) Prouver que I, ~ TI,.
) ! n+l n—o0 n

L1 . . 24 (pl)
d) En déduire la formule de Wallis : 7 = lim ———— .
n—oo n.((2n)!)?2

1
2) On pose, pour tout n de N*, S, = (n + 2) Inn —n —In(n!)

1

~ .
n—oo 12n2

a) Montrer que Sp11 — Shp

b) Montrer que, lorsque n tend vers +oo, n"e~"\/n ~ el

En déduire que la suite (.5,,) converge vers un réel \.

N 1
c) A l'aide de la premiere question, montrer que \ = —3 In(27). En déduire la formule de Stirling :
n! ~ n"e "V2mn
n—oo



