4.5 Liaison entre notions de suite, de série et d’intégrale

Proposition 4.13. Soit f : [a, +00|— R une fonction positive décroissante. L’inté-
grale de [ sur [a,+o00| converge si et seulement si la série > f(n) converge.

Démonstration : Pour clarifier les choses, supposons par exemple que a = 1.

e Par décroissance de f,
vneN fn+1)< [ F(t) At < fn).

e Soit N > 2 un entier. Par sommation de ces inégalités, pour n allant de 1 a N —1,
il vient

0< f@)+ F(N) < [ f(t)dt < F(1) +++ F(N —1).

e Le résultat en découle puisque f est positive :

- la série positive > f(n) converge si et seulement si la suite des sommes partielles

N
(Z f(n)> est majorée et que
n=1 NeN

. v +OO . . T . ’
- 'intégrale /1 f converge si et seulement si x — /1 f est majorée. [

Remarque. Dans le cas de convergence, cette démonstration montre que I'on peut
comparer la valeur de l'intégrale généralisée et la somme de la série.
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Exercice 4.9. Déterminer pour quelles valeurs de o et 3 la série 3, m converge.
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Proposition 4.14. Soit f : [a,b|— R continue par morceauz. S’il existe une suite

() d’éléments de [a,b] tendant vers b et telle que :

n+1

— la suite de terme geneml/ |f(t)| dt converge vers 0,

— la série Z/ nH ) dt converge,
Alors intégrale / f(t) dt converge (le résultat est encore valable si b= +00).

Démonstration : Notons

wp= [T At Sy =ty = [ () dt

Ty, Z1

et S la limite de (.5,).
e Soit € > 0. Il existe un entier ny tel que n > ng entraine |5, — S| < 5.

e D’autre part, pour r > w1,

/;jf(t) dt — s] < ‘/gjf(t) dt —

=\[" @ dt‘ +1S, — S|
Ln+1

e Or par hypothese, il existe un entier n; tel que n > ny entraine

Tn+1 9
L@l de <.
e Fixons alors b > x > sup{z1, x,,, Ty, } et posons n = sup{k € N, x; < z}.

e n est fini et n > n, L N2 M, dowc

[or@y de=s| < [ 1r) dt+;</;:"“\f(t)\ dt+;<5

Tn+1

On en déduit que / f converge et que de plus / f= Z / %H : [



Exemple. Posons z,, =n — 2%

Soit f la fonction continue, affine par morceaux définie sur chaque intervalle

[mn,n—i—%n] par e

n(x —x m
—f(a:):(n)siafénet

n—x,

n(r—2n+x

-f(x) = ( n)81:c>n
Tp— N
et f nulle en dehors de ces intervalles.
T t ¥ I t Y |
n n \ Ly 1 |
On considere u,, = /: TR dt = o Ly ™ 5 Y " \Lg—“*’

Ve . _—‘
La sérieZ u, est convergente.
w

+
Le théoreme précédent montre alors que / > f(t) dt converge et que
Ty

+OOn

400
f 1= 2%

Remarque. On a donc ici une fonction positive et non bornée dont 'intégrale

converge.
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