Chapitre 2

Séries numeériques

2.1 Rappels sur les suites numériques

Définition 2.1. Une suite réelle (ou compleze) est une famille de réels indexée
par N, c’est-a-dire une application de N dans R. La suite u € RY (u € CN) est notée

U = (un)neN-

On dit la suite (u,)neny bornée s’il existe M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M.

On dit la suite réelle (u,)neny majorée s’il existe M € R tel que Vn € N, u,, < M.
On dit la suite réelle (uy)nen minorée s’il existe M € R tel que Vn € N, u,, > M.
La suite réelle (uy)nen est dite croissante si Vn € N, u, < U1

La suite réelle (uy)nen est dite décroissante si Vn € N, u, = uy,41.

Une suite rélle est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.



2.1.1 Convergence

Définition 2.2. Une suite (u,)nen est dite convergente s’il existe un réel { € R,
tel que
Ve>0 dngeN Vn>ny |u,—/ <¢

Propriétés.

1. Si un tel réel ¢ existe, alors il est unique et appelé limite de la suite.

On note alors : lim wu, = /.
n—-+o00

2. Tout suite convergente est bornée.

3. Une suite (u,)nen a valeurs complexes est convergente si et seulement si la suite
des parties réelles (Re(uy,))nen et la suite des parties imaginaires (Im(uy))nen

convergent.

En cas de convergence, on a

lim w, = lim Re(u,)+i lim Im(u,).
n—r-+00 n—-+00 n—-+00



Théoreme 2.3. Toute suite réelle monotone et bornée est convergente.

Définition 2.4. On dit que deuz suites réelles (uy)nen €t (Vn)nen sont adjacentes
st l'une est croissante, ['autre décroissante et LHP (uy —vy,) = 0.
n o0

Théoreme 2.5. Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont de plus
la méme limite.

Exercice. Se souvenir de la démonstration de ces théorémes.



2.1.2 Suites extraites

Définition 2.6. Soit (u,)en une suite. On dit que (v,)nen €St une suite extraite
de (up)nen (ou une sous-suite) s’il existe une application p : N — N strictement

croissante telle que Vn € N, vy = ().

Propriété. Si (v,),en est une suite extraite de (u,)nen €t (wy)nen est une suite
extraite de (vy,)nen, alors (w,)nen est une suite extraite de (u,)pen-

Exemples. ¢ : n — 2n donne la suite des termes d’indices pairs, ¢ : n +— 2n + 1
donne la suite des termes d’indices impairs.



Proposition 2.7. Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et de
méme limite.

Remarque. Si on peut extraire deux suites convergentes de limites distinctes d’une
suite alors la suite diverge.

Par exemple la suite ((—1)"),en diverge.

De méme, si on peut extraire une sous-suite divergente d’une suite, alors la suite
diverge.

Proposition 2.8. Soit (u,)nen une suite avec (Ugp)nen €t (Uani1)nen qui convergent
vers la méme limite £. Alors la suite (uy)nen converge vers £.

Théoreme 2.9 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée de réels
(ou de complezes), on peut extraire une suite convergente.

Exercice. Se souvenir de la démonstration de ce théoreme...



2.1.3 Comparaison des suites

Les outils de comparaison introduits pour les fonctions s’utilisent aussi pour les
suites.

Définition 2.10 (Domination). Soit (u,)nen €t (vp)nen deuz suites. On dit que
(Un)nen est dominée par (v, )nen s’il existe M > 0 et ng € N tels que pour tout
n = ny, |un| < M‘Un‘

On note alors u,, = n_Qoo(vn).

La notation O est fréquemment utilisée pour évaluer la complexité d’un algo-
rithme.

Considérons par exemple le probleme du tri : ranger par ordre croissant une liste
de n nombres.
e Combien faut-il faire de comparaisons entre nombres 7

e Ceci dépend de 'algorithme de tri utilisé.



Ranger par ordre croissant une liste de n nombres.

e [’algorithme récursif : si on a trié ¢ nombres, on compare le (i + 1)-éme a ceux
déja triés pour le ranger a la bonne place.
On peut avoir a faire (dans le plus mauvais cas)

142434+ (n—1)=(n—1)n/2

comparaisons, ce qui fait O(n?) comparaisons.



Ranger par ordre croissant une liste de n nombres.

e [’algorithme récursif : si on a trié ¢ nombres, on compare le (i + 1)-éme a ceux

déja triés pour le ranger a la bonne place.

On peut avoir a faire (dans le plus mauvais cas)
142434+ (n—1)=(n—1)n/2

comparaisons, ce qui fait O(n?) comparaisons.

e [’algorithme de « tri-fusion » : en utilisant une récurrence, on fusionne deux
listes déja triées en comparant les premiers éléments des deux listes, prenant le plus

petit et recommencant.

- Le nombre de comparaisons a faire pour fusionner deux listes triées de 2/~1

nombres est au plus 2° — 1.
-Si 2P < <28 il y a 277 listes de 2¢ nombres ou moins.

-Le nombre de comparaisons a faire pour trier n nombres par l'algorithme de

tri-fusion est donc majoré par

1.2t g3 02 (2 -2 (2P 1) 1 < E2P < (L + logyn) 20

Ceci fait O(nlnn) comparaisons (vérifier), et c’est négligeable devant n?.



Définition 2.11 (Négligeabilité). Soit (up)nen €t (Un)nen deux suites. On dit
que (up)nen est négligeable par rapport a (vy)nen $’il existe une suite € avec
lim e(n) =0 telle que Vn € N, = v,e(n).

n—-+0o00

Lorsque, a partir d’un certain rang, les v, sont non nuls, cela revient a dire que

. Unp,
lim — =0.
n—+o0o Up,

On note alors u, = o (v,).
n n—H—oo( n)

Définition 2.12 (Equivalence). Soit (u,)nen et (Vn)nen deux suites réelles. On dit
que (Up)nen €t (Up)nen Sont équivalentes si u, — v, = n_>o+oo(vn) i.e. il existe une
suite € avec nl_i)riloog(n) =0 telle que Yn € N, u, = v,(1 + &(n)).

Lorsque, a partir d’un certain rang, les v, sont non nuls, cela revient a dire que

. n
lim — =1.
n—+0o00 Up,

On note alors u,, ~ v,.
n—-+o00



Propriétés.
1 1

1.S94, ~ wov,etw, ~ h, alorswu,w, ~ v,h,et — ~ —.
nn—H—oo n nn—)—l—oo e n nn—H—oo nen U, n—-+oo Up,

Attention : on n’a pas nécessairement u,, + w, . Un + hy,.
n—-+0oo

2.5 u,= o (v,)etwv,= o (w, alorsu,= o (w,).
n n—>+oo( n) n n—>+oo( n) n n—H—oo( n)
3.5 u, ~ wv,etwv,= o (w,) alorsu,= o (w,).
" n—-40o00 n " n—>—|—oo( n) n n—>—|—oo( n)
4. Siu ~ wv,etv, = o (w,), alorsu w ~W,.
n n—-+oo n n n—)—i—oo( n); n + n n—-+o0o n

5. Si (up)nen est convergente de limite ¢ # 0, alors u, e /.

Démontrons par exemple le point 4.



Propriétés.

4. Stu, ~ wv,etv,= o (w,), alors u,+w, ~ w,.
n——+o00 n—-4o0o n——4o0o

Démonstration :
e Par hypotheses :

Uy = UpPn et Uy, = WpEp

avec lim ¢, =1 et lim e, = 0.

e On en déduit
Uy, + Wy = Wy, (Enon+1)

avec lim (enpn+1) = 1.

e On a donc bien u,, + w, ~ w,.
n—-+00



Les comparaisons de suites viennent souvent de comparaisons de fonc-
tions quand r tend vers +oc.

Par exemple si (u,) et (v,) sont définies respectivement par uw, = f(n) et

n = g(n), et f(x) MR g(x), alors u,, o Uy,

Exercice. Comparer les suites (nfnn),en+ et (n?)nen.

Exemples.

1. n% = (n?) quand o < B.

0]
n—-+o00

2. (Inn)*= o (n”)poura€Ret B >0.

n—-+00

3.n%= o ((fnn)’) quand a < 0et B ER;

n——4o0o

4.n%*= o (k") poura €Ret k> 1.

n——+00

En effet, Z—: =n% ™"k avec fn k > 0.

Il y a aussi des techniques propres aux suites...



Exemples. (suite)

5. k"= o (n!) pour k > 0.

n—+00

e La propriété est vraie pour k €]0, 1] car alors la suite (k™),>1 est bornée.
e Notons [.| désigne la fonction partie entiere.

e Soit k fixé, on a, pour n > [2k],

Kok k ko k2] k k k
— ==X =X X == X X X e X
nl 1 2 no 2k [2k]+1  [2k] 42 n

e Pour p > [2k| + 1, on a % < - = 1. Donc, pour n > [2k], on a

k. kDH 1\ n—[2]
JEREE
n! = 2kl \2
1 n—[2k| n
e Comme lim () = 0, on en déduit que lim — = 0 (théoréme des
n—-+oo \ 2 n—-+oo nl

gendarmes).



Exemples. (suite)

| — n
6. n! n—>0—|—oo(n ).

e On remarque que, pour n > 2, on a n > 5. Donc :

2 n
— X e X —
n n

n/2) | 0/ + 1

1
= — X — X +++ X

oo X —
n o n n n
1 1 1 1\ [7/2]
<><><---><><1><---><1:<>
2 2 2 2

e Comme lim

n . n!
]=+oo, ona lim — =0.
n—-+oo | 9

n—-+oo npnh




Exercice. Montrons que la suite ((1 + %)”)%N* est convergente et déterminons sa

limite.

e Premicre erreur a éviter : on a lim (1 + —) =1 et donc
n

1 1 1 1
1+-)"=14+-)1+—-)--(14+—)—=x>11.--- 1 =1.
()" = (1 )+ ) (1)

Ce raisonnement est faux car derriere les trois petits points se cache un produit
dont le nombre de facteurs est n et donc un produit qui devient infini.

e Deuxiéme erreur & éviter : (14 1) > 1 donc lim (1 + —)" = 4o0.
n n=—00 n

Le terme 1 + % n’est pas constant et la suite ((1 + %)”) n’est donc pas

neN*
géométrique. . .



Montrons que la suite ((1 + %)”)%N* est convergente et déterminons
sa limite.

e Posons u, = (1+ )"

e On a 1
In(uy) =ndn(l+-=) et In(l+zx) ~ x
n

x—0

donc
1

n (up) ~ n..

e On en déduit nh_)rg@ /n (u,) = 1 et donc, par composition de limites,

Jim u, = exp(1) =e.



2.2 Séries

2.2.1 Définitions et convergence

Définition 2.13. Soit (u,)nen une suite réelle (ou complexe). On appelle série de
terme général u,, notée Y u,, la suite des sommes partielles (S,),en définie par

n
YneN S, = Z U
k=0
On parle de série de nombres réels si tous les u, sont réels.
On dit que la série converge si la suite des sommes partielles (Sy)nen converge.
Sinon, on dit que la série diverge.

En cas de convergence, la limite de (Sy)nen est appelée somme de la série et est
+00

notée . u,.
n=0

Remarque.
e Parfois la série ne commence pas a 0 mais au rang ny € N. Les sommes partielles
n

sont alors définies pour n > ng par S, = > ug.
k:’no
e La nature (convergente ou divergente) de la série ne dépend pas des premiers

termes, mais la valeur de la somme de la série en dépend.



Proposition 2.14. Une série complexe >_u, converge si et seulement si les séries
des parties réelles > Re(uy,) et des parties imaginaires > I'm(u,) convergent.

En cas de convergence, on a

+00 +00 +00
You, =Y, Re(uy) +1 >, Im(uy)
n=0 n=0 n=0

Démonstration : En effet, la suite (.S,,),>0 des sommes partielles de > u, vérifie, par
linéarité,

Sp=> ur =Y Re(ur)+iY, Im(ug).
k=0 k=0 k=0

Exemples.

1. Soit a € C et on considere la suite constante Vn € N, u,, = a.

Alors S, = (n + 1)a. La série > u,, converge si et seulement si a = 0.



Exemples.

2. Série géométrique. Soit ¢ € C. On considere la suite définie pour n € N par
u, =¢". Onaalors S, =1+q+ ¢+ ... +q"

(a) Sig=1,onas, =n+1, donc la série diverge.
(b) Si ¢ # 1, on remarque que (1 —¢q)S, =1 — ¢"™! et donc
n 1 — qn—|—1
Sn=>¢=""—
k=0 l1—gq

Conclusion :

La série géométrique Y ¢" converge si et seulement si |¢| < 1

et dans ce cas,

1 oo ]
Par exemple, pour ¢ = 5y ona > o = 2.
n=0

no

+00
Remarque. Soit ng € N. Si |q|<1,ona Y ¢" = 1q .
n=no —dq

Cet exemple confirme le fait que les premiers termes d’une série ont une
influence sur la valeur de la somme.



Définition 2.15. On appelle reste d’ordre n d’une série convergente »_ u, vers

+00
S => u, la quantité R, =S — S,,.

n=0

Remarque. Si R, est le reste d'ordre n de la série convergente »_ wu,, alors
+00

Rn = Z Ug .
k=n+1
En effet,
p n n p n 400
k=0 k=0 k=0

p—too p=r400 k=n+1 k=0 k=n+1

Remarque. La suite (R,),en est une suite convergente vers 0. Elle représente la
vitesse de convergence de la suite (S),),>1 vers S.

Exemple. Dans le cas d’'une série géométrique "avec |q| < 1,ona:
p g q q q

1 B 1 — qn—i-l B qn+1

g—1 1—q 1-¢

R, =



Proposition 2.16. (linéarité) Soit A € C. Si > _u, et >_ v, sont convergentes, alors
> (un + vy) et > Au, convergent et on a

+00 +00 +00 +00 +00
SD(tup+vn) =D up+ D v et D Aupy =AUy,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Remarque. La réciproque est fausse : si Y (u, + v,) converge, on n’a pas forcé-
ment convergence de Y u, et > v,.

Exemple. Pour n € N, on considere u,, = <2> —1letwv,=1.

On a > (u, + v,) converge et > u, et Y v, divergent.



Proposition 2.17 (Condition nécessaire de convergence). Si > u, est une série

convergente alors liI_{l u, = 0.
n—-+0oo

Démonstration :
e On remarque que pour n > 1, u, = S, — S,_1.

e Or (S))nen et (Sp—1)n>1 convergent vers la méme limite.

e On en déduit que (uy,),en converge vers 0. O

Définition 2.18. Une série Y_u, est dite grossierement divergente lorsque son
terme général ne tend pas vers 0.



2.2.2 Exemples de séries

Les séries de Riemann

1
e On appelle série harmonique la série de terme général u,, = —
Cette série diverge.
En effet, bien que lim wu, =0, on a
n—-+o00
1 1 n 1
Vn € N*, Sy, — S, = e — > — = =,
e A T
Si la suite (Sy,)nen convergeait, on aurait nl—lgloo Son — S, = 0.

1
Par conséquent, > — diverge.
n

e D’une maniere générale, on appelle série de Riemann toute série de la forme

1
> — ou «a € R*.
na

- : 1 : :
La série de Riemann ) | — converge si et seulement si a > 1.
n




1
La série de Riemann )  — converge si et seulement si a > 1.
n

Démonstration :
e La divergence de >, — pour a < 1 résultera de maniere immédiate du théo-
n

réeme de comparaison (puisque la série harmonique diverge).

e Soit o > 1. Montrons que la série 32 n% converge en montrant la convergence de

la suite des sommes partielles (S,)nen:-

On a déja |
Vne N S — S, =——>0
e P (n+ 1)

donc la suite (Sy,)nen+ est croissante. Montrons que cette suite est majorée.



Montrons que la suite (S,),cn+ est majorée.

Soit k € N\{0, 1}. La fonction f : x -
sur |k — 1, k[.
e D’apres le théoreme des accroissements finis :

Jeelk =Lk, f(k) = fk=1)=(k—(k=1)f(c)

- est continue sur [k —1, k] et dérivable

c’est a dire

1 1 1
kol (k— 1)1 —(a = 1)Ca
1 1
e Comme c €]k — 1,k[,ona — > o et donc
Ca (0%

11 11
ke S a—1\(k—1)e 1 ket

e En sommant ces inégalités, pour k allant de 2 a n,

S, <1+ L 1 ! + ! ! + + ! !
a—1 2%1 2%1 3%1 (n_l)wl ncwl

SR R P
N a—1 nol a—1

En conclusion, la suite (Sy,),en+ est croissante et majorée donc converge. (]

- : 1 : :
La série de Riemann ) | — converge si et seulement si a > 1.
n




Les séries télescopiques

Définition 2.19. Une série réelle ou complexe > u, est dite télescopique s’il existe

une suite (a,)nen telle que u, = a, — a,—1 pourn > 1.

On a alors

n
S, = Z Uy = U+ UL+ ...+ U, = Ug+ Q1 —QpF+ Q20— Q1+ ... +CQp — Qp—1 = Uy — Ao+ Ay,
k=0

Par conséquent la série > u, et la suite (a,),cn sont de méme nature.

Remarques. e En cas de convergence, le reste d’ordre n vérifie R, = [ —a,, ou [ est
la limite de la suite (a;,)nen. La série et la suite ont la méme vitesse de convergence.

e Les séries télescopiques sont une des rares situations ou on est capable de
calculer la somme de la série.

1 —1 1
Exemple. On considere u,, = = — . On a alors
nn—1) n n-—1
Sy =S =1
n — ug =1 — —.
k=2 n
. 1 400 1
La série Y ———— est donc convergente et ona »  ——— = 1.
TL(TL — 1) n=2 n(n T )
1 1 2

).

Exercice. Calculer la somme de la série > (

\/n—1+\/n+1_\/ﬁ



2.3 Séries a termes positifs

On considere dans cette section des séries > u, réelles ou pour tout n de N,
u, = 0. On dit que la série est a termes positifs.

Il est alors immédiat que la suite (.5,,),>0 est croissante. En conséquence,

Proposition 2.20. La série a termes positifs > w, converge si et seulement si la

suite (Sp)n=0 est majorée.

En cas de convergence, on a alors pour tout n de N,

En cas de divergence, S,, diverge vers +o0.



2.3.1 Théoremes de comparaison

Théoreme 2.21. Soit > u, et S v, deuxr séries a termes positifs telles que, pour
tout n de N, 0 < u, < v,.
—+00 +00
e Si v, converge, alors - u, converge et 0 < > u, < Y. v,
n=0 n=0

e Si XY u, diverge, alors 3 v, diverge.

Le théoréeme reste vrat st la majoration 0 < u, < v, n'est valable qu’a partir d’un
rang ng. En cas de convergence, on a alors

—+00 “+00
0< > up < ) vy
n=no n=no

n n
Démonstration : On pose S, = > up et T, = Y vy.
k=0 k=0

e On remarque que pour tout n > 0, on a S, < T),.

e Si Y wv, converge, alors la suite (7},),>0 est majorée et donc (.5,),>0 est majorée,
donc Y u,, converge.

e Le deuxieme point du théoreme est la contraposée du premier. [l



Théoreme 2.22 (Théoreme d’équivalence). Soit Y u, et Y v, deuzr séries d termes

positifs, avec u, ™. Uns Alors les séries Y u,, et Y v, sont de méme nature.
n——+0oo

Démonstration : Par hypothese on peut écrire u,, = v,p, avec lirf on = 1.
n—-+0o0

e On en déduit I'existence d'un ny € N tel que, pour tout n > ny,

1 ! < <1+ L
2 ~ Qpn ~ 2'
e En multipliant par v,, > 0, il vient
1 3

-V, < Uy < =V,
2n\ TL\27’L

e D’apres le théoreme précédent, ceci implique que les deux séries sont de méme
nature. [



Exemple.

1 1 1 1

converge et —— ~ — donc Y —

1. La série télescopique
P Zn n(n —1) n—+oo n?

(n—1)

converge.

2. Comme /n (1 + #) ~ 1 la série 3 ¢n (1 + #) converge.

n—-+00 n2 ’

Attention ! Le théoréme ne donne aucune information sur la valeur des sommes.

Exercice.
1) Montrer que la convergence d’une suite réelle (u,) est équivalente a la conver-
gence de la série de terme général u,, — u,_1.

1
2) En déduire que la suite définie, pour n > 1, par u, = 1 + 3 +--+——1/Inn
n
est convergente.



Théoréme 2.23 (Critere de d’Alembert). Soit > u, une série & termes stricte-
ment positifs (u, > 0).

1. S’il existe q €]0, 1] et ng € N tels que pour tout n > ng, “=* < q alors la série

> u, converge et pour tout n = ng, on a R, < ﬁ’fql.

2. 8§71l existe ng € N tel que pour tout n = ny, % > 1 alors la série Y- u,, diverge.
Démonstration : Point 1.
e Pour tout n > ng, on a u,1 < qu, car u, est positif.

e Par conséquent, pour tout n > ng, on a 0 < u, < ¢" "u,, (par récurrence :

exercice!).

e La série > ¢" " converge car ¢ €]0, 1[, donc (théoreme de comparaison) la série
> Uy, converge.

e Estimation du reste : pourn > nget ¢ >0, on a u, 11 < qiunﬂ. En utilisant
le changement d’indice i = k — (n 4+ 1), il vient

+o0o +o0o +oo | 1
1
Ry= > up=> Unpi4i SUpy1 )¢ = Un+17
k=n+1 i=0 i=0 —q

Point 2.
Pour tout n > ng, on a u,41 = uy, = up, > 0 donc la série 3 u,, diverge grossierement.
O



Conséquence. (Reégle de d’Alembert) Soit ¥ u,, une série a termes strictement

u
positifs a partir d'un certain rang telle que lim ntl g,
n—-+00 Uy,

1. Si ¢ < 1, alors la série Y u,, converge.
2. 5i ¢ > 1, alors la série X u,, diverge.

Démonstration :
1. On choisit € > 0 tel que £ +¢ < 1.

Il existe alors ny € N tel que pour tout n > ng, on a

“"“—E’éz—:i.e.

Un

D’apres le critere de d’Alembert (avec ¢ = £ + ¢), la série ¥ u,, converge.

2. On choisit € > 0 tel que £ — ¢ > 1. Il existe alors ng € N tel que pour tout

n = ng, on a “Z“—E‘ési.e.

mn

D’apres le critere de d’Alembert (avec ¢ = ¢ — ¢), la série 3 u,, diverge. [l



Regle de d’Alembert Soit > u, une série a termes strictement positifs

Y . . . un+1
a partir d’un certain rang telle que lim = /.
n—+00 U,

1. Si ¢ < 1, alors la série > u, converge.
2. 8t l>1, alors la série 3 u, diverge.

Exemples.

) |
1. La série > u, avec u, = T3 (o Ty converge.

En effet
Upy1  n+1

u,  2n+1

1

Up41 .

Uy, _2'

et lim,,

2. La série Y u, avec u, = 227,‘))2' diverge.

En effet
Unr1  (2n+1)(2n +2)

Up (n+1)2

et limn_>oo u2+1 — 4.
n



Regle de d’Alembert Soit > u, une série a termes strictement positifs

Y . . . un+1
a partir d’un certain rang telle que lim = /.
n—+00 U,

1. Si ¢ < 1, alors la série > u, converge.
2. 8t l>1, alors la série 3 u, diverge.

Exemple. Soit z > 0. On considere la série Y- u,, avec u, = *-. On a Lntl — PR

D’apres la regle de d’Alembert, la série est : "
- convergente si x < 1,
- divergente si x > 1,
- mais on ne peut pas conclure avec la regle si x = 1.

Cependant, on sait déja que Z% diverge.

Remarque. La régle de d’Alembert ne dit rien lorsque “*** n’a pas de limite ni
méme lorsque cette quantité tend vers 1.

Par exemple :

- > u, diverge lorsque u, = % et

-converge lorsque Up = 7712

= 1.

. Up+1
et dans les deux cas lim
n—+00 U,



Théoréme 2.24 (Regle de Riemann). Soit 3w, une série réelle positive.

1. 57l existe o > 1 tel que grf n“u, = £ € R alors la série Y- u, converge.
n 0

2. Sl existe o < 1 tel que nl_l)gl()@ n“u, = € #£ 0 alors la série Y u, diverge.

Exemples.

1
1. La série » In(1 + ——) converge.
Z ( m) g
En effet 1

. 3-
TLIgQO\/n_ In(1 + Vo

) =1

d’ou la convergence avec o = 3/2.

2. La série > u, avec u, = diverge.

n+ (=1)"v/n
En effet

lim 7 - —1
S TV

d’ou la divergence avec o = 1.



Théoréme 2.25 (Regle de Riemann). Soit 3w, une série réelle positive.

1. 57l existe o > 1 tel que grf n“u, = £ € R alors la série Y- u, converge.
n 0

2. Sl existe o < 1 tel que nl_l)gl()@ n“u, = € #£ 0 alors la série Y u, diverge.

Démonstration :

1. @ Si ¢ # 0 c’est une conséquence du théoreme d’équivalence car

14
Up ~ —.
n—+o0o0 N«

e Si ¢ =0, il existe un entier ng tel que, pour n = ng, [n%u,| < 1 soit

1

0<Un<ﬁa

donc d’apres le théoreme de comparaison la série 3 u, converge.

14

2. C’est immédiat puisqu’encore une fois u,, ~ —. O
n—+o0o N«

Remarque. La convergence absolue (voir paragraphe suivant) entrainant la
convergence, ’hypothese de positivité de ce dernier critere est superflue...



2.4 Autres séries - Convergence absolue

2.4.1 Les séries alternées

On parle de série alternée lorsque le terme général est un réel alternativement de
signe positif et de signe négatif.

Définition 2.26. La série réelle Y u, est dite alternée si (—1)"u, a un signe
indépendant de n.

_1\n+1
Exemples. > (—1)" et > =0 sont des séries alternées.
n
Théoreme 2.27 (Critere spécial a certaines séries alternées). Soit > u,, une série

alternée. St la suite (|u,|) est décroissante et converge vers 0 alors la série > u,, est
convergente.



Théoreme 2.28 (Critere spécial a certaines séries alternées). Soit > u, une série

alternée. St la suite (|u,|) est décroissante et converge vers 0 alors la série > u,, est
convergente.

Exemples.

-1 n+1
1. La série > ~———— est convergente.
n

2

2. La série ) _sin( WZ ) est convergente.
n
En effet
2 2_1 1
Sin(nﬂﬁ 1) = sin(w(:bl n IL )) =sin((n — 1)m + nj— 1) = (—1)"" sin( T )

n+1

T
et la suite (sin(———)),,>1 décroit vers 0.
ui (1n(n+1)) >1 roit ver

1
Exercice. La série Z:(—l)”ﬂ converge-t-elle ?
n

Démonstration ...



Théoreme. Soit Y u, une série alternée. Si la suite (|u,|) est décroissante et
converge vers 0 alors la série Y u, est convergente.

Démonstration :
e Supposons par exemple que (—1)"u,, est toujours positif.

e Soit alors n > 2.
S = Sna = tp1 + U = (=1)""H un | + (=1)" Jug| = (=1)"(|tn] = |un])

avec |uy,| — |un—1] < 0.
e Pour n = 2p pair, on a Sy, — S2,—2 < 0 donc la suite (Ss,),en est décroissante.
e Pour n = 2p + 1 impair, on a Sgy+1 — S9p—1 = 0 donc (Sgpt1)pen €st croissante.

® So,11 — S9p = Ugpy1 tend vers 0 quand p tend vers +oo.

Les deux suites (S2p)pen €t (S2p+1)pen sont donc adjacentes, elles convergent
vers la méme limite S.

On en déduit, d’apres le rappel 2.8 sur les suites, que la suite (.S, ),en converge aussi
vers S. 0]



Propriétés.
— La somme S d’une série alternée vérifiant le critére précédent est comprise
entre deux sommes partielles consécutives.
— Le reste d’ordre n d’une série alternée vérifiant le critére précédent a le
signe de son premier terme et est, en valeur absolue, majoré par la valeur

absolue de son premier terme.

Démonstration :
e Le premier point résulte de la démonstration précédente (suites adjacentes) :
Sopr1 <5 < Sy

e Pour le deuxieme, on écrit ces inégalités sous la forme
Sopr1 < 5 = Sgp + Ry, < 59
d’ou 'on déduit par exemple ugy1 < Rop < 0 et

|Rop| = —Rop < —Ugpi1 = |Uugpi] -

S

k=n+1 k

Exemple. On en déduit que Vn € N,

< .
S n+41




Remarque. Lorsqu’'une série alternée ne vérifie pas les hypotheses du théoreme
précédent, on peut essayer de décomposer le terme général en une somme de deux
termes, I'un vérifiant ces hypotheses, ’autre restant a étudier.

. —1)"
Exemple. Etude de la convergence de la série > " +( (—i)” e
e Ce n’est pas une série alternée!
e Par contre
(=1)" (=1)" 1 =", =y 1
- . — 1 l
n+ (_1)n+1 n (_1>n+1 n ( + n + O(TL))
I+ -—
n
e 1y 1
n+ (—1)+ n +ﬁ+o(ﬁ)
e Or

_ n
-la série ) (=1 converge (critére spécial des séries alternées),
n

. 1 / . .
-la série > — converge (série de Riemann),
nz

1 . / . .
-la série ) o(—;) converge absolument (par comparaison avec une série de Rie-
n

mann) donc converge (d’aprés la section suivante).

(="

converge comme somme de séries convergentes.
n+ (—1)ntl

e Ainsi la série )



2.4.2 Séries absolument convergentes

Définition 2.29. Une série réelle ou complexe > u, est dite absolument conver-

gente si la série réelle Y |u,| converge, ou | - | représente le module.

Proposition 2.30. Toute série absolument convergente est convergente. En cas de
convergence, on a

+0o0o
> Un| < D |uy
n=0

n=0

Démonstration : @ Supposons d’abord la suite (u,),>0 a valeurs réelles. Soit n € N.

On remarque que |u,| = u + w,, ou u) = max(u,,0) et u, = max(—u,,0) (le
vérifier en distinguant les cas u, = 0 et u, < 0).

De plus,
0<u) <luy| et 0<u, <luyl

Comme Y |u,| converge, par le théoréeme de comparaison 2.3.1, on déduit que ¥}
et > u,, convergent.

+

n_

donc la série X u,, converge.

Par ailleurs u,, = u," — u, (le vérifier en distinguant les cas u,, > 0 et u, < 0) et

e Si la suite (uy,),>0 est a valeurs complexes...



e Si la suite (uy),>0 est a valeurs complexes, on introduit (a,)n>0 €t (bn)n=o les
suites des parties réelles et des parties imaginaires de (uy,),>0. Comme,

0 < Jan| < ua| et 0< by < Jug,

la convergence de ¥ |u,| entraine celle de ¥ |a,| et de 3 |b,|. Du cas réel, on déduit
que Y a, et X b, convergent, et donc X u, converge.

n

> Uy

k=0

n
< Y |ug| d’apres l'inégalité triangulaire.
k=0

e F'n cas de convergence, on a

Chacune de ces deux quantités a une limite finie lorsque n tend vers +oc.

La fonction valeur absolue étant continue, on a donc a la limite

+00
> Up
n=0

+00
n=0

Exemples.
(=)™
2’11

1. La série > converge absolument.

(_ 1)E(\/ﬁ—|—cos n)

2. La série ) o

converge absolument.



Remarque. La réciproque est fausse.

s . 7’ —1 n . Y . .
Par exemple. la série alternée 3 (G converge, mais la série harmonique S L diverge.
) n ) n

Une série convergente mais non absolument convergente est parfois dite semi-
convergente.

Proposition 2.31. Soit > u, une série réelle ou complexe. Soit Y v, une série

absolument convergente. Si u, = —>O+ (vn), alors - u, est absolument convergente.
n o0
Démonstration : Comme u,, = _>O+ (vn), il existe M > 0 et ng € N tels que pour

tout n = ng, |u,| < M |vy).

Il suffit alors d’utiliser le théoréme de comparaison 2.3.1 pour en déduire que X u,
est absolument convergente. [



Exemples.

1. La série ¥ & ( ) est absolument convergente car m = O ( ) et Z 5 est
n—-+00

convergente.

In

2. Soit x € C. On considere la série Y- u,, avec u, = 7.

Pour x # 0, on remarque que |7“|LZ+|1| = |x| qu1 tend vers 0 quand n tend vers 4oo.
n

D’apres la regle de d’Alembert, la série Z ; converge absolument pour tout x € C.

Vous verrez plus tard que pour r € R, la somme de cette série vaut
e’. Et pour v € C, c’est une définition de e”...

Proposition 2.32. 5i > u, et X v, sont absolument convergentes, alors pour tout
(A, ) € C (A, + pvy,) est absolument convergente.

Exercice. Démontrer cette proposition.

Exercice. Etudier la convergence des séries suivantes.

LY In(1+ (_1\/)7_7:H),
E(\/ﬁ)e(ZOSn.

22 nd —n/2



2.5 Une application : la représentation décimale des réels

e [.e nombre 7 vaut

T =3,1415926535 - - -

Que se cache-t-il dans 7--- 77
e La représentation décimale est pratique en sciences pour des calculs approchés.

e En mathématiques ... il y a quelques difficultés théoriques!
Par exemple 1 est-il égal a 0,999 --- 7 Leur différence est 0,000 - - -

e On n’aura pas unicité de I'écriture en développement décimal. On parlera de

développement décimal propre.

e Pour le plaisir, quelques décimales de 7 :

3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062
86208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408128
48111745028410270193852110555964462294895493038196442881097566593344612847564
82337867831652712019091456485669234603486104543266482133936072602491412737245
87006606315588174881520920962829254091715364367892590360011330530548820466521
38414695194151160943305727036575959195309218611738193261179310511854807446237
99627495673518857527248912279381830119491298336733624406566430860213949463952
24737190702179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568127145
26356082778577134275778960917363717872146844090122495343014654958537105079227
96892589235420199561121290219608640344181598136297747713099605187072113499999
98372978049951059731732816096318595024459455346908302642522308253344685035261
93118817101000313783875288658753320838142061717766914730359825349042875546873
11595628638823537875937519577818577805321712268066130019278766111959092164201
98938095257201065485863278865936153381827968230301952035301852968995773622599
41389124972177528347913151557485724245415069595082953311686172785588907509838
17546374649393192550604009277016711390098488240128583616035637076601047101819
42955596198946767837449448255379774726847104047534646208046684259069491293313
67702898915210475216205696602405803815019351125338243003558764024749647326391
41992726042699227967823547816360093417216412199245863150302861829745557067498



Définition 2.33. On appelle développement décimal d’un réel x toute suite
(dn)nen d’entiers vérifiant :

+
dy € Z, Vn>1 d,€]0,9] et Y — =z

On note alors x = dy, dydy - - d,, - - -

On appelle développement décimal propre d’un réel x tout développement
décimal ne comportant pas que des 9 a partir d’un certain rang. Le développement
est dit impropre dans le cas contraire.

Théoreme 2.34.

Tout réel non décimal admet un unique développement décimal et ce développement
est propre.

Tout nombre décimal non nul admet deux développement décimauz distincts, ['un
propre et l’autre impropre.

Par exemple 1 admet aussi comme développement décimal 0,9999. ..

Remarque. Tout nombre réel est donc la limite d’une suite de nombres décimaux :
les nombres décimaux sont denses dans R.



Théoreme. Tout réel non décimal admet un unique développement décimal et ce
développement est propre.
Tout nombre décimal non nul admet deux développement décimauz distincts, ['un

propre et l’autre impropre.

Démonstration : On note E' la fonction partie entiere. Soit x un réel.

e Existence : On pose ay = dy = E(x) et, pour tout entierln >1,

a (10"x) Tn = 1on Y :L‘+1On

et
d, = (2, — xy-1).10" = a, — 10a,_1
On dit que z,, est I'approximation décimale par défaut de x a 107" pres.

- d, , . )
Remarque. La série 3= {¢ est télescopique :

(xp — T_1) = Ty — Tp.

n dk
Z =
= 107 1

n
k=

Elle converge donc si et seulement si la suite (x;,),en converge.

o Montrons que les suites (7, )nen €t (Yn)nen sont adjacentes de limite z.

. . ) 1
Il est déja clair que n1_1£100 (yn — x,) = 0 puisque pour n > 1, on a y, — x, = o



Démonstration de ’existence : On pose ag = dy = E(z) et, pour tout entier n > 1,

Gn

1
= 1o Yn = Tn + — et dp = (xp — xp—1).10" = a,, — 10ay,—1

a (10™z) x o

e Montrons que les suites (x,)nen €t (yn)nen sont adjacentes de limite .

Soit n € N*. On a F(10"z) < 10"z < E(10"x) + 1 donc
10a, < 10"z < 10a, + 10.

Puisque a,, est entier, par définition de la partie entiere,

10a, < E(10""7) < 10a,, + 10.

-En divisant par 10"*! la premiere inégalité, il vient alors : z,, < 7,41 : la suite
(5 )nen €st croissante.

-La seconde inégalité entraine E(10""'z) < 10a, + 9 et donc, en divisant par

10714—17
9

10n+1 )

Ln+1 < Ln +

En ajoutant il vient

Yn+1 < Tp + 107" = UYn,

donc la suite (y,)nen est décroissante.



Démonstration de l’existence, suite : On pose ag = dy = E(x) et, pour tout entier n > 1,

Qnp,

1
= 10™ Yn = Tp + —— et dn = (CEn - CCnfl).lOn =an — 10a,_1

a, = E(10"x) T o

e Montrons que les suites (r,)nen €t (Yn)neny Sont adjacentes de limite

Ainsi

— A (= 2a) =0,

— la suite (z,)nen est croissante,
— la suite (y,)nen est décroissante,

donc les suites (x;,)nen €t (Yn)nen sont adjacentes.

De plus
E(10"z) < 10"z < E(10"x) + 1
entraine
Tpn KT < UYn
et donc lim z, = lim y, = x.
n—-+00 n—-+00



= d,

Démonstration de l’existence, fin o« Montrons que r = > Ton
n=0

On a déja vu qu’il s’agit d’une série téléscopique :

nod
> mkk = > (Tp — Tp_1) = Ty — X0
k=1 k=1

n o dy .
= x,,. Or la suite (x,),en converge vers x.

et donc Y —
i=o 10

o Montrons que ¥Yn >1 d, € [0,9].

Soit n € N. On a
10a,, < apy1 < 10a, +9

donc
0 <apqr —10a, = dyq <9.

Enfin, dy est entier et, pour n > 1, d,, = a,, — 10a,,_1 1’est aussi.

e Montrons que, lorsque v n’est pas décimal, tout développement décimal

de r est propre.
Supposons par 1’absurde que tous les dj sont égaux a 9 a partir du rang m. On a

m=1 d, 9 1

alors 1 g . 0
r=3 4 > = +—.
iz 10" S 10m yZ10m 0 10m 1 — 55
et donc ny .
T= 2 o T ge

est décimal, ce qui est exclu.



On vient donc de démontrer que tout réel admet un développement déci-
mal, qui est propre lorsque le réel n’est pas décimal.

e Unicité : Soit  un réel admettant deux développements décimaux distincts
r = d(),dldg... et = 6,d/1d/2

ou les suites (d,) et (d],) sont distinctes, telles que :
-dy et df, soient entiers relatifs et
-d,, et d soient éléments de [0, 9] pour n > 1.

n
P L=
osons r,, = 10F

Soit m = Min{n € N, d, # d, }. Supposons par exemple que d,, < d,,.

. Montrons que d,, — d,, = 1. Supposons par exemple que d,, < d,,.

Pour n > m, on a

dy, — d! ndy —d,

/ m
pom =
S TR i

Mais les suites (z,) et (z])) convergent vers z, donc

- nodl —d
o Tmo_ iy A
10m n—too, S 10%
D’autre part,
. 1
n / n -
Zd dk<29:9.10n_m:1_1<1.
po 10% plmen 106 10mt L 10m  10m ~ 10m
10
Alnsi T d—d, 1
<A — lim Y i :
10m 10m n-rtoo, 4 10 10m
d’ou
Ay, — dy, . noodl—dp 1
— = lim [’ —
10 n—foo, = 10 10

Donc d,,, — d}, =1



e Montrons que : V\n>m+1,d, =9 et d, =0.

Pour tout n > m+ 1 on a d, — d, <9 et rappelons que

lim zn: d;f_dk: L = lim znj i
n—00 k=m+1 1Ok om n—+00 k=m+1 1Ok

Donc, pour n > m+ 1, d, — d, =9 et alors forcément d,, =0 et d,, = 9.
En particulier x est nécessairement décimal.

e Concluons. Si x n’est pas décimal, on ne peut avoir
Yn>m+1,d,=0

et on a donc montré 'unicité du développement décimal de z.

Enfin, si z est décimal, le point précédent montre que xr admet au plus deux
développements décimaux.

mod
Or, z étant décimal (non nul), il admet une écriture de la forme = = Z mkk ou dy,
=0
no 9 1 '
est non nul mais, puisque lim Z = ——, on a aussi

S0, A= 10k 10m
r = d(), dl s dm—l(dm - 1)999 s

Remarque. On peut montrer qu'un réel x est rationnel si et seulement si son
développement décimal propre est périodique a partir d’un certain rang.



Application : I’ensemble R n’est pas dénombrable.

On va le démontrer par ’absurde.

e Si R est dénombrable, il existe une bijection ¢ : N* — R.
On va construire x € R qui ne sera pas dans I'image de ¢.

e On construit x par sa représentation décimale propre
T = 0, dldg cee

e On choisit d; entre 0 et 8 différent de la premiere décimale de ¢(1).
On choisit dy entre 0 et 8 différent de la premiere décimale de ¢(2).

Plus généralement :
On choisit d,, entre 0 et 8 différent de la premiere décimale de ¢(n).

e Le développement x = 0,d ds - - - est propre car les décimales sont différentes
de 9.

e Par construction z est différent de ¢(n) pour tout n € N*.



Généralisation : le développement en base b € N\ {0, 1}.

e On remplace 10 par un entier b > 2 quelconque.

e Tout nombre réel positif est somme d’une série

avec a; € {0,...,b—1}.

e On a unicité de I’écriture si on impose que ’ensemble
{k:N:ay #b—1}

est infini.

Exemples.

1. b =2 : écriture binaire (ordinateurs).

2. b =20 : basque, breton, maya, ...
De la vient le "quatre-vingt".
Le 20 correspond au nombre de doigts.

3. b =60 : anciennes civilisations en Mésopotamie.
On en garde :
-360 = 6 x 60 pour les degrés,
-Imn=60s



2.6 Complément : exemples de calcul de la somme d’une

série convergente

Les théoremes des sections précédentes permettent de savoir si une série converge
ou pas.
Malheureusement, en cas de convergence, il est en général tres difficile d’identifier

la valeur de la somme.
On va voir quelques exemples ou la somme de la série est facilement identifiable.

2.6.1 Premier exemple

1
Considérons la série de terme général u,, = ——— , pour n = 2.
nc—1 |
La série converge car u,, ~ — et la série de Riemann ) — converge.
n—-+00 7'L2 TL2



1
Calculons la somme de la série de terme général u, =

Soit n > 2. La décomposition en éléments simples donne

1 1
2(n—1) 2(n+1)
Il ne s’agit pas exactement d’une série télescopique. Cependant, on remarque que

1o /1 1 noo]
S”_2,€22<k—1 k+1> ( 1_21<:+1)

Utilisons les changements d’indice ¢ = k — 1 dans la premiere somme et j = k + 1
dans la seconde somme, on a alors

n-li1 ntl] 1 1 1 1
(22‘};]) (o)
Il suffit maintenant de faire tendre n vers +oo pour identifier la somme. On
obtient donc

P
n—l>r—|¥loo _n2n2_1_4-

Remarque.

1 1 o 1 3 , . : :
On a — ~ ety — = —, mais ceci ne donne aucune information
n® — 1 n—+oo n s—onc—1 4

+00 1
sur la valeur de la somme

n=2 TL2

oo ] 2
En fait, il est possible de montrer, par d’autres techniques, que )  —

n=1 n? 6 .



2.6.2 Deuxieme exemple
Considérons la série de terme général u,, = ng", avec ¢ un complexe de module

gl < 1.

On remarque que, pour n € N¥, = — ”Tﬂq. La suite ('“"“l) y. converge vers
n nelN*

|ty |
4l
Comme |q| < 1, d’apres la regle de d’Alembert, la série 3> ng" converge absolument.

On souhaite calculer la somme de cette série. Soit N € N*.

N N N 4
Sy = ng"=> ng"=q) ng"
n=0 n=1 n=1

1
En faisant tendre N vers 400, il vient S = ¢(S + 1 ) soit finalement

+00 q

S: 7127
nz::onq (1—61)2



