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Questions de cours (3,5 points)

1) Si f a un développement limité à l’ordre n ≥ 1 en 0

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + o(xn),

si f est dérivable sur un intervalle ouvert contenant 0 et si sa dérivée f ′ a un développement limité à
l’ordre n− 1 en 0, celui-ci est : f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx

n−1 + o(xn−1).

2) Par définition, il existe une fonction h définie sur un voisinage de +∞ telle que f = gh et limx→+∞ h(x) =
1. En particulier pour n assez grand f(n) = g(n)h(n), avec limn→+∞ h(n) = 1. Les suites (f(n))n∈N et
(g(n))n∈N sont donc équivalentes.

3) On appelle reste à l’ordre n d’une série convergente ∑un vers S = ∑+∞
n=0 un la quantité Rn = S − Sn

où Sn = ∑n
k=0 uk.

Exercice n◦1 (4,5 points)

1) On a ln(1 + X) = X − X2

2 + X2ε(X) et 3
√

1 +X = (1 + X) 1
3 = 1 + 1

3X −
1
9X

2 + X2ε(X) avec
limX→0 ε(X) = 0.

2) On a sin x = x − x3

6 + x4ε(x) donc sin2 x = x2 − x4

3 + x4ε(x) et comme sin2 0 = 0, le théorème de
substitution donne ln(1 + sin2 x) = x2 − 5x4

6 + x4ε(x). D’autre part, cosx = 1 − x2

2 + x4

24 + x4ε(x) avec
limx→0 ε(x) = 0 donc ln(cosx) = −1

2x
2 − x4

12 + x4ε(x) par substitution, puisque cos 0 = 1. Enfin, toujours

par substitution, 3
√

1 + x4 = 1 + 1
3x

4 + o(x4).

3) On déduit de la question précédente que
ln(1 + sin2 x) + 2 ln(cosx)

1− 3
√

1 + x4
= −x4 + x4ε(x)
−1

3x
4 + x4ε(x) = −1 + ε(x)

−1
3 + ε(x)

tend vers 3 quand x tend vers 0.

Exercice n◦2 (5 points)

1) On a 1√
1− x2

= (1− x2)− 1
2 = 1 + x2

2 + 3x4

8 + x4ε(x). Comme arcsin 0 = 0, le théorème d’intégration

assure que arcsin x = x+ x3

6 + 3x5

40 + o(x5).

2) Pour x 6= 0 on a f(x) = arcsin x− x
xarcsin x =

x3

6 + 3x5

40 + o(x5)
x2 + x4

6 + o(x5)
=

x
6 + 3x3

40 + o(x3)
1 + x2

6 + o(x3)
.

Or, 1
1 +X

= 1−X +X2 + o(X2) donc f(x) =
(

x
6 + 3x3

40 + o(x3)
) (

1− x2

6 + o(x3)
)

= x
6 + 17

360x
3 + o(x3)



3) On en déduit f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 et donc f , continue sur [−1, 1]\{0}, est prolongeable
par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Comme f admet en 0 un développement limité à l’ordre 1, ce
prolongement est dérivable en 0 et on a f ′(0) = 1

6 (coefficient de x). Enfin, la position, au voisinage de

0, de la courbe par rapport à sa tangente (d’équation y = 1
6x) est donnée par le signe de f(x) − 1

6x =
17
360x

3 + o(x3). Comme 17
360 > 0, la courbe est au dessous puis au dessus de sa tangente (point d’inflexion).

Exercice n◦3 (3,5 points)

1) Par addition de développements limités à l’ordre 2, on a un = n
(

1
n
− 1

2n2 − 1
n

+ o( 1
n2 )
)

= − 1
2n

+ o( 1
n
).

On en déduit un ∼
n→+∞

−1
2n .

2) Équivalente à une série négative, la série est négative à partir d’un certain rang. En effet un = −1
2n
wn

avec (wn)n∈N qui converge vers 1, et donc à partir d’un certain rang wn est positive.

3) Le théorème d’équivalence s’applique donc et ∑un diverge (car la série harmonique diverge).

Exercice n◦4 (4,5 points)

1) On a un ∼
n→+∞

√
n2

n2. 1
n

= 1 et la série ∑un est donc grossièrement divergente.

2) On a ∀n ∈ N∗, 0 ≤ un ≤
e

n
3
2
et ∑ 1

n
√
n

converge (série de Riemann avec 3
2 > 1) donc ∑un converge

(théorème de comparaison pour les séries positives).

3) On a un ≥ 1. ln(1 + 1
n
) ∼

n→+∞

1
n
. Or, ∑ 1

n
diverge (série harmonique) donc ∑un diverge (théorèmes

d’équivalence puis de comparaison pour les séries positives).


