Licence 2 - Mathématiques 2023-2024

DXl Analyse et Probabilités 3

Eléments de correction du contréle du 24/10/23

|[Exercice n°1 : Vrai ou faux.]

1.

Vrai. Par hypothese f(z) = le(z) ou la fonction ¢ est définie sur un voisinage de 0 et tend vers 1 en 0,
donc f admet [ pour limite en 0 par produit de limites.

. Vrai. Par hypothese f(z) = 2%c,(z) et g(x) = x3ey(x), avec €1, & définies sur un voisinage de 0 et

tendant vers 1 en 0. Alors (f + g)(z) = (€1 (x) + wez(z)) et € (z) + zea(x) tend bien vers 1 en 0.

In(1 2
Vrai. D’une part In(1 + 2?%) ~ 22 car lir% M
T— xr— €x

et produit d’équivalents on obtient f(x) ~y 1.

= 1. D’autre part tan z ~y T donc par quotient
T—

Faux, par exemple les fonctions f et g définies par f(z) = 1 et g(z) = 1 + x sont équivalentes en 0,
mais ont des développement limités différents a I'ordre un, donc aussi a ’ordre trois.

1
Faux, la série harmonique ) — diverge mais son terme général tend vers 0.
n

1
Faux, prendre u,, = 5, par exemple.
n

Vrai. Déja la suite (u,), tend vers 0 car la série Y u,, converge, d’ou In(1+wu,,) 7 Un. Par le théoreme
n o0
d’équivalence pour les séries a terme géneral de signe constant, on en déduit le résultat.

8. Vrai. Sinon la série de terme général v,, = (u,, + v,) — u,, serait convergente.

Faux. La fonction tangente étant impaire, le coefficient d’ordre 6 dans son développement limité doit
étre nul.

|Exercice n°2]

1.

Le développement limité de la fonction sinus en 0 & 'ordre 4 est sinz = z—3/6+o0(z*). Par produit de
développements limités en 0 & I'ordre 4, on obtient sin® z = Ty((z —23/6)?) +o(z?) = 2% —x* /3 +o(x?).
Le développement limité de la fonction cosinus en 0 & 'ordre 4 est cosz = 1 — 2?/2 + x* /4! + o(z?).
Celui de la fonction y — /T +y en 0 a lordre 2 est /T +y =1+ 1y/2 — y?/8 + o(y?).

En posant y = cosz — 1 = —22/2 + 2*/4! + o(x?), on constate que y tend vers 0 en 0. On en déduit

par composition le développement limité de la fonction z — (/cosz = \/ 1+ (cosx—1):

Veosr =1 —2%/4 — 1 /96 4 o(z?).

On remarque qu’on a utilisé le développement limité de y — /1 + y a 'ordre 2 plutot qu’a 'ordre 4
car les termes d’ordre 3 et 4 donnent apres composition avec cos —1 des ordres strictement plus grands
que 4.

Par sommation de développements limités d’ordre 4 en 0, le développement limité du numérateur a
lordre 4 en 0 est a +4 — 3x*/8 + o(x?). Remarquons que le dénominateur est équivalent & x% en 0 (on
utilise e* — 1 ~0 7 et des produits d’équivalents), et donc tend vers 0 en 0. La limite du quotient ne

T—r
peut donc étre finie que si le numérateur tend vers 0 également, donc si a = —4. Dans ce cas, on obtient
—32%/8 + o(x?)
o

que la fonction étudiée est équivalente a = —3/8 4+ o(1) et donc admet effectivement

une limite finie qui vaut —3/8.



|Exercice n°3]

1)Onal1me — 0 =1 et donc lim en = 1. Dememecos( )Wl doncl—cos( )WW>OJr
X—=0 n—-+o0o

et par suite u, —w==— + 00. La série Z u,, est donc grossierement divergente (son terme général ne tend
pas vers 0).

-1 1
Remarque : ) =T~ 0 mais —1) n’a pour autant pas de limite en +00 et donc ne tend ni vers
n _
n

+00 nt vers —oo...

2)OnayI—X=(1-X)2=1— T X+ Xe(X) avec lims(X):() En particulier, 1—v/1—X ~ 1X.On
X—0

X—0

—_

1 1
en déduit w, Neo T (car X = ——=5=>0). Or Z diverge (série harmonique) donc Z — dlverge

et donc Y u, diverge (théoréme d’équivalence pour les séries positives).

1 1
3) On aén(l—i—X) ~ X donc m(1+2%) ~ — (car X = S 0). On en déduit alors :

n——+o0o n,
1

1
Up ~ —— Comme E —; converge (série de Riemann avec 2 > 1), g u, converge
n—+o00 n(n + 2) n%+oo n2

(théoreme d’équivalence pour les séries p051tlves).

Remarques :
o Un développement limité est une égalité... qui devient fausse si l’on perd le reste en cours de route!!
1 1 = 1 1
e — A4 — puisque ”—fwf%l.
2n n—+oo M " 2 2
1 11 1 n+2 11
) — + — ° n 7& ° — ?é *77,2
n?4+2 " n?2 2 n+ 2 n an? © 2

En résumé, il peut étre bon de retravailler les bases de calcul...



