5 Calcul intégral
Linéarisation

Exercice 5.1. Calculer, selon les cas, I'intégrale ou toutes les primitives en précisant sur quels domaines
elles sont calculées.

(a) / (x2+;2>2 dz (b) / (" — ) do (©) /O ¥ in(22) cos(3) da

Exercice 5.2 (Pour s’entrainer). Calculer

(a) /cos4x dz (b) /(x2 +2)? dz (c) /sin(5:z:) -cos(3z) dz

1 1 3
Réponse. (a) cos® z = = cos(4x) + 3 cos(2x) + 3
1 1 3
Donc /cos4 zdr = 3 sin(4z) + 1 sin(2z) + 3% +c,ceR.D=R.
1 4
(b) /(x4+4m2+4) dz = gxs—f— §x3+4m—|—c, ceR.D=R.

(¢) sin(bx) cos(3z) = %(sin(&r) + sin(2z)).

1 1
Donc /sin(5x) -cos(3z) do = ~16 cos(8x) — 1 cos(2z)) +¢,ce R.D=R.

Intégration par parties

Exercice 5.3 (Premiérs exemples). Calculer, selon les cas, I'intégrale ou toutes les primitives en précisant
sur quels domaines elles sont calculées.

(a) /02(x+1)~e”” de (b) /13x2~1n(33) do (©) /\/5.111(\/5) do

Exercice 5.4. Calculer les primitives en précisant sur quels domaines elles sont calculées.
(a) /ln(x) dx (b) /x2 -e® dx (c) /sin(x) €3 dx (d) /w n?(z) dz

Changement de variable

Exercice 5.5 (Premiers exemples). Calculer, selon les cas, I'intégrale ou toutes les primitives en précisant
sur quels domaines elles sont calculées.

(a) / sin(z) - €57 dz (b) /0 R () /Ozx.e@?) do

1+ 22

arcsin x

() / @ de (e) / ;i:fx dz 0 | =

Exercice 5.6. Calculer, selon les cas, 'intégrale ou toutes les primitives en précisant sur quels domaines
elles sont calculées.

™

(a) /M dz (b) /05 cos(z) - sin”(z) dz (c) /0 2 Va3 + 1dz

T

(d) / W tan(z) dz () / e (f) / Wd% da

S
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Exercice 5.7. Calculer les primitives suivantes.

(a) /sing(x) - cos?(z) dx (b) /sinQ(x) - cos®(z) dx (c) /sinz(x) dz

Exercice 5.8. Calculer la primitive suivante :

/ dx
1+
(Indication : Utiliser le changement de variable u = 1 + /7 ; écrire x = (u — 1)? et déterminer dz.)

Exercice 5.9 (Pour s’entrainer). Calculer les primitives suivantes

(1+Inz)?

(a) /ﬁdx (b) /\/%dx (©) /de

(d) /34x-(m2—6)§dx () /% (f) /ﬁdx

1
Réponse. (a)u:10736x;1:m+0,c€R.
1
b)u=1+e".IT=2vV1+e*+c, ceR. (c)uzl—i—lnx.I:§(1—|—lnx)3+c,c€R.
3 1 1
(d)u:m2—6.I:ﬁ(xQ—G)%+c,ceR. (e)u:ln(x).]:—gw+c,ceﬂ£.

flu=1—-22T=—1-22+c,ceR.

Intégration des fractions rationnelles

Exercice 5.10. Calculer

1 xr+3 22 —4r+3
(a)/o CESNE TS (b>/ w_a2p ¥

Exercice 5.11 (Pour s’entrainer). Calculer

(a) /“”32%90 (b) /j“ldx

x+1 x2—2x+1
. ) s - . -2 1
Réponse. (a) Décomposition en éléments simples : T = -T- 14 P
x
3_2 3 2
Donc/xx+1x dx:%—%—m+ln|x+1|+c,c€R.D:R\{—l}.

(b)/:wdx/j L 2 {111(9:1) 2 ]Bln(2)+1.

x2—2rx+1 x—1 (z-1)2 z—1],
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Primitives se ramenant a des primitives de fractions rationnelles

Exercice 5.12. Calculer les primitives suivantes

(a) /arctan(a:) dz. (Indication : intégration par parties avec u = arctanx.)
(b) /x2 In(1 + 2?) dz. (Indication : intégration par parties avec u = In(1 + z2).)

(c) /% dz. (Indication : changement de variable u = 2 4 sinz.)
sin z

d
(d) / fxx (Indication : changement de variable u = e®.)
e + e

Exercice 5.13 (Pour s’entrainer).

(a) (i) Déterminer les primitives de f(x) = (Indication : division euclidienne).

1+ a2

(ii) Utiliser une intégration par parties avec u = arctanz pour évaluer [ x? arctan(zr) dx.
2

. (Indication : éléments simples).

(b) (i) Déterminer les primitives de f(x) = o

(ii) Utiliser une intégration par parties pour évaluer [In(z? —1) dz.

3
1
Réponse. (a) (i)ﬁ:w :c2—|—1 /f fx —fln( +1)4¢ ceR.
1 1 1
(ii) §x3arctan(x)—§/1j_m2 dz = gx 3 arctan(z )—6[:5 —In(z? +1)]4+¢c,ceR.D=R.
—222 1 1 —222 z+1
b) (i =-2 — . de = -2 1 .
® 0 Z5 Ter x—l/x2—1 ’ x+nx—1‘+c

2

1
dr = zIn(z*—1)—22+In i+

(11) u = 1n(;1;2—1)’ ’Ul =1: /11’1(.1‘2—1) dr = J)h’l(l‘z—l)_Q/ xzx_ 1 —1 ‘—1—0,

ceR.D=R\ {1}
(Variante : on utilise [In(z) dz = zIn(z) — z et In(z? — 1) = In(z — 1) + In(z + 1), ....)

Resumé des techniques d’intégration

Exercice 5.14. Calculer les primitives suivantes.

(a) / () o, (b) / @ dz () / L

x er

(d) / 221+ a3 da (e) / cos® x d (f) / :C(in';m)g dz

1
(2) /sin3 x dz (h) / 3212 (i) / Va2 Inz dz
Exercice 5.15 (Pour s’entrainer). Calculer
(a) / (e® + 67230)2 dz (b) sinz V1 + cosz dz
/ V1i+lnz q
x

(c) /arcsinx dz (d)

Réponse.
(a) Linéarisation : f(z) = €*” +2e % + e . F(z) =1 e —2e " — 1 * 4 ¢, ceR.

2
(b) u=1+cosx : F(z) = f§(1+cosz))3/2+c, ceR.
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(¢) u=arcsinz, v =1. [arcsine dz = warcsinz + V1 — a2 +¢, c € R.

/Vl—i—lnx 2 3
xX. 7(31 2
T

(d) u=1+1In x:§(1—|—lnm) +c,ceR.

Exercice 5.16 (Pour s’entrainer). Calculer en utilisant une intégration par parties :

(a) / xcos®(z) dz. (Indication : commencer par linéariser cos?(x).)

(b) /(x + 1)e® In(x) dz. (Indication : v’ = (x + 1)e*.)

Réponse. (a) On utilise d’abord cos? x = 1/2(14cos(2x)). Une intégration par parties donne / xcos(2x) do =
1 1
22 sin(2z) + 1 cos(2z).

1 1 1
Conclusion : [ xcos*(z) dz = ZmQ + 1% sin(2z) + 3 cos(2z) +¢, ce R. D =R.
(b) v’ = (z + 1)e* donne (déja vu, sinon intégration par parties) u = ze® et v = Inz donne v/ = 1/x.

On obtient /(x + 1) In(z) dz = ze® In(z) — e” + ¢, ¢ € R. D =|0, +00].

Exercice 5.17 (Pour s’entrainer). Calculer les primitives suivantes.

3+ 22 + 2z
e M |
(a) /x3+:c27x—1 *

dx
b _
() /1—|—3e””—|—262“7

1
(c) / T da. (Indication : v/ = ——.)

cos?x cos?x’
3+ 2 + 2z 3z41 1 1 1
R, . _ =1 — =1 — .
eponse. () w42 —z—1 +(a:71)(:c+1)2 +a:71 x+1+(:c+1)2
x4+ 2% 4+ 22 r—1
— T T dr=a2+1 - cER.D=R)\{+1}.
/$3+x2—x—1 SE R e R I \ L
d d
(b) u=¢€%, z =1nu, dle/udu.I:/ a: :/ u .
1+ 3e® 4 2e2= w(u+1)(2u+1)
—— _ T = In{ —— ,ceR.D=R.
w(u+1)(2u+1) u+u+1+2u+1 z+n<(2e$+1)2>+cc

x sin x
(c)/ 3 dz::a:tanx—/ dz =xtanx + In|cosz| + ¢, ¢ € R.
cos? x CoS T

D=R\{n/2+kr|kelZ}
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