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1 TD1

1.1 Exo1

Exercice 1.1. Pour chacun des couples suivants (ensemble, loi de composition), justifier
s’il s’agit ou non d’un groupe.
1. (Q,*) avec a*b=a+ b+ aab et a € Q.
2. ({Ae Mz(Z) | det(A) # 0},-), ou - est la multiplication usuelle pour les matrices.
3. (Z[X],+) (addition usuelle des polynomes).

Démonstration. 1. Si a = 0 c’est un groupe, mais si a # 0, alors ’élément a = %1 n’a

pas d’inverse.
2. C’est le groupe des inversibles que 1'on note Gl,(C). On vérifie les divers axiomes
de groupe.
(a) La loi est interne, car si det(A) # 0 et det(B) # 0 alors det(AB) # 0.
(b) La loi est associative.
(c) L’élément neutre est la matrice identité.
(d) Tout élément est inversible.
On remarquera par contre que le groupe n’est pas commutatif.
3. C’est un groupe, il s’agit & nouveau de vérifier les divers axiomes.
(a) La loi + est une loi de composition interne.
(b) La loi + est associative (cela découle du fait que + sur Z est associative).
(c) L’élément neutre est I'application 0 : E — Z,x — 0, et 'on vérifie que f + 0 =
0+f=1f.
(d) L’inverse de f est donné par g: E — Z,z — —f(x).
(e) Le groupe est de plus abélien, cela découle du fait que (Z,+) est abélien.

1.2 Exo 2

Exercice 1.2. Soit (G, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative.
On suppose de plus que :
1. * admet un élément neutre a droite (il existe e € G tel que pour tout = € G, on ait
THe=zx)
2. tout élément z € G admet un symétrique a droite (i.e pour tout = € G, il existe
' € G tel que zx1' =e).
Montrer que G est un groupe (on pourra commencer par montrer que 'inverse a droite est
aussi un inverse a gauche).

Démonstration. Soit x € G, il existe 2’ € G tel que x * 2’ = e. On va montrer que z’ est
aussi 'inverse a gauche de . De plus, il existe 2” € G tel que 2’ * 2”7 = e. Par associativité
r=xxe=uxx (' x2") = (r+2)x2" =ex2” Onadonca’ *zx =2a"%(=x2") =
(' xe)x 2" = 2’ 2" = e. On a bien montré que pour tout x € G il existe 2’ € G tel que
zxx =2 xx =e.

Montrons maintenant que zxe = exx = x. Or exx = (z*2')xx = z*(2'xx) = T*e = 2.

Contre exemple : (N, *) ot a * b = a’. Alors * est bien une loi de composition interne
non associative, qui vérifie 1) et 2) puisque a * 1 = a' =aetax0=a =1 pour tout
a € N avec la convention 0 = 1. O



1.3 Exo 3

Exercice 1.3. Soit X un ensemble de cardinal | X| = 4. Décrire toutes les lois de compo-
sition sur X qui en font un groupe.

1.4 Exo 4

Exercice 1.4. Soit (G, %) un groupe dont tous les éléments vérifient g% = e.
1. Montrer que G est abélien et donner un exemple d’un tel groupe (non réduit a un
élément).
2. Montrer que si G est fini, alors le cardinal de G est une puissance de 2 (Indication :
Montrer que G est muni d’une structure de Z/2Z espace vectoriel.)

1= ¢. Si I’on se donne

Démonstration. 1. La condition g% = e peut aussi se réécrire g~
g,h € @G, alors gh = g~ 'h™! = (hg)~! = hg. Donc G est commutatif.

2. Le groupe quotient Z/2Z et plus généralement les groupes (Z/2Z)" sont de tels
exemples. En fait, on peut montrer grace au théoréme de structure des groupes
abéliens et de la question suivante que ce sont les seuls.

3. On munit G d’une structure de Z/2Z-espace vectoriel de la maniére suivante :
Z/2Z x G — G,(a,g) — ¢g* On vérifie que les axiomes d’espace vectoriels sont
vérifiés, en particulier, si a,b € Z/2Z et g,h € G que :

(a) Lg=g' =g
(b) a(g*h) = (g*h)® = g*=*h® = (a.g) * (a.h)

() (ab).g = g** = (9")" = a.(b.g)

(d) (a+b).g = a.g=b.g. Dans ce dernier point, il faut étre attentif car 1+ 1 = 0 dans
Z/2Z. On vérifie donc que 1’égalité est vérifiée pour toutes les valeurs possibles
de a et b et en particulier que ¢° = e = ¢!t = g1 « ¢! = ¢2. Ce qui n'est
vérifié que parce que g?> = e pour tout élément g € G.

Par ailleurs G est fini, donc en particulier de dimension finie n (il posséde une

famille génératrice finie constituée de tous les éléments de GG). On en déduit que G

est isomorphe en tant que Z/2Z-espace vectoriel a (Z/2Z)", ce qui prouve que le

cardinal de G est une puissance de 2.
O

1.5 Exo 4 bis

Exercice 1.5. Soient G un groupe et g € G. On définit une nouvelle loi par  *y = xg~'y.
Montrer que (G, *) est encore un groupe et préciser le neutre et 'inverse d’un élément de
G.
Démonstration. Vérifions que # vérifie les propriétés d’une loi de groupe.

1. Puisque G est un groupe = est bien une loi de composition interne.

2. La loi = est associative. Soient x,y,z € G :
wr(yxz)=xxyg ly=ag Yy 2= (rxy) =z
3. La loi * admet un élément neutre qui est g.
Txg= xg_lg =x
g*nggflxza:.
4. Tout élément z admet un inverse pour la loi * qui est gz~ 'g.
zrgrlg=xg lgr g =g
grlgwx =galgg e =g

Donc (G, #) est un groupe. O



1.6 Exo 5

Exercice 1.6. Soit (G, *) un groupe.
1. Si pour tous g,h € G on a (gh)~! = g~ 'h~!'. Montrer que G est abélien
2. Si pour tous g, h € G on a (gh)? = g?h?. Peut-on conclure que G est abélien ?

3. On consideére le groupe G < GL3(Z/3Z) formé des matrices triangulaires supérieures
avec des 1 sur la diagonale. Montrer que pour tous g € G on a g% = 1 (en particulier
(gh)? = g3h3 pour tout (g,h) € G?). Le groupe G est-il abélien ?

Démonstration. 1. La formule nous donne en particulier ((gh)~1)~! = (¢g~th=1)~Y
d’ott gh = (h"1)"1(g7!)~! = hg. Ainsi G est commutatif.
2. En développant 1’égalité on obtient ghgh = (gh)? = g?h%. On multiplie a gauche
par g~ ! et a droite par h~! pour obtenir hg = gh. Donc G est commutatif.
3. On peut trouver des groupes GG non commutatifs vérifiant cette hypothése. Soit G
Pensemble des matrices triangulaires supérieures de Gl3(Z/3Z) dont la diagonale
est unitaire.

1 a b 1 3a 3b+ 3ac
Si g=10 1 cfalors =10 1 3c = Ids
0 0 1 0 0 1

Donc tout élément de G vérifie g> = Id donc en particulier (gh)? = ¢g3h3. Cependant
G n’est pas commutatif, en effet :

1 20 1 1 2
010 01 1|]=10 11
0 01 0 01 0 01
alors que
1 0 1 0 1 20
0 1 1 01 0J=10 11
0 1 0 1 0 1
O
1.7 Exo 6
Exercice 1.7. 1. L’ensemble {—1,0,1} est-il un sous-groupe de (Z,+)?

2ikm

2. Soit n = 1. Montrer que U,, := {e » | k € N} est un sous-groupe fini de (C*,-).
Montrer que la réunion des U,, forme un sous-groupe de C* qui est infini mais dont
tous les éléments sont d’ordre fini.

3. Soit p un nombre premier. Montrer que {a + ib,/p | (a,b) € Z} est un sous-groupe
de (C,+) et que {a +iby/p | (a,b) € Q*} est un sous-groupe de (C*,-)

Démonstration. 1. {—1,0,1} n’est pas un sous-groupe de (Z, +) car il ne contient pas
1+ 1 = 2. Par contre, il s’agit bien d’un sous-groupe de (Q*,-) (les axiomes sont
facile a vérifier).

2ikm

2. Les axiomes de sous-groupes sont faciles a vérifier. Soit x = e » € U,. On note
m = 1 lordre de x. Puisque 2™ = 1, cela implique kTm € N. Puisqu’il s’agit de 'ordre
de z c’est le plus petit entier m non nul tel que kTm € N. On note d = pged(n, k).
Ainsi, si %” € N, il existe a € N* tel que mk = an, soit encore m% = ay. En
particulier 7 divise m% et est premier avec g. Donc % divise m. Puisque m est le
plus petit entier tel que kT’" € N, la condition précédente impose que m = %. Donc
lordre de x est m.

Le groupe U = u,>1U, est un groupe infini dont chaque élément est d’ordre fini.

I peut aussi étre interprété comme le quotient Q/Z.



3. Il faut vérifier les axiomes un par un de maniére pédestre. Pour le deuxiéme exemple,
on pourra utiliser le fait que (C,-) est un groupe. On attire cependant l’attention
sur le fait qu'il faut bien vérifier que 'inverse de a + ib,/p ot a,b € Q™ est m —

im\/ﬁ qui est bien défini et un élément de {a + ib\/p | (a,b) € Q, ab # 0}.

O

1.8 Exo 6 bis

Exercice 1.8. On considére I'ensemble H = {z +yv/3 | zeN, ye Z, 22 —3y% = 1}.
1. Montrer que H est un sous-ensemble de R .

2. Soient u,v deux éléments de H. Montrer que leur produit uv (au sens du produit
usuel sur R) est dans H.

3. Soit u un élément de H, montrer que % est dans H.

4. En déduire que H est un sous-groupe de (R%, x).

Démonstration. 1. 11 s’agit de montrer que pour tout z,y € R, on a = + yv/3 € R .
Soit encore que > —y+/3. Comme 22 — 3y? = 1 alors 22 > 3y, ce qui implique
que > —/3y.

2. On constate que le produit wwv s’écrit bien sous la forme x + y\f Si l'on note
zZ=x+ yx/g et z =x — yx/g on constate que la condition z? — 3y = 1 se réécrit
2z = 1. Ainsi wouw = wvuv = uuwvv = 12 = 1. (Il faut néanmoins vérifier que
uv = uv.

u

3. Remarquons que 1/u = ;= = u puisque vz = 1. Or @ € H puisque u = u.

4. On vérifie encore que 1 € H, et on a alors vérifié que H est un sous-groupe de R% .

O

1.9 Exo 7

Exercice 1.9. Soit H une partie non vide d’un groupe G qui est stable par la loi de groupe
(9,h € H= gh e H). Montrer que, si H est finie, H est alors un sous-groupe de G. Donner
un exemple de couple (G, H) avec H multiplicativement stable mais ot H n’est pas un
sous-groupe de G.

Démonstration. La loi sur H déduite de la loi de groupe sur G est une loi de composition
interne associative. Si I’on note e ’élément neutre de GG, on va montrer que c¢’est un élément
de H. Soit h € H, et soit fr: N* — H,n +— h". Puisque I’ensemble H est fini, la fonction
fn n’est pas injective. En particulier, il existe deux entiers n < m tels que ™ = h"™. Puisque
h € G qui est un groupe, il admet un inverse h~'. En multipliant 1’égalité précédente par
h™", on obtient A"~ "™ = e ou m —n > 1. Ainsi e € H et tout élément h de H posséde un
inverbe qui est AL

Finalement H est un sous-groupe de G.

Contre-exemple : N est une partie de (Z, +) stable par addition mais n’est pas un
sous-groupe de Z. O

1.10 Exo 8

Exercice 1.10. Montrer en exhibant un exemple que la réunion de deux sous-groupes
n’est en général pas un sous-groupe (on peut aussi montrer que si H et K sont deux sous-
groupes d’un groupe G, alors H u K est un sous-groupe si et seulement si K < H ou
Hc K).

Démonstration. 1. Sans perdre de généralité, on peut supposer que H < K. Alors
H u K = K qui est bien un sous groupe de G.



Réciproquement, supposons que K ¢ H et H ¢ K. Alors il existe x € H mais
r¢ Ketye K maisy ¢ H. En particulier x,y € H u K mais zy ¢ H U K. En effet,
si tel était le cas, alors on aurait par exemple zy € H, ce qui impliquerait y € H
puisque x € H, ce qui est absurde. Donc H u K n’est pas un groupe.

2. Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G tels que G = H u K, alors par
la question précédente, on a H < K ou K < H. Sans perte de généralité, on peut
supposer H ¢ K. Alors G = K U H = K. Donc G ne peut pas étre la réunion de
deux sous-groupes propres.

3. On prend G = Z, H = 2Z et K = 37, alors 2Z v 3Z n’est pas un sous-groupe de
Z puisque 2 et 3 sont dans € 2Z U 3Z mais pas 2+3=5.

O
1.11 Exo 9
Exercice 1.11. En considérant les matrices
0 -1 0 1
A._<1 ; ) ot B.—(l 1>,
montrer que le produit de deux éléments d’ordres finis ne I’est pas nécessairement.
Démonstration. On constate que A* = id et que B® = id. Cependant
1 -1 . (1 —n
= (b )= (b7
O
1.12 Exo 10
Exercice 1.12. On considére G un groupe fini.
1. Montrer que si |G| est pair, alors G contient un élément g # 1 avec g2 = 1.
2. Montrer que, si G contient un élément d’ordre 2, alors il est d’ordre |G| pair
Démonstration. 1. On apparie les éléments de G. A un élément g € G, on associe la
paire B, = {g,g7'}. L’ensemble E, est de cardinal 2, sauf si ¢ = 1 ou si ¢* = 1,
de plus G = Ugeqly. Soient g1,---,g, € G tels que pour tout entiers 4, j on ait
Eg nEy = & et G = ui_1Ey,. Sans perdre de généralité, on peut supposer que

g1 = 1. Ainsi

r

T
’G| =2n = Z ’E91’ =1+ 2 |E91|
=2

i=1
Donc il existe un j # 1 tel que |Ey,| = 1. En particulier g]2~ =1
2. Si le théoréme de Lagrange est vu, c’est une application directe.

Démonstration sans Lagrange : On note h un élément non trivial tel que h? = 1.
Pour g € G, on pose £y = {g, hg}. On constate que G = UgeqEy et que EgnEy #

si et seulement si £y = Ey . On choisit donc g1,--- , g, € G tels que
G = U?:lEgz‘
et By, n By, # . Ainsi
n
G| = ) ||
i=1
Puisque tous les Fy, sont de cardinal 2, on obtient bien que le cardinal de G est

pair.
0l



1.13 Exo 11

Exercice 1.13. Quel est le sous-groupe de R* engendré par I’ensemble des nombres
premiers ? Montrer que (Q*,-) n’est pas de type fini.

Démonstration. Montrons que le sous-groupe de R* engendré par ’ensemble des nombres
premiers noté P est Q*. En effet, tout élément de Z\{0} s’écrit comme produit de nombres
premiers, donc ensemblistement Z\{0} — P. Puisque P est un sous-groupe de R*, il faut
que tous les éléments de Z\{0} aient un inverse. On obtient alors Q* < P. Et comme Q*
est un groupe, on a égalité puisque P est le plus petit sous-groupe de R* engendré par
I’ensemble des nombres premiers.

Montrons que (Q*,-) n’est pas de type fini. Supposons par ’absurde que

Q" ={g1,+ 1 gn) = (E).

Quitte & rajouter & E les dénominateurs des g;, on peut supposer que g; € Z. Quitte a
rajouter au systéme de générateurs F les diviseurs premiers des g; on peut supposer que
les g; sont premiers. Choisissons alors un nombre premier p qui n’apparait pas dans F.
Alors ce nombre dans dans Q* mais ne peut pas s’écrire comme produit des éléments de
E (qui sont premiers et différents de p). O

1.14 Exo 12

Exercice 1.14 (Groupe des quaternions).
Soit les éléments de GL(2, C) suivants :

(08 () ()

Nous notons 1 la matrice identité de GL(2, C).
1. Montrer que : I? = J? = K? = [JK = —1.

2. En déduire que {id = 1,—id = —1,1,—1,J,—J, K, —K} est le groupe d’ordre 8
engendré par I, J et K. Vérifier qu’il n’est pas abélien. Ce groupe est appelé groupe
des quaternions et on le note Qs.

3. Donner la liste des sous-groupes de Qg.

Démonstration. 1. Les calculs sont immédiats.

2. A Taide de la question 1. on vérifie que tout élément admet un inverse dans cet
ensemble (par exemple I~! = —I) et que I'ensemble est stable par produits : I.J =
K JI=-K,IK=—-J, KI=J,JK =1, KJ = —1. Cela prouve aussi qu’il n’est
pas abélien.

3. Par le théoréme de Lagrange, on ne pourra trouver que des sous-groupes d’ordre 1,
2, 4 ou 8 (le sous-groupe d’ordre 8 étant Qg).

Le sous-groupe d’ordre 1 est 'identité.
Celui d’ordre 2 est {id, —id}.
Il y a plusieurs sous-groupes d’ordre 4 qui sont ceux engendrés par id et n’importe
quel autre élément différent de —id a savoir : {id, —id, I, —TI}, {id,—id,J,—J},
{id, —id, K, —K}.

O

1.15 Exo 13

Exercice 1.15 (Groupe libre). Soit X un ensemble. A tout élément 2 de X, on associe un
symbole 1. Et 'on note X! I’ensemble des 2! pour z parcourant . On va construire
un ensemble G(X) de la maniére suivante : un élément de G(X) est un mot, c’est-a-dire



une suite finie d’é¢léments de X U X ~!ne comprenant aucune séquence de deux termes
consécutifs de la forme zz~! ou 7'z pour x € X. On va ajouter une loi de composition
interne sur G(X). On multiplie deux éléments (ou mots) de G(X) en les concaténant puis
en le réduisant, c’est-a-dire en éliminant les séquences zz~!' ou 2 'z que l’on rencontre.
On va définir I’élément neutre de G(X) comme étant le mot vide.

1. Montrer que G(X) avec la loi ainsi définie est un groupe.

2. Soit f: X — G une application ensembliste, montrez que I’on peut définir un mor-
phisme de groupe f : G(X) — G qui vérifie f(z) = f(z) pour tout = € X.

1.16 Exo 14

Exercice 1.16. Soit G un groupe. On appelle centre du groupe et I'on note Z(G) := {x €
G | Yy € G,zy = yx}. Montrer que Z(G) est un sous-groupe abélien de G et que si G
posséde un unique élément d’ordre deux, alors cet élément est dans Z(G).

Démonstration. On va montrer que Z(G) vérifie les axiomes des sous-groupes.

1. SiT'on note e I’élément neutre de G, il appartient & Z(G) car le neutre commute,

par définition, a tout élément de G.
2. Soit z € Z(G) et y € G, alors zy = yx, donc en multipliant & gauche et & droite par
=1 on obtient yz~! = 27 !y. Ce qui prouve que z7! € Z(G).
1 1

3. Soit maintenant z € Z(G) et y € G. Alors zx ™'y = zyz~! = yzz~!, ce qui prouve
que zx~1 e Z(G).
Ainsi Z(G) est bien un sous-groupe de G.
On suppose de plus que G posséde un unique élément d’ordre 2 noté x. Soit y € G,
alors :
(v ley)? =y layy ey =y Py =y ly =e.

1 1

Comme z est 'unique élément d’ordre deux, on a alors y ™ zy = eouy ™ xy = x. Le premier

cas est impossible puisqu’il implique que x = e. Le deuxiéme cas implique zy = yx. Donc
ze Z(QG). O
1.17 Exo 15

Exercice 1.17. Soit

F::{G): g) |z e R*}.

Montrer que I muni de la loi de multiplication pour les matrices est un groupe mais que
ce n’est pas un sous-groupe de Gla(R). Vérifier que I' est isomorphe au groupe (R*, ).

Démonstration. Soient x,y € R*.

G o)) (0 %)

La multiplication est une loi de composition interne dont 1’associativité découle de I'asso-
ciativité de la multiplication sur R*. L’élément neutre est donné par

(o)

et I'inverse de

est



Donc (T, -) est muni d’une structure de groupe mais ce n’est pas un sous-groupe de Gla(R)
car ils n’ont pas le méme élément neutre.
On considére le morphisme de groupe :

p: R* — r
N EA
0 0/

Par définition de I, le morphisme ¢ est surjectif. Il est injectif car si I'on prend x € Ker(y),

on a ¢(x) = <(1) (1)> si x = 1. Donc ¢ est un isomorphisme de groupe. O

11



2 TD2

2.1 Exo1l

Exercice 2.1. Etant donnée une matrice a¢ nous notons

ta sa transposée. Pour chacune

des applications suivantes, décider si elle est un morphisme et, dans le cas oil c’est un
morphisme, décider si celui-ci est injectif, surjectif et s’il est un isomorphisme. n > 2

1.

AN Sl o

[: Mp(R),+) > (M,(R),+), a — a+ ‘a.
f: GL,(R) — GL,(R), a — ta.

f: GL,(R) — GL,(R), a > ta™!.

f: GL,(R) —> R*, a — det(a).

f: C* > R* 2z |z|.

Démonstration. 1. Soient A, B € M, (R), alors f(A+ B) = (A+ B) + (A + B)! =

f(A) + f(B). L’application f est donc un morphisme de groupe. Le morphisme f
n’est pas injectif car n’importe quelle matrice antisymétrique est dans le noyau.
Le morphisme f n’est pas surjectif car son image est incluse dans ’ensemble des
matrices symétriques.

. L’application n’est pas un morphisme de groupe. Si I’on choisit A et B deux matrices

qui ne commutent pas entre elles f(A'B') = BA # AB = f(A") f(B?!). Par exemple
dans GL2(R) on peut choisir

0 1 11 0 1 11
A= (1 0) ot B = <0 1),,43: <1 1),3,4: (1 0)
C’est un morphisme de groupe. En effet,
f(AB) ="(AB)™' ="A"B™! = f(A)f(B)

C’est un isomorphisme car f? = id.

. Soient A, B € GL,(R). Puisque le déterminant vérifie det(AB) = det(A) det(B),

alors f est un morphisme de groupe Le morphisme est surjectif car si x € R* et
si A = Diag(z,1,---,1), alors det(A) = z. Par contre, le morphisme n’est pas

injectif car <(1) (1]> et <(1) (1)) ont le méme déterminant (égal a 1). En dimension

supérieure a deux, on effectue une variation de cet exemple en complétant la matrice
par l'identité.

. Soient z,y € C*, alors |xy| = |z||y|. L’application f est donc un morphisme de

groupe. Le morphisme n’est pas surjectif car —1 ¢ f(C*) et il n’est pas injectif car
| =1 =1].
O

2.2 Exo 2

Exercice 2.2. Soit ¢: G; — G2 un morphisme de groupes.

1.

2.

Si g est un élément d’ordre fini de G, montrer que 'ordre de ¢(g) divise 'ordre de
g.

On suppose que 1 est engendré par ’ensemble de ses éléments d’ordre 2 et que Go
est fini, d’ordre impair. Montrer que ¢ est trivial.

Démonstration. 1. Notons n lordre de g. Alors ¢(9)" = ¢(9") = ¢(1) = 1. Ainsi,

Pordre de p(g) divise n.

12



2. Puisque ¢ est un morphisme de groupe, il suffit de le déterminer sur une partie
génératrice de G1. Soit g € G un élément d’ordre deux. D’aprés la question précé-
dente, ¢(g) divise 'ordre de g a savoir 2. Donc l'ordre de ¢(g) est 1 ou 2. Or cet
ordre ne peut pas étre 2 puisque cela impliquerait que Go est d’ordre pair. Donc
©(g) = 1. Finalement le morphisme ¢ est trivial.

O

2.3 Exo 3.a

Exercice 2.3. 1. Soit G un groupe a 4 éléments. Montrer que G est isomorphe soit
au groupe cyclique Z/4Z, soit au groupe de Klein Z/2Z x Z/2Z.

2. Soit E un ensemble & 4 éléments. Déterminer toutes les lois de composition sur F
qui en font un groupe (il y en a 16).

Démonstration. 1. Il faut faire la table du groupe. On note {1, a, b, ¢} les éléments de

G. Soit a = b™! (ou a = ¢! mais a ce stade b et ¢ sont interchangeables).

Sia =0b"1, alors ¢! = ¢. On vérifie alors que a® = ¢ car a® = a est impossible ainsi

que a? = a~! (car on aurait a® = 1 ce qui est impossible car 'ordre d’un élément
3 1

doit diviser 'ordre du groupe). On en déduit alors que a®> = a™".
| Lt ]a[a [a]
1 a a® a7t
a a a’> a7 1] 1
a’ a> a7 t] 1 a
atfat] 1 a a’

Ce qui est la table du groupe Z/4Z

I ce qui nous raméne au cas précédent, soit b = b1

Sia = a""', alors soit b = ¢~
auquel cas ¢ = ¢~ . Alors ab = ¢ car le cas ab = a implique b = 1, le cas ab = b
implique @ = 1 et le cas ab = 1 implique a = b~ = a, ce qui sont tous des cas

absurdes. On montre de la méme maniére que ba = ¢,ac = ca = b,bc = cb = a.

|1lalb]|ec]

QS|
Mo~ fe
ISER el Bl K=
=l S0 llo

QS|

Ce qui est la table du groupe Z/2Z x Z/2Z.

2. Notons {e1, es, e3,e4} les éléments de E. Il y a deux types de tables de groupe, ce
sont celles ci-dessus. Il s’agit déja de choisir parmi les éléments de F, un élément
pour jouer le role de I’élément neutre ce qui donne 4 possibilités. Ensuite dans le
cas isomorphe a Z/4Z, il faut choisir un autre élément de E pour jouer le role de
a, ce qui donne 3 possibilités. Il y a donc 12 possibilités de loi de composition qui
donnent un groupe isomorphe a Z/4Z.

Dans le cas Z/2Z x Z/27Z, il n’y a aucun autre choix a faire que le choix de I’élément
neutre. Ce qui donne 4 possibilités.

On a donc 16 possibilités en tout.

24 Exo3

Exercice 2.4. Soient g et h deux éléments d'un groupe G.
(a) Montrer que les éléments g, g~ !, hgh™! ont le méme ordre. Plus généralement, si
¢ € Aut(G), montrer que ¢(g) et g ont méme ordre.

13



(b) Montrer que gh et hg ont le méme ordre.

(c) Soit n un entier. Exprimer l'ordre de g™ en fonction de celui de g.

(d) On suppose que gh = hg, que {(g) N (h) = {1} et que g et h sont d’ordre fini n et
m respectivement. Exprimer 'ordre de gh en fonction de n et de m.

Démonstration. (a) Soit g € G d’ordre n. On note m I'ordre de g~ ! et k celui de hgh™?.
Alors (971" = (¢")~! = 1, donc m|n. On peut inverser les roles de g et g—'. Ainsi

g™ = ((g7")™)~! = 1. Donc n|m. Finalement g et g~! ont le méme ordre.

Par ailleurs (hgh™!)" = hg"h~! = 1. Donc k|n. Et g¥ = h='(hgh™")*h = 1. Donc
nlk et les éléments g et hgh™! ont le méme ordre.

Plus généralement, soit ¢ € Aut(G). On note m l'ordre de p(g) Alors p(g)" =
©(g™) = 1. Donc m|n. Et ¢™ = ¢~ (¢(9)™) = 1. Donc n|m. Ainsi g et ©(g) ont le
méme ordre.

(b) On note n l'ordre de hg et m l'ordre de gh. Puisque (hg)"™ = 1 en multipliant a
gauche par g et a droite par h on obtient (gh)"*! = gh. Soit encore (gh)" = 1.
Ainsi m|n. De la méme maniére, on montre que n|m, ce qui prouve que gh et hg
ont le méme ordre.

(c) On note k l'ordre de g. Montrons que o(g") = m. Puisque pg%(knk)%, alors
k
on a bien (g")recd(nk) = 1, soit encore 0(g")|pg+(nk). Soit maintenant un entier

m > 0 tel que (¢™)™ = 1. Puisque k est 'ordre de g 'on a k|nm, soit encore, il
existe a € N* tel que mn = ak. On a méme m Ainsi puisque

n =a k
pged(n,k) — ' pged(n,k)
sont premier entre eux, on en déduit que ¢|m Ceci vaut

’ pged(n,k)

_ k
" pecd(n.k) -

n k
pacd(m k) €t pacd(mk)

en particulier si m = o(¢"). Finalement, I’on a bien montré que o(g")

(d) On va montrer que o(gh) = ppcm(n, m). On remarque que

(gh)ppcm(n,m) _ hppcm(n,m)gppcm(n,m) -1

(puisque g et h commutent. Ainsi o(gh)|ppcm(n, m). Par ailleurs soit k£ > 0 tel que
(gh)* = 1. En particulier g*h* = 1 donc g* = h=*. Ainsi ¢* € (g) n (h) et donc
g* = 1. De méme hF = 1. Ainsi n|k et m|k ce qui implique que ppcm(n,m)|k.
Finalement on a bien montré que o(gh) = ppecm(n,m)

O

2.5 Exo 4

Exercice 2.5. Soit ¢ un morphisme d’un groupe fini (G, %) vers (C*, x). On suppose que
 n’est pas une application constante. Calculer

> o(x)

zelG

Démonstration. Puisque ¢ n’est pas une application constante il existe y € G tel que

o(y) # 1.
Do) =) elry) = > elzy) = o(y) Y, ()
zeG zyeG zeG zeG
On en déduit donc, puisque ¢(y) # 1 que >, p(z) = 0. O]
zelG
2.6 Exob

Exercice 2.6. Soit G un groupe tel que Aut(G) = {1}. On veut montrer que G est d’ordre
au plus deux.

1. Montrer que G est abélien.

1

2. En déduire que g — g~ est un automorphisme de G.

14



3. En déduire que G a une structure d’espace vectoriel V' sur le corps Z/2Z a deux
éléments.

4. Montrer qu'une application Z/2Z-linéaire inversible de V' est un automorphisme de
G. En déduire que G est un espace vectoriel de dimension 0 ou 1.

Démonstration. 1. Soit y € G, alors g: G — G,z — y~lzy est un automorphisme de
G. Ainsi y~lzy = 2 ce qui implique que G est abélien.

2. Soit z,y € G, alors (zy)~! =y ta! 1

est un automorphisme de G.

1

= afly* car (G est abélien. Donc g — g~

1

3. Une fagon de le voir est de remarquer que si g — ¢~ est un automorphisme de G
alors pour tout élément z € G, on a © = ! et reprendre un exercice du TD1.

4. Soit ¢ une application Z/2Z-linéaire inversible de V. Puisque c’est une application
linéaire, alors elle vérifie pour tous z,y € G, ¢(xy) = p(x)p(y). Puisque 'application
est Z/2Z-linéaire alors ¢~ !(z) = p(x~1). Donc ¢ est bien un automorphisme de G.
Finalement, si G est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2,
on peut construire une application Z/2Z-linéaire en effectuant un changement de
coordonnés. Ce qui est absurde puisque Aut(G) = {1}. Donc G est espace vectoriel
de dimension 0 ou 1.

O

2.7 Exo 6

Exercice 2.7. Soient G un groupe et H un sous-groupe. On définit les classes a droite de
H dans G comme les classes d’équivalence de la relation z ~g y < zy~' € H et les classes
a gauche comme étant celles de la relation . ~p y < y 'z e H.

1. Montrer que les classes & gauche sont de la forme gH avec g € G et que les classes
a droite s’écrivent Hg.

1

2. Montrer que l'application gH — Hg™ " est une bijection de ’ensemble des classes a

gauche sur celui des classes a droites.

3. En déduire que les ensembles quotients de ces deux relations ont méme cardinal.

Démonstration. 1. Soit g € G, montrons que éléments dans la classe a gauche de G
sont exactement les éléments de gH. Si x € gH, alors il existe h € H tel que = = gh,
soit encore ¢g~'x = h € H. Donc = ~7, g. Réciproquement, si x ~, ¢ alors il existe
h e H tel que g~ 'x = h, soit encore x = gh € gH. Ce qui prouve que les classes &
gauche sont de la forme gH avec g € G.

La preuve pour les classes & droite est la méme.

2. On note f I'application d’ensemble qui envoie gH sur Hg~'. Montrons que f est
injective. Si Hg=! = Hx~! alors g~! et 27! représentent la méme classe & droite.
Donc ¢! ~g 271, On peut encore le réécrire sous la forme g~ 'z € H. Puisque H
est un sous-groupe de G ceci est équivalent & xg~!' € H, soit encore z ~p g. Donc
f est injective.

Par ailleurs f est surjective. En effet si g € G alors f(¢~'H) = Hg.

3. Par définition G/ ~pr est 'ensemble des classes a droite de G. Or par la question
précédente, ’ensemble des classes & droite de G est en bijection avec I’ensemble des
classes & gauche de G. En particulier ces deux ensembles ont le méme cardinal.

O

2.8 Exo7

Exercice 2.8. On considére une décomposition d’un entier n de la forme n = ni+---+ny
avec n; > 0. Montrer que Hf;l (n;!) divise n! (on pourra appliquer le théoréme de Lagrange
a un sous-groupe bien choisi de S,,).
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Démonstration. On se donne une décomposition d’un entier n de la forme n = nj+---+ny
avec n; > 0. On pose ng = 0. On considére la partition de [1,n] donnée par

i+1

k-1 i
|_|[[Zn,~+l,2ni]]
j=0

i=0 j=0

On consideére le sous-groupe H de &,, qui stabilise cette partition. Cela revient a se donner
un élément dans [ [*_, &;. Donc I'ordre de H vaut [[¥_, (n;!). Ce qui prouve que [ %, (n;!)
divise n!. m

2.9 Exo 8

Exercice 2.9. Soit G un groupe qui posséde exactement deux sous-groupes distincts de
G et 1.

1. Montrer que G est un groupe fini en montrant d’abord que tous ses éléments sont
d’ordre finis.

2. Montrer que G est cyclique.

3. En déduire que G est d’ordre pq ou p? avec p # ¢ deux nombres premiers.

Démonstration. 1. Montrons que tout élément de G est d’ordre fini. Soit z € G. Sup-

posons par I'absurde que = soit d’ordre infini. Alors le sous-groupe de G engendré
par z est infini et isomorphe & Z. Or Z posséde une infinité de sous-groupes (les
nZ), donc G posséde aussi une infinité de sous-groupes, ce qui est absurde. Donc x
est d’ordre fini.
Montrons maintenant que G est d’ordre fini. Supposons par ’absurde que G soit
infini. Soit « # 1, on note H = {(x). Alors H est fini, donc il n’est pas égal a G. Soit
y ¢ H. Alors K = (y) est un sous-groupe fini de G différent de G, H et 1. Comme
G est infini, on peut trouver un élément z ¢ H U K. Le sous-groupe engendré par z
est alors différent de G, H, K et 1. Or c’est absurde car GG posséde exactement deux
sous-groupes distincts de G et 1. Donc G est fini.

2. Soit z # 1 un élément de G. On note H le sous-groupe engendré par xz. On sait que
H # 1. Si H = G alors on aura prouve que G est cyclique. Sinon H # G et il existe
y € G\H. On note K le sous-groupe engendré par y. Comme précédemment K # 1.
De plus K # H. Si K = G alors G est cyclique. Supposons que que K # G. Alors il
existe z ¢ H u K. Le sous-groupe engendré par z n’est ni 1, ni H ni K. C’est donc
nécessairement G. Donc G est cyclique.

3. Comme G est un groupe cyclique, il est donc isomorphe & Z/nZ pour un certain
entier n > 1. Or le groupe Z/nZ posséde un sous-groupe d’ordre d pour tout d
diviseur de n. Puisque le groupe G posséde exactement deux sous-groupes distincts
de G et 1, alors G est d’ordre pg ou p? avec p # ¢ deux nombres premiers.

O

2.10 Exo0 9
Exercice 2.10. Soient G et G’ deux groupes. Soit morphisme de groupe f: G — G'.

(a) On dit que f est un monomorphisme si pour tout groupe I', la propriété suivante
est vérifiée : pour tous morphismes de groupes u,v: I' — G, si fou = f owv alors
uU=.

(b) On dit que f est un épimorphisme si pour tout groupe I, la propriété suivante est
vérifiée : pour tous morphismes de groupes u,v: G’ — I', siuo f = vo f alors u = v.

Montrer les résultats suivant :

1. f est un morphisme injectif si et seulement si f est un monomorphisme
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2. f est un morphisme surjectif si et seulement si f est un épimorphisme

Démonstration. 1. Supposons que f soit injective, soient alors I' un groupe et u,v: I' —

G deux morphismes de groupes tels que fou = f ow. Soit x € Gamma, alors par
hypothese f(u(z)) = f(v(x)), donc u(x) = v(x) car f est injective. Donc u = v et
f est un monomorphisme.
Réciproquement, si f est un monomorphisme, prenons z,y € G tels que f(x) = f(y)
et considérons les morphismes de groupes u: Z — G,n— 2" et v: Z — G,n — y".
Alors il est clair que fowu = fow, donc u = v puisque f est un monomorphisme.
En particulier, cela implique que x = y et donc f est injective.

2. Supposons que [ soit surjective, et soit un groupe I' ainsi que u,v: G’ — I' deux
morphismes de groupes tels que uo f = vo f. Soit z € G’, alors comme f est
surjective, il existe z € G tel que f(z) = z. Alors u(z) = u(f(z)) = v(f(z)) = v(2),
donc u = v.

Réciproquement, supposons que f soit un épimorphisme. Supposons par ’absurde
que f ne soit pas surjective, alors f(G) = H # G’. On pose E = G'/f(G) v {0}
I'ensemble quotient de G’ par f(G) union un point. Pour g € G’ on définit

og: FE - FE
?H — g2'G

o = 0

Soit 7 la transposition de E qui échange H et co. Alors soit u: £ — E, g — o4 et
v: F— E, g Toogz07. On vérifie que uo f = vo f. Puisque f est un épimorphisme
alors cela implique que u = v. Soit z ¢ H, alors 0,(00) = o0 et

Tooy,oT(0) =7(0,(H))=7(zH) =zH

Ce qui est absurde.
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3 TD3
Démo a faire

Proposition 3.1. Soit p un nombre premier, alors le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est
cyclique.

Démonstration. On note O = {d | o(x) = d,z € (Z/pZ)*}.

Lemme 3.1. [l existe un élément d’ordre ppcm(O) = r.

Démonstration. On commence par remarquer que si o(z) = petsio(y) =qavecpaqg=1,
alors o(zy) = pq. En effet (xy)P = 1, par ailleurs si (zy)¥ = 1, alors ¥ = y=*, et donc
xkP = 1 = y*P en particulier q | kp, donc q | k puisque p A ¢ = 1. De méme on montre que
p | k, donc pq | k.

Soit maintenant [ une puissance d’un nombre premier apparaissant dans la décomposi-
tion en facteur en facteur premier de ppcm(O) = r. Alors il existe un élément x € (Z/pZ)*
tel que o(z) = lu avec u un certain entier. (En effet, si [ n’apparaissait dans I'ordre d’aucun
x, il ne pourrait pas apparaitre dans ppem(0)). Ainsi o(z") = L.

On note r = [[;_, p/**. Alors pour tout ¢ € {1,---,n}, il existe z; € (Z/pZ)* tel que
o(x;) = p;". Ainsi I'élément y = [ [\, z; € (Z/pZ)* est d’ordre r. O

On considére maintenant 'ensemble E = {z € (Z/pZ)* | " = 1}. Cet ensemble est
non vide, et on a méme (Z/pZ)* < E, car r est le ppcm de tous les éléments de (Z/pZ)*.

Or comme (Z/pZ)* est un corps, alors I’équation " —1 = 0 posséde au plus r solutions.
Donc Card(E) < r. Ainsi p — 1 < r, et en particulier r = p — 1 (puisque r divise p — 1 qui
est I'ordre du groupe).

Ainsi (Z/pZ)* posséde un élément d’ordre p — 1 donc est cyclique.

3.1 Exol

Exercice 3.1. Quel est le dernier chiffre dans 1’écriture décimale de 3298 ?

Démonstration. On va chercher 'ordre de 3 dans Z/10Z. On constate que 3% = —1[10]
et que 3* = 1[10]. Donc 3 est d’ordre 4 modulo 10. De plus 2018 = 4 x 504 + 2. Donc
32018 = 9[10]. O

3.2 Exo 2
Exercice 3.2. Montrer que les groupes Z/12Z x Z/90Z x Z/25Z et Z/100Z x Z/30Z x Z/9Z

sont isomorphe et écrire leur décomposition canonique.

Démonstration. On a (grace au théoréme des restes chinois)

Z/127 x Z/90Z x Z/25Z = Z./3Z x Z./2°Z x Z/3°Z x Z/2Z x Z./5Z x Z./5°Z
et

Z/100Z x Z/30Z x Z/97. = 7.)2*Z x 7.)5°Z x Z./3Z x Z./2Z x 7./5Z x 7./3°Z.

A Tordre des facteurs ces deux écritures sont les mémes donc les deux groupes sont iso-
morphes. O
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3.3 Exo 3

Exercice 3.3. Si n est un entier, montrer que >, ¢(d) = n (on pourra regrouper les
éléments selon leur ordre dans le groupe Z/nZ).

Démonstration. On remarque que

Z/nZ = Ll{éléments d’ordre d}.
dln

Le groupe Z/nZ est cyclique, on note x un générateur. On va montrer le résultat suivant

Lemme 3.2. Un élément 2™ est d’ordre d si et seulement si m = Zk et k premier avec d.

Démonstration. Supposons que z™ est d’ordre d, alors z™¢ = 1, donc n|md. Ainsi m = ok
pour un certain entier k. Par ailleurs, soit d’ un diviseur strict de d. Alors gakd 2 1, ce
qui implique que n ne divise pas %kd’ . En particulier, pour tout entier v, on a k' # %v,
donc %’ est premier avec d.

Réciproquement, si m = Zk et k premier avec d. Alors, on a bien ™ = gk — 1. Par
ailleurs, soit d’ est un diviseur de d. Comme d est premier avec k, il existe u, v tels que

1 = ku + dv. Supposons que za*¥ = 1, alors z "% = 1, donc

phd(1=dv) _ %d _ 4

L’égalité za? =1 nlest possible que si d = d’ car x est d’ordre n. Ce qui prouve que ™

est d’ordre d. O
On déduit du lemme qu’il existe exactement ¢(d) éléments d’ordre d.
On a donc bien >}y, ¢(d) = n. O
3.4 Exo4

Exercice 3.4. Calculer le cardinal de Hom(Z/nZ,Z/mZ), 'ensemble des morphismes de
groupes de Z/nZ vers Z/mZ, pour n, m > 1 deux entiers.

Démonstration. Soit ©: Z/nZ — Z/mZ un morphisme de groupe. Soit x un générateur de
Z/nZ. Alors si 'on note ¢(x) = y, on a y" = 1(z™) = 0. Donc l'ordre de y divise n. Par
ailleurs, l'ordre de y divise m, donc l'ordre de y divise pged(n, m).

Réciproquement, si on définit ¢ : Z/nZ — Z/mZ par ¢(x) = y ot ordre de y divise le
pged(n,m) et (0) = 0, il s’agit de vérifier que ¢(2™) = 0 = y™ Or comme pged(n, m)|n,
on a bien y" = 0.

Ainsi le cardinal de Hom(Z/nZ,Z/mZ) est le nombre d’élément de Z/mZ dont le cardi-
nal divise pged(n, m). En reprenant 'exercice précédent, si d est un diviseur de pged(n, m),
le nombre d’éléments d’ordre d est ¢(d) ot ¢ désigne 'indicatrice d’Euler. Donc

Hom(Z/nZ,Z/mZ) = Z ©(d) = pged(n, m)
d|pged(n,m)

3.5 Exo 5

Exercice 3.5. Soit p = 3 un nombre premier.

1. Montrer que pour tout k£ > 0,
k
(L+p)P =1+ \p

ou p ne divise pas Ag.
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2. En déduire que si o > 2 alors 1 + p est d’ordre p®~! dans (Z/p*Z)*.

3. On considére le morphisme naturel (Z/p*Z)* — (Z/pZ)™. Montrer qu’il est sur-
jectif et en déduire que (Z/p®Z)™ est cyclique.

Démonstration. 1. On proceéde par récurrence sur k. Lorsque k£ = 0, on a (1 + p)p0 =
1+ p, donc A\, = 1. On suppose le résultat vrai jusqu’a un certain rang k.

k+1
(1+p)P =1+ Mp"HP =1 4+ My 1 ptH?

OU Npy1 = A+ 200 o (f))\};p(k“)(ifl)*l. Et Ak+1 = 1 mod [p]. Comme la propriété
est héréditaire, on a bien montré le résultat souhaité par récurrence.

2. La question précédente nous prouve que (1 + p)pw1 =1 mod [p]. Donc 'ordre de
1 + p dans (Z/p®Z)* divise p®~!. Soit k < o — 1. Alors (1 —l—p)pk = 1+ \pFth
mais 1 + A\p*™!' # 1 mod [p®] car p ne divise pas \;. Donc 1 + p est d’ordre p®~!
dans (Z/p“Z)".

3. Soit k un élément de (Z/pZ)™, il se reléve en un élément de Z noté k dont I'image
modulo p® est dans (Z/p®Z)*. Le morphisme naturel est donc bien surjectif.

On sait que (Z/pZ)* est cyclique, soit x un générateur et I'on note toujours z son
ofz)
relévement & (Z/p®Z)*. On considére 2/ = z»—1. Alors = 1. Alors ’élément

(1 + p)z’ est d’ordre p®~1(p — 1) (qui est le cardinal de (Z/p®Z)™).

En effet, puisque 'image de (1 + p)z’ est 2’ dans (Z/pZ)*, alors p — 1 divise l'ordre
de (1 + p)a’. Plus précisément, on note 7 la projection de (Z/p*Z)* sur (Z/pZ)*
et [ Vordre de (1 + p)a’ :

/p—1

(1 +p)a) = @) r(1 +p) =2 =1.

Donc l'ordre de z divise [. Soit encore p — 1 divise .
De plus il est clair que ordre de (1 + p)z divise p*~!(p — 1) donc est de la forme
(p — 1)p* (puisqu’on vient de voir que p — 1jo(2/(p + 1))). Or ((1 + p)z)@=Dr" =
(1 —i—p)(p_l)pk = 1. Donc p®~! divise (p — 1)p*, ce qui prouve que k = o — 1.

O]

3.6 Exo 6
Exercice 3.6. 1. Montrer que pour k > 0, 52 = 1+ A:2F+2 avec )\, impair. En
déduire que 5 est d’ordre 22 dans (Z/2°Z)*.

2. Montrer que le morphisme naturel (Z/2°Z)* — (Z/4Z)™ = Z/27Z est surjectif et
que 5 engendre son noyau. En déduire que

(Z/2°Z)" ~ (Z/2**Z) x Z/2Z.

Démonstration. 1. On procede par récurrence sur k. Pour k£ = 0 le résultat est clair,
on le considére donc comme vrai jusqu’a un certain rang k.

52k+1 _ (1 + )\k2k+2)2 =1+ )\k2k+3 + )\i22k+4 =1+ >\k+12k+3

ol Agy1 = Mg + )\iQkH. La propriété étant héréditaire, on a bien pour k£ = 0, que
52° = 1 4+ A\28+2 avec A\, impair.
On vérifie que 52°°* =1 mod [p®]. Donc Dordre de 5 divise 2%72. Si 57" = 1, alors
A2F+2 =0 mod [p“], ce qui implique que k = a — 2 puisque A est impair.

2. Pour les mémes raisons que dans l’exercice précédent, le morphisme naturel est
surjectif.
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Il est clair que le groupe engendré par 5 est dans le noyau de ce morphisme. De
plus, le théoréme d’isomorphisme nous assure que le cardinal du noyau est 222,
Donc 5 engendre le noyau.

Soit z € (Z/2°Z)™, on note f: (Z/2°Z)* —> (Z/4Z)™ le morphisme canonique.
Si f(z) = 1,alors il existe un unique k tel que x = 5*. Si f(x) = 3, alors il existe
un unique k tel que x = 3 x 5*. Le morphisme qui envoie z sur (k, f(z)) est un
isomorphisme.

e {1,—1} est un sous-groupe de (Z/2%Z)* et s’envoie bijectivement sur (Z/47Z)*.
Avec ¢a on vérifie sans peine que le morphisme < 5 > x{—1,1} — (Z/2%)* donné
par le produit est un isomorphisme.

O

3.7 Exo7

Exercice 3.7. Soit p un nombre premier et n > 1 un entier.

1. Dénombrer (& isomorphismes prés) les groupes abéliens de cardinal p™ et constater
que ce nombre ne dépend pas de p.

2. Montrer qu’une partie H de G := (Z/pZ)" est un sous-groupe de G si et seulement
si ¢’est aussi un sous-espace vectoriel (sur le corps Z/pZ). En déduire le nombre de
sous-groupes d’ordre p? de G. Nombre de sous-groupes d’ordre p" ?

Démonstration. 1. Soit G un groupe de cardinal p". Le théoréme de structure des
groupes abéliens nous assure que G est isomorphe & un produit de la forme [ [;_, Z/¢;Z,
ol ¢; est une puissance d’un nombre premier. Puisque G est de cardinal p™, alors
p divise chaque ¢;. Plus précisément G est isomorphe & un produit de la forme
[, Z/p"Z, ot Y!_, k; = n. Ainsi le nombre de groupes abéliens de cardinal p”
est égal & nombre de partition de ’entier n.

2. Le groupe abélien G := (Z/pZ)"™ est naturellement muni d’une structure de Z/pZ
espace vectoriel. Donc si H est un sous-groupe de GG, on peut le munir d’une struc-
ture de Z/pZ espace vectoriel. Réciproquement si H est muni d’une structure de
Z/pZ espace vectoriel, alors il est donc un groupe abélien qui contient 1’élément
neutre de GG, c’est donc un sous-groupe de G.

On en déduit que le nombre de sous-groupes d’ordre p” est égal au nombre de sous-
espaces vectoriels de G de dimension r. Or se donner un sous-espace vectoriel de
dimension r de G c’est comme se donner une base de r vecteurs. Ce cardinal est
égal a (p" —1)(p" —p)--- (p"* —p"1). L’idée est d’abord de choisir un élément sauf
0, puis un autre élément linéairement indépendant du premier, puis un troisiéme
qui n’est pas dans ’espace vectoriel engendré par les deux premiers, etc.

O
3.8 Exo 8
Exercice 3.8. Donner la décomposition canonique de Z/nZ x Z/mZ en termes de d =
pged(n, m) et k = ppem(n,n).
Démonstration. La décomposition est simplement donnée par
Z/nZ x Z/mZ ~ Z/pgcd(n, m)Z x Z/ppcm(n, m)Z
en effet pged(n,m) | ppem(n, m). O

3.9 Exo9

Exercice 3.9. Si G est un groupe abélien fini, on note G := Hom(G, C*) I'ensemble des
morphismes de G dans C*. Les éléments de G sont appelés les caractéres de G.
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1. Montrer que G est également un groupe abélien fini (pour la multiplication ponc-
tuelle des caractéres). On 'appelle le groupe dual de G.

2. Si G est cyclique, montrer que G ~ G (réaliser G comme le groupe des racines
niemes de 'unité).

3. Si G et H sont deux groupes abéliens finis, montrer que G x H ~ GxH puis en
déduire que G ~ G pour tout groupe abélien fini.

Démonstration. 1. Pour f,g € Hom(G, C*), on définit

fr9: G - C~
z = f(z)g(z)

La loi - muni G d’une loi de composition interne associative, d’élément neutre

1: G —» C*

r — 1

et dont f a pour inverse
. ¢ - c~

Il est clair que la loi est commutative.

I reste & vérifier que G est fini. Soit f € G et soit x1, -+ , %y une famille génératrice
de G (qui est finie car G est fini). Le morphisme f est prescrit par son action sur
cette famille génératrice. Si on note n; 'ordre de z;, on a f(z;)™ = 1. Donc f(x;)
est une racine n;-iéme de 'unité. Il n’y a que n; possibilités pour étre I'image de x;.
Donc le cardinal de G est majoré par [ [;_; n;.

2. Soit x un générateur de GG. On définit

v: G — Hom(G, C*)
i Y G—  C*
" — 2irkk’

:]jk/ —> (& n
On constate que ¥(1) = 1(z°): G — C*, 2 1 est bien 'élément neutre de C*.
Par ailleurs

P(zka™): G — C*
K 2im(k+m)k’
€T > e n

est bien égal &
b(@F)p(z™): G — c*
K 2irkk!  2imrmk’
€T —> [ n [ n

Calculons Ker(1)). C’est I’ensemble des k tels que 1y, = 1, c’est-a~dire que pour tout
k' e N, on a 5% = 1. En prenant ¥’ = 1, cela implique que £ =0 mod n. Donc

z* = 1. Finalement v est injective et comme G et G sont de cardinal fini, on a que
1) est un isomorphisme.

3. On définit

P Hom(G,CX) X HOm(H,CX) — Hom(G X H,CX)
(fg) — ¢(f:g)3 GxH — Cx
| (.9) — f@)a(y)

Montrons que % est un isomorphisme de groupes. On a ¥ (1,1) = 1 et ¥(ff',99') =
V(f,9)(f',¢"). Par ailleurs, si (f, g) € Ker(v), alors pour tout (z,y) € G x H, on
a f(x)g(y) = 1. En prenant x = e, on obtient g = 1 et en prenant y = e, on obtient
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f =1, donc 1 est injective. Comme les deux groupes mis en jeu sont finis, on a que
1) est un isomorphisme de groupes.

Soit G un groupe abélien fini, alors d’aprés le théoréme de structure des groupes
abéliens on a G ~ [[i_; Z/¢;Z ou g; est une puissance d'un nombre prer?ier. En
particulier H; = Z/q;Z est cyclique, donc d’aprés la question précédente, H; = H;.
En particulier

GzﬁHiZﬁﬁizﬁHi:G
i=1 i=1 i=1

3.10 Exo 10

Exercice 3.10. On considére un sous-groupe fini G de GL,(Q), que l'on fait agir de
maniére naturelle sur Q™. Nous allons montrer que G est conjugué a un sous-groupe de
GL,(Z).
1. Montrer qu’un sous-groupe H < (Q",+) qui est de plus de type fini est libre de
rang r < n.

2. En déduire que le sous-groupe M := >’ 99 (Z™) est libre de rang n.
3. Montrer qu’il existe une matrice P € GL,(Q) telle que PGP~! < GL,(Z).

Démonstration. 1. Le groupe H est sans torsion car c’est un sous-groupe de (Q", +)
qui est sans torsion. Or on sait que tout groupe abélien de type fini et sans torsion
est libre d’'un certain rang r.
Vérifions que r < n. Soit (z1,---,2,) une base de H. Si jamais r > n, alors la
famille (x1,--- ,x,) est liée sur le Q-espace vectoriel Q™. On peut donc trouver des
éléments a; € Q non tous nuls, tels que

'
Z a;x; =0
i=1

Quitte & multiplier par un entier assez grand, on peut supposer que a; € Z. Ainsi
la famille (x1,- - ,x,) est liée sur Z. Ce qui est impossible puisque c’est une base.
Donc r < n.

2. Le groupe M est un sous-groupe de (Q",+) de type fini car G est fini et Z" est
de type fini. Par la question précédente, M est donc aussi libre, et son rang r est
inférieur ou égal a n.

De plus, si g € G le groupe g - Z"™ est un sous-groupe libre de type fini de rang n
(car isomorphe a Z™) de M. Donc n < r.

Ce qui prouve que M est de rang n.

3. Soit (z1,- -+ ,zp) une base de M et (e1,--- ,e,) la base canonique de Z™. On définit
P: M — Z" x; — e;. Puisque M est libre de type fini de rang n alors P est un
isomorphisme de groupe. On peut prolonger P par Q-linéarité en un élément de
GL,(Q). Montrons que PGP~' < GL,(Z). Pour cela, il suffit de prouver que si
x € Z" alors pour tout g € G, on a PgP 'z € Z".

Soit ¢ € G. Constatons que par définition de P, on a P~'x € M. Puisque M est
stable par G, on a gP~'x € M. Finalement, on a bien PgP 'z € Z™.
Donc PGPt < GL,(Z).
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3.11 Exo 11+

Exercice 3.11. 1. Montrer que si le quotient G/Z(G) est cyclique, alors le groupe G
est en fait abélien.

2. En déduire qu'un groupe d’ordre p? (avec p un nombre premier) est abélien. Montrer
qu’a isomorphisme prés un groupe d’ordre p? est de la forme (Z/pZ)2 ou Z/p*Z.

Démonstration. 1. Notons a l'élément de G tel que son image engendre le quotient
G/Z(G). Soient x,y € G, alors leur image dans le quotient G/Z(G) est de la forme
T = a" et §j = a”, ce qui revient a dire que x = a"2’ et y = a"y’ ou ',y € Zq.
Alors

/ / /!
xy =a"x'a"y =d "'y = yx

Donc G est abélien.

2. Il faut montrer que Z(G) n’est pas réduit au neutre ce qui se fait classiquement en
faisant agir G sur le lui-méme par conjugaison puis en utilisant des relations orbites
stabilisateurs.

On suppose alors que Z(G) est de cardinal p. Alors le quotient G/Z(G) est d’ordre
p, donc cyclique, et par la question 1. G est donc abélien.
O

3.12 Exo 12+
Exercice 3.12. Soit G un groupe tel que Aut(G) est cyclique.

1. Montrer que G est abélien.

2. Si G est fini, montrer que G est cyclique. On précisera alors les différentes possibilités
pour l'ordre de G.

Démonstration. 1. On sait que G/Z(G) est isomorphe & Int(G) qui est un sous-groupe
de Aut(G). Puisque Aut(G) est cyclique alors tel est le cas de G/Z(G) et I'on conclut
a I'aide de I'exercice précédent.

2. On sait que G est abélien, ainsi d’aprés le théoréme de structure des groupes abéliens
il est isomorphe & un produit de la forme [[;_; Z/p;"Z, ou les p; sont des nombres
premiers.

On suppose quun produit de la forme Z/p®Z x Z/qﬁZ apparait dans 1’écriture
précédente (on peut avoir p = ¢). On a alors les inclusions suivantes :

Aut(Z/p*Z) x Aut(Z/q°Z) — Aut(Z/p°Z x Z/¢°Z) — Aut(G).
Or Aut(Z/p“Z) ~ (Z/p*Z)*. On sait que si p est impair alors
(Z/p*Z)* ~Z/p* " (p — 1)Z.

Par ailleurs (Z/2Z)* ~ {e} et si a« = 2, on a (Z/2°Z)* ~ (Z/2°7%Z) x Z/2Z.
En raisonnant au cas par cas et en utilisant le fait que dans un groupe cyclique il y
a un unique élément d’ordre 2, on montre que les seules possibilités pour le groupe
G sont Z/2Z, Z/AZ, Z/p“Z et Z/2p“Z, ou p est un nombre premier impair.

O
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4 TDA4

4.1 Exo1l

Exercice 4.1. On considére le sous-groupe S' < C* des nombres complexes de module 1.
1. Montrer que S! est isomorphe a R/Z.

2. A quel groupe bien connu est isomorphe C*/S!?

Démonstration. 1. On considére le morphisme de groupe R — S! 2z — €27 (e
morphisme est surjectif. Le noyau de ce morphisme est Z. Ainsi le premier théoréme
d’isomorphisme nous assure que S! est isomorphe a R/Z.

2. On considére le morphisme de groupe C* — R,z — |z|. Ce morphisme est sur-
jectif et son noyau est S'. Le premier théoréme d’isomorphisme nous assure dés lors
que C*/S! est isomorphe a R.

O]

4.2 Exo 2

Exercice 4.2. Soit k > 2 un entier et considérons ¢ : C* — C* donné par ¢ (z) = 2*.

Rappeler pourquoi ¢y, est un morphisme et donner son noyau et son image. En déduire un
exemple de groupe G et d’un sous-groupe normal N < G non trivial tel que G/N ~ G.

k k

Démonstration. Soient x,z € C*. Alors pp(2z) = (22)¥ = xF2F. Donc ¢ est bien un
morphisme de groupe. Ce morphisme est surjectif. En effet si z = re avec r > 0 et t € R,
alors cpk(r%e’%) = z. Son noyau est les racines kiéme de I'unité, noté Uy.

Par le premier théoréme d’isomorphisme C* /Uy ~ C* O

4.3 Exo 3

Exercice 4.3. Soient G un groupe et H <« G d’indice fini n. Montrer que pour tout g € G,
g™ € H. Donner un exemple de sous-groupe H < G d’indice n et d'un élément g € G tel
que g™ ¢ H (on pourra chercher un exemple dans G = S3).

Démonstration. Soit g € G. Puisque le groupe G/H est d’indice n, alors I'image de g dans
G/H veérifie g" = 1. Cela implique que ¢" € H.
On prend G = &3 et H = {id, (1 2)}. Le groupe H est un sous-groupe de G d’indice 3,

mais (1 3)% = (1 3) n’est pas dans H. O
4.4 Exo 4
Exercice 4.4. 1. Soit f : G — H un morphisme de groupes finis. Soit G’ un sous-

groupe de G. Montrer que l'ordre de f(G’) divise les ordres de G’ et de H.

2. Soit G un groupe fini et H, K deux sous-groupes de G. On suppose que H est normal
dans G, que |H| et |G/H| sont premiers entre eux et |H| = |K|. En considérant
I'image de K par la projection canonique w: G — G/H, montrer que H = K .

Démonstration. 1. Comme f(G’) est un sous-groupe de H alors par le théoréme de
Lagrange, l'ordre de f(G’) divise 'ordre de H.
Par ailleurs on peut considérer la restriction de f a G’. Alors d’aprés le premier
théoréme d’isomorphisme on a f(G’) ~ G'/Ker(f|c/). Donc I'ordre de f(G') divise
Pordre de G'.

2. D’aprés la premiére question on déduit que 'ordre de 7(K) divise 'ordre de K (et
donc l'ordre de H car |H| = |K]|) et l'ordre de G/H. En particulier I'ordre de 7(K)
divise le pged de |H| et |G/H|. Donc |7(K)| = 1. Donc K < H et puisque leur
cardinaux sont égaux on a H = K.

0
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4.5 Exo 5

Exercice 4.5 (Sous-groupes caractéristiques). Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G
est dit caractéristique si pour tout a € Aut(G), on a o(H) = H. Cela est noté H « G.

1. Montrer que H«G implique H <« G. Donner un exemple de sous-groupe d’un groupe
G qui est normal mais pas caractéristique.

2. Montrer que K « H « G implique K « G.
3. Montrer que K « H <« G implique K < G.

4. Montrer que le centre et le groupe dérivé d'un groupe G sont caractéristiques dans

G.

Démonstration. 1. Etre un groupe normal est équivalent a étre stable par tous les
automorphismes intérieur. Or Int(G) < Aut(G). Donc étre caractéristique implique
d’étre normal.

On considére le sous-groupe {0} xZ/2Z de Z/2Z xZ /2Z. 1. automorphisme a: (z,y) —
(y, x) ne stabilise pas {0} x Z/2Z car a({0} x Z/2Z) = Z/2Z x {0}.

2. Soit o € Aut(G), puisque H « G, alors a(H) = H et a € Aut(H). Or K « H, donc
a(K) = K, ce qui prouve que K « G.

3. Soit « € Int(G), puisque H < G, alors a(H) = H et donc a € Aut(H). Puisque
K « H, on adonc o(K) = K, et donc K < G.

4. Soit x € Z(G) et y € G. Soit a € Aut(G). Alors il existe 3y € G tel que a(y’) = y. On

va montrer que «(Z(G)) < Z(G) ce qui permettra de conclure sur I’égalité puisque
a est un automorphisme.

a(z)y = a(z)ay’) = alzy’) = a(y'z) = ya(z)

Donc a(z) € Z(G) ce qui prouve que le centre de G est caractéristique.

On rappelle que le groupe dérivée D(G) := {[z : y] | z,y € G}), ou [z : y] =
ryr~ty~l. Soit @ € Aut(G). On va vérifier que o d'un commutateur est un com-
mutateur. Comme « est un morphisme de groupe, la linéarité permettra de déduire

que a(D(G)) < D(G).

alzye™ly™h) = a(z)aly)a(z) aly) ™

Ce qui prouve que D(G) est un sous-groupe caractéristique de G.

4.6 Exo 6
Exercice 4.6. Donner la liste des sous-groupes normaux de D3 et Dy. Généraliser & D,,.

Démonstration. Nous traiterons tout de suite le cas général. Comme le suggére 1’exercice,
il y a une différence entre le cas ot n est pair et celui ot il est impair. On rappelle qu’une
présentation de D,, est donnée par :

D, ={r,s|r" =e,s*=e,srs =11}

On constate dans un premier temps que le sous-groupe (r) est distingué dans D,,. En
effet on remarque qu’il est d’ordre n donc d’indice 2 dans D,, ce qui en fait un sous-groupe
distingueé.

De plus, tout sous-groupe de {r) est caractéristique dans {(r) (car il est cyclique) donc
distingué dans D,,. Or il y a exactement un sous-groupe de {r) par diviseur de n.

e Supposons que n = 2k. Montrons que les seuls sous-groupes distingués non triviaux
de D,, sont (r?) (ot d divise n), (r?,s) et {sr,7?). Soit maintenant un sous-groupe non
trivial et distingué N de D,,. On suppose que N est distinct de (r%), pour tout d divisant
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n. Cela implique qu'il existe un élément j € N tel que sr/ € N. Par ailleurs, puisque N est
distingué, on a que r(sr/)r~! = sr7=2 € N. Soit encore que :

srd(sri™) T = srip? s = sr?s =r2e N

Si j est pair, cela implique que s € N et que r~2 € N. Donc que {r?,s) < N. Or {(r?,s) est
d’ordre n donc d’indice 2 donc distingué dans D,,. Et si I'on rajoute un élément & (r2, s) on
obtient D,,. Donc N = {r?, s). Si j est impair, cela implique que sr € N, alors {sr,7%) < N.
On peut vérifier que {sr,72?) est d’ordre n donc d’indice 2, ainsi il est distingué.

e Supposons que n = 2k + 1. Montrons que les seuls sous-groupes distingués non
triviaux de D,, sont (r?) (ot1 d divise n). Comme précédemment soit N un un sous-groupe
non trivial et distingué de D,,. Supposons que N ne soit pas un sous-groupe de {r). Alors
srd € N pour un certain j € N. De méme que précédemment, on montre alors que r 2 € N,
donc =2 = r € N. Donc s € N. Ainsi {(r,s) < N. Donc N = D,,. Or N n’est pas un
sous-groupe trivial de D,,, donc il est inclus dans {(r). O

4.7 Exo 7

Exercice 4.7. Trouver (par exemple dans G = Dy) un exemple de sous-groupes K <« H
et H <« G mais ou pour autant K n’est pas normal dans G.

Démonstration. Soit V = {id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}. Le groupe V est un sous-
groupe distingué de &4. En effet, 24 est engendré par les cycles qui laissent stable les
éléments de V. Soit H = {id, (1 2)(3 4)}. C’est un sous-groupe distingué de V' car V est
commutatif Cependant H n’est pas un sous-groupe normal de &4 car il n’est pas stable
par la transposition (1 3) O

4.8 Exo 8

Exercice 4.8. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8.

1. Montrer que G contient un élément = d’ordre 4 et que le groupe qu’il engendre est
normal dans G.

. Soit alors y € G\{(z); montrer que y? = 1 ou y? = 22.

2
3. Siy? = 1, montrer que yzy = ! et en déduire que G est isomorphe a Dy.

4. Dans le cas restant, écrire la table de GG est conclure que G est isomorphe a Q)g.
5

. Donner la liste des groupes d’ordre 8 a isomorphisme prés.

Démonstration. 1. L’ordre des éléments dans G est soit 8, soit 4, soit 2. Il n’y a pas
d’élément d’ordre 8 sinon le groupe serait abélien. De méme si tous les éléments

de G étaient d’ordre 2, alors le groupe serait abélien. Donc il existe un élément x
d’ordre 4.

Le groupe qu’engendre x est d’indice 2 dans G, donc il est normal.

2. Soit y € G\(z). Alors I'image de y dans le quotient G/{x) n’est pas le neutre. Mais
comme le cardinale de G/{z) est 2, alors > = 1. Donc y? € {(x). Si y? # 1, alors y>

est d’ordre 2. Or le seul élément d’ordre 2 dans (z) est 2. Donc y* = 22.

3. Si y? = 1, alors puisque (x) est normal, on a que yzy € {(x). Par ailleurs yxy est
d’ordre 4, il ne peut donc étre égal qu’a z ou z~!. Or si yry = =, alors x et y
commutent. Comme G = () 1 y{z), alors cela impliquerait que G est commutatif.
Donc yxy = 1.

A cause des relations sur ses éléments (qui est une présentation de Dy), le groupe
G s’identifie & un quotient de D4. Comme G et D4 ont le méme ordre, alors ils sont
isomorphes.
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4. Les éléments de G sont {1,z,y, 2%, 27, y~1 2y, (zy)~'}. Avec les relations z* = 1
et 22 = y2, on peut en déduire la table du groupe.

| [t | [y [ @@ [ " [y 7 [ ay [(y) ']

1 1 y ’ Tyt ay [y
T T x? Ty z! 1 (xy)~ L] 4t Yy

y y |@y) '] 2 |yt ] oy 1 z a!
2 2 -1 =T -

z x x y 1 x y | (zy) zy

x! z! 1 (zy)~1 x x? xy Y y !
—T =T 1 =1 2 =T

y y zy y | (zy) x x

Ty Ty Y b | (zy) ] oyt x z? 1

(@y) [ @y) '] vy x zy y 7T 1 2

On compare cette table a la table de Qs = {1, —1,4, —i,j, —j, k, —k} avec les rela-
tions i2 = j2 = k? = ijk = —1l et ij = k, ji = —k, ik = —j, jk = 1.

L v [t[i]-g]k |k
1 1 i jg | -1 —=i|—j| k |-k
i i | =1 k| —t| 1 |=k|—4]| J
J Jl—k|-1|—-3| Kk | 1 T | —1
1| -1 —=t|—5] 1 i j | =kl k
—t || =t | 1 |=k| ¢ |=1| k| 7 |—j
—73 | =3 1 7 | =k|—-1|—i| 4
k k| g |—t|—k| Jj 1 | —1] 1
-k —k|—j| i k|—j|—] 1 |-1

5. On a classifié les groupes d’ordre 8 non abéliens. Les groupes abéliens d’ordre 8 sont
Z/8Z, 7./AZ x Z./27Z, (Z/27)>.
O

4.9 Exo9

Exercice 4.9. Calculer Aut(G) pour G = Z/2Z x Z/2Z et G = S3. Dans le deuxiéme cas,
on pourra s’intéresser a I'image des deux transpositions (12) et (13).

Démonstration. 1. On va montrer que Aut(Z/2ZxZ/2Z) = GLy(F3). Pour cela remar-
quons que Z/2Z x Z/27Z est naturellement muni d’une structure de Z/2Z-espace vec-
toriel. De plus, un élément de GLa(F32) est bien un automorphisme de Z/2Z x Z/2Z.
Réciproquement, un automorphisme f de Z/2Z x Z/2Z. Pour que ce soit un élément
de GLy(F2) il faut vérifier que f est Z/2Z-lin¢aire. Soit x € Z/2Z x Z/2Z.

F((T+1Dz) = f(0) =0 = f(z) + f(z)

La linéarité découle du fait qu’il s’agit d’un automorphisme de Z/2Z x Z/2Z.
Finalement Aut(Z/2Z x Z/2Z) = GLy(F3)

2. Les transpositions (12) et (13) engendrent &;. Plus précisément un automorphisme
est entiérement déterminé par I'image de (12) et (13). On remarque que les trans-
positions sont d’ordre 2 donc leur image par un automorphisme est aussi d’ordre
2 donc une transposition de &;. Il faut vérifier que si I'on choisit deux transposi-
tions comme image de (12) et (13) on obtient un automorphisme, ce qui est le cas
puisque les groupes engendrés par respectivement (12) et (13) n’ont en commun
que le neutre. Donc Card(Aut(S3)) = 6.

De plus, on a une injection &;/2(63) ~ Int(S3) — Aut(S3). Or Z(S3) = {e}. Et
Card(&;) = 6, donc I'inclusion et I’égalité des cardinaux prouve que Sz ~ Aut(S3).
0

28



4.10

Exo 10

Exercice 4.10. On se propose de calculer Aut(G) avec G = Z/AZ x Z/2Z. On note z un
générateur de Z/4Z et y un générateur de Z/2Z. Tout élément de G s’écrit donc nz + my
avec0<n<3etm=0oul

1. Montrer que pour tout ¢ € Aut(G), p(2z) = 2z.

2. En envisageant les choix possibles pour ¢(x) et p(y), justifier que Aut(G) est d’ordre
8.

3. On pose p(z) = 3z + y et p(y) = 2z + y. Montrer que ¢ s’étend en un automor-
phisme d’ordre 4. De méme, montrer que ¥(x) = 3z + y et ¥(y) = y définit un
automorphisme d’ordre 2.

4. Verifier que ¢ o p o1 = ¢! et en déduire que Aut(G) ~ Dy.

Démonstration. 1. Soit ¢ € Aut(G), on note p(x) = nz+my avec0 <n<3etm =0
ou 1. Alors p(2x) = n2z + m2y = n2z. Donc 0 < 2n < 3, ce qui implique n = 0
oun =1oun = 3. Mais n # 0, sinon ¢ ne serait pas un automorphisme. Donc
o(2z) = 2z.

2. D’aprés la question précédente, on a ¢(z) = z ou p(x) = x + y ou p(x) = 3z ou
o(z) = 3z + y. Par ailleurs, si ¢(y) = nx + my, puisque 2y = 0, alors n2z = 0, soit
encore n = 0 oun = 2. Donc ¢(y) =y ou p(y) = 2z + y.

Il faut vérifier (calculs a faire) que chaque choix pour ¢(x) et ¢(y) permet de
prolonger ¢ en un automorphisme.
Comme c’est le cas, on en déduit que Aut(G) est d’ordre 8.

3. Par définition on a p(nx+my) = n(3z+y)+m(2z+y) = (3n+2m)z+(n+m)y. La
linéarité est claire. Si p(nz +my) = 0, alors 2 divise n +m et 4 divise 3n + 2m. En
particulier 2 divise n, donc 2 divise m et puisque 4 divise 3n + 2m alors 4|n. Ainsi
nx + my = 0. Donc ¢ est injective. C’est donc un automorphisme, car le groupe G
est fini.

Par ailleurs ¢?(nx +my) = 3nx +my et p*(nz+my) = nz+my = id. Donc l'ordre
de ¢ divise 4 mais ce n’est ni 1, ni 2, donc ¢ est d’ordre 4.
De méme ¢(nx + my) = 3nx + (m + n)y définit un automorphisme de G. (Les
mémes vérifications sont & faire). De plus v(nz + my)? = 9nz + (m + 3n + n)y =
nx + my = id. Ainsi ¥ est un élément d’ordre 2.
4. Calculons :
Yopovop(nx+my) = opop((Bn+2m)r+ (n+m)y)
= Yo p((n+2m)x + my)
= Y(3nx + (n+m)y)
nr + my
On a bien montré que 1 o p o 1) = o~ '. Finalement Aut(G) est un groupe a 8
éléments qui admet les mémes relations que Dy, c¢’est donc Dy.
O
4.11 Exo 11

Exercice 4.11. Montrer que le groupe Aut(Dy) est isomorphe & Dy (on pourra étudier
les choix possibles pour les images de 7 et s par un automorphisme). Préciser a quel sous-
groupe correspond Int(Dy) dans cette description.

Démonstration. Soit ¢ € Aut(Dy4). On pourra remarquer que Dy = {e,r, 72,73, s, sr, 572, 513}
et que les seuls élément d’ordre 4 sont 7 et 3. Puisque ¢(r) est d’ordre 4 (comme r), alors
@(r) = r ou ¢(r) = r3. Par ailleurs, ¢(s) est d’ordre 2. Cependant si ¢(s) = r2, alors

p(rs)

= p(sr) ce qui impliquerait 7s = sr. Donc o(s) € {s, sr, s72, sr3}.

29



On vérifie (par des calculs) que dans chacun des cas, la donnée de ¢ sur r et s se
prolonge en un unique automorphisme de Dy. On en déduit que Card(Aut(Dy)) = 8.
On considére le morphisme ¢ définit par ¢(r) = r et ¢(s) = sr. Alors on montre que

@ est d’ordre 4 car @%(r) = r, ¢*(s) = sr? alors p?* = id.
Par ailleurs le morphisme définit par ¥(r) = 73 et 1(s) = s est d’ordre 2 et vérifie

popoop(r) = Popoi(r)
= Yop(r®
e
.

Yoporop(s) = Popor(sr)
= pop(sr?)
= P(s)

S

On a montré que que ¥ o p 09 = ', Finalement Aut(D,) est un groupe & 8 éléments
O

qui admet les mémes relations que Dy, c’est donc Dy.
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5 TD5

5.1 Exo1l

Exercice 5.1. On considére I'application suivante :
GL,(R) x GL,(R) x My (R) — My n(R)
{ (P,Q),M) — PMQ™!

Montrer qu'il s’agit d’une action de GL,,(R) x GL,(R) sur M,, ,,(R) et décrire les classes
d’équivalence.
Démonstration. On vérifie que

1. Pour M € My m, on a ((Ip,Ip), M) — M

2. Pour tous (P1,Q1) € GL,(R) x GL,,(R) et (P, Q2) € GL,(R) x GL,,(R), on a

((P2,Q2), PIMQT") = PPIM QT Q5 = (PP, Q2Q1), M).
On veut calculer I'orbite de M € My, .
Orb(M) = {PMQ™" | (P,Q) € GL,(R) x GLn(R)}

C’est ’ensemble des matrices de rang M. Pour cela on montre que tout matrice de
rang M est équivalente a la matrice bloc constituée que de 0 et de I, ot 7 = rg(M).
Pour le montrer on prend une base du noyau de M que ’'on compléte en une base
de R™ disons B. La matrice ) est la matrice qui envoie la base canonique sur B.
L’ensemble M B est constitué de vecteurs nuls et d’une famille de vecteurs libres
que l'on compléte en une base C de R™. La matrice P est la matrice qui envoie la
base C vers la base canonique.
La composition PMQ est donc matrice bloc constituée que de 0 et de I, ott r =
rg(M).

O

5.2 Exo 2
Exercice 5.2. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On considére
XC={reX|Y9eG, g v =z
I’ensemble des points fixes de G dans X.
1. Si X¢ = &, |G| = 15 et |X| = 17, calculer le nombre d’orbites de I’action et le
cardinal de chacune d’entre elles.
2. Montrer que si |G| = 33 et |X| = 19, alors X # (.

Démonstration. 1. L’hypothése X& = & impose que pour tout z € X, on ait Stab(z) :
{g€e G| g -z ==z} +# G. La formule des classes nous donne la relation :

X[ = 3, 10rb(a:)| = ) |Gl/Stab(x:).
i=1 i=1

On souhaite trouver une partition de 17 ne contenant que des 15, des 5 et des 3. On
remarque 17 =15+2, 17=2x 5+ 7 et 17 = 3 x 5 4+ 2 ne donnent pas de partition
valable. Donc nécessairement, on a 17=5+3+3 4+ 3 + 3.

On en déduit qu’il y a 5 orbites de cardinal respectivement 5,3,3,3 et 3.

2. Supposons par I'absurde que X¢ = . Comme précédemment, cela implique que
Stab(z) # G. La formule des classes implique donc qu’on peut écrire 19 sous la
forme 19 = 33a + 11b + 3¢ avec a,b, c € N. Necessairement a = 0, b =1 ou b = 0.
Si b =1 alors 8 = 3¢ ce qui est impossible et si b = 0 alors 19 = 3¢ ce qui est
également impossible.

Donc X¢ # &.
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5.3 Exo 3

Exercice 5.3. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On fait agir G sur G/H par
translation a gauche et on a donc une action

p:G— Gg/p .

1. Montrer que le noyau de cette action est ker(p) = ﬂgeG gHg ' < H.
2. Si G est fini et [G : H| = p avec p le plus petit diviseur premier de |G|, montrer
que H = ker(p) et en déduire que H est distingué dans G.

3. Si G est infini et H d’indice fini, montrer que G contient un sous-groupe normal N
dont l'indice vérifie [G : N] < [G : H]! (en particulier, N est d’indice fini).

Démonstration. 1. On a les équivalences suivantes :
geKer(p) & VkeG,gkH =kH
= VYkeG,k'gkH = H
< VkeG,klgkeH
< g€ yeqoHy™!

2. Par le premier théoréme d’isomorphisme le quotient G /Ker(p) s’identifie & un sous-
groupe de &g/pr. Donc Card(G/Ker(p)) divise Card(&g ) = p!. Soit ¢ un divi-
seur premier de Card(G/Ker(p)), alors ¢ < p. Si ¢ < p et ¢ # 1, alors g divise
Card(G/Ker(p)), donc divise Card(G), ce qui est impossible puisque p est le plus
petit diviseur premier de Card(G).

Si ¢ = 1 alors Ker(p) = G, ce qui est impossible car par 1, on a Ker(p) < H.

Donc g = p, et ainsi Ker(p) est d’indice p dans G. Comme il est inclus dans H, alors
Ker(p) = H, ce qui prouve que H est distingué dans G car un noyau est toujours
distingué.

3. On considére l'action de G par translation sur G/H noté p comme précédemment.
Alors si 'on pose Ker(p) = N, on a trouvé un sous-groupe normal tel que G/N —
S¢/u, done qui vérifie [G: N] < [G: H]! .

O

5.4 Exo 4

Exercice 5.4. Soit G un groupe fini et H <« G un sous-groupe d’ordre p avec p le plus
petit diviseur premier de |G|. Montrer que H < Z(G).

Démonstration. On considére 'action de G sur H par conjugaison :

GXH e H
(9,h) +— ghg™!

Soit h € H, on déduit de la relation stabilisateur orbite que Stab(h) = Card(G)/Orb(h).
Puisque Orb(h) < H, alors Card(Orb(h)) < p. Or p est le plus petit diviseur premier de
Card(G), donc on a Card(Orb(h)) =1 ou p.

Mais si Card(Orb(h)) = p alors il existe g € G tel que ghg™' = e, soit encore h = e.
Mais Orb(e) = 1. Donc Card(Orb(h)) = 1 pour tout h € H. En particulier, cela implique
que pour tout g € G et h € H on ait ghg™! = h, soit H < Z(G). O

5.5 Exo 5

Exercice 5.5. Soit G un groupe d’ordre n et p un diviseur premier de n. On va montrer
que G contient un élément d’ordre p (lemme de Cauchy) en utilisant une action bien choisie.
On note

X:: {(glu“'vgp)EGp|gl.g2...gp:1}‘
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1. Justifier soigneusement que le groupe Z/pZ agit sur X wvia la formule :

1- (glv" . 7gp) = (gpvgh--'?gp—l)'

2. Décrire explicitement 'ensemble XZ/PZ des points fixes.

3. Calculer le cardinal de X et montrer que X%/PZ plest pas réduit a un singleton.
Conclure.

Démonstration. 1. Vérifions déja que si (g1,...,9p) € X, alors (gp, g1,...,9p—1) € X.
Gp G Gt =Gp 1 Gp—1-Gp G, =€

Si k est un élément de Z/pZ, puisque 1 engendre Z/pZ, alors on a

E : (gla o 7gp> = (glflmgQ*lﬁ o 7gp7k)'

On vérifie alors facilement que 0-(g1, ..., 9p) = (g1,-..,9p) et que k + 1-(g1,...,gp) =

k(L (9155 9p))-

2. Par définition X%/P% = {(g1,...,9,) € X |Vk € Z/pZ,k-(g1,---,9p) = (91,---,9p)}-
En particulier, I'on a (g1,...,9p) = (9p, 91, -, Gp—1), d’olt g; = gi—1. On en déduit
donc que (g1,...,9p) = (9,9,...,9) pour un certain g € G. Réciproquement tout
élément de la forme (g,g,...,g) est dans X%/PZ

3. Pour qu’un élément (g1, ..., gp) soit dans X on peut prendre des éléments g1, . .., gp—1
quelconque dans G, et dans ce cas g, est uniquement déterminé par g, Lgy--- Ip—1-
Donc Card(X) = nP~ L.

La formule des classes nous permet d’affirmer que

T
|1X| = | XZPZ 4+ 3T |Orb(xs)].
=0
Orb(x;)#1

Or |Orb(z;)| = m. Puisque |Orb(z;)| # 1, alors |Orb(x;)| = p. Donc | X| =
|XZ/”Z| mod (p). Puisque XZ/PZ contient au moins un élément qui est (e,e,--- ,e),
alors la congruence nous permet d’affirmer qu’il contient au moins un autre élément
de la forme (g,---,g) o g # e. Ainsi g # e vérifie g = e. On a bien trouvé un
élément d’ordre p dans G.

O

5.6 Exo 6

Exercice 5.6. Soit G’ un groupe fini non trivial (i.e non réduit & un élément) agissant sur
un ensemble fini X. On suppose que pour tout g € G, g + 1, il existe un unique z € X tel
que g.x = x. On voudrait montrer que I'action de G sur X admet un unique point fixe.

On notera G, (resp. G.x) le stabilisateur (resp.l’orbite) d’un élément x € X pour cette
action.

Onnote Y :={zre X : G, + {1}}.
1. Montrer que Y est non vide.

2. Montrer que Y est stable sous l'action de G : pour tout x € Y, G.x < Y (en
particulier on a une action induite de G sur Y).

3. Onnote Z = {(g,x) € (G\{1}) x Y : g.x = z}. En dénombrant Z de deux maniéres
différentes, montrer que

1Z] =Gl -1

et que

2] = 2 (Gl = 1).

yey
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4. On note y1, ..., Yo un systéme de représentants des orbites pour 'action de G sur Y’
et pour tout ¢, on pose m; = |Gy,|. Montrer que

n

2 (1Gy[ = 1) = Y Gl (1G] = 1)

yey =1

5. A Taide des deux question précédentes, montrer que
1 < 1
1—— = 11— —
6. Montrer que, pour tout 1 < i < n, on am; > 2, et en déduire que

= 1
;(1—mi)>

7. En déduire que n = 1 et conclure.

Démonstration. 1. Soit g1 € G tel que g1 # 1. Par définition il existe x1 € X tel que
g1 -1 = x1. En particulier g; € G, et donc z1 €Y.
2. Soit r €Y et g e G. Comme x € Y il existe g1 € G avec g1 # 1 tel que g1 - = x.
Alors
(99197") - (g-2) = (991) - = g- .
Donc gg1g7! € Gyz, et gg1g~! # 1 puisque g1 # 1. Donc g-z €Y, donc G.x < Y.
3. On a
= || {go)e(@\{1}) xY gz =2}
geG\{1}
Or, a g fixé, il existe un unique x € X tel que g -« = z. Donc, a g fixé,

[{(g:2) € (G\{1}) x Y : g.w = w}| = 1.
Ainsi [Z] = 3 ey 1 = |G| — 1. De méme

Z = | {lg,x) e (G\{1}) x YV : g.w = x}.

zeY

Et, az €Y fixé, on a
{(ge (G\{1}) : g.x = 2} = G \{1}.
Ainsi 2] = Yoy |Gyl — 1

4.
DG =1 = X > (G -1)
yeY i=1yeG-y;
= Z (‘Gyi‘ - 1)
i=1yeG-y;
= 2 1Guil(1Gy | = 1).
i=1
5. D’aprés la relation orbite-stabilisateur, on a |G| = |G.y;||Gy,|. Par définition m; =
|Gy,|. On a
1 n
(Gl -1) = |Gyl (1Gy:| = 1))
!G| (€] ;1 !
1 C IG. yz
1-— = M-
|G| ZZ |G|
- Z 1— —
=1
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6. Comme m; = |Gy,| et que y; € Y alors m; > 2. Ainsi 1 — mil > % et donc

=1 mi
7. Comme |G| = 2 car G est non trivial alors 1 — ﬁ < 1. Donc
1 1 ¢ 1
1o =N1- ) =n
5 i ;( ) =

En particulier n < 1. Donc n = 1 car il y a au moins une orbite (Y n’est pas vide).
En particulier, d’aprés I’équation précédente, on en déduit que |G| = m; et donc
Gy, = G, donc que y; est un point fixe sous I'action de G. Par ailleurs il est unique
puisqu’il n’y qu’'une seule orbite.

O

5.7 Exo 7

Exercice 5.7. On veut montrer que le groupe G := SLy(Z) des matrices entiéres de
déterminant +1 est engendré par deux matrices :

0 —1 1 1
s (V) e (1),

Pour cela, nous introduisons le demi-plan de Poincaré H := {z € C | &(z) > 0} et notons
I':= (S, T) le sous-groupe de G engendré par S et T.

a b '_az—i-b
c d Z'_cz—i-d

définit bien une action de SLy(R) sur H. Quel est le noyau de cette action ?

1. Montrer que la formule

2. Exprimer I'action de S, T, ST et T'S sur H et préciser les ordres des transformations
correspondantes.

3. On note D la partie de H suivante :
1
D := {zeH[ IR(2)] < iet|z] > 1}.

Faire un dessin. Montrer que pour z € H il existe g € T tel que g- z € D.

4. Soient z € D et g € G. Montrer que si g -z € D alors z est sur le bord de D et
préciser la valeur de g (suivant la position de z).

5. Calculer les stabilisateurs de l'action de G pour un point de D (on prétera une
attention particuliére aux cas z =i, 2 = j et 2 = —j).

6. Soit zg = 2i. Pour g € GG, on considére z := g - zg. D’aprés la question 3, il existe
un élément v € I' tel que v -z € D. En utilisant la question précédente, montrer que
g =~ ! et conclure.

. . o : az+b
Démonstration. 1. Vérifions dans un premier temps que ¢—-; € H.

I((az + b)(cz + d)) = S(ac|z|* + adz + bez + bd) = (ad — be)J(2).

Or puisque <CCL Z) € SLy(R), alors ad — bc = 1 et finalement % € H. On vérifie

par ailleurs que Is - z = z et

a b\ a b o ad’ +bd  ab + bd _
e d) \e a@)) "7 \detdd v +dd)
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a b ‘ a v ‘ _ (ad +bc  ab + bd _
¢ d ¢ d) ) T \derdd e +dd) 7

Donc la formule donnée définit bien une action.

2. On a ,
§.z=_"2=
z
T -z=2z+1
-1
ST -z =
z+1
1
TS-2="
z
De plus S? = Iy, T" - z = z +n, (ST)? = —I5 (donc (ST)% = I1) et (T'S)° = Is.
3. On remarque que (g z) = |C§f€2|2' Puisque ¢ et d sont des entiers, on peut choisir

g tel que §(gz) soit maximale. Par ailleurs, on suppose que %(g - z) = = € R. Alors
si 'on pose k la partie entiére de 2, on a R(T - g-2) = R(g - z) — k, qui est bien
dans l'intervalle [—~1/2,1/2]. On note 2/ = T~%.g-z. Il suffit de prouver que |2/| > 1.
Si ce n’est pas le cas, alors |S - 2| = 1. Mais §(—1/2") > S(2’) ce qui est absurde.
Donc |Z'| = 1. On a donc bien trouvé ¢’ € T tel que ¢’ - z € D.
a b 3(2)

c d |cz+d|? "
(92,97 1), on peut supposer que (g - z) = $(2) (i.e |ez + d*> < 1). Ce n'est
possible que si |¢| < 2, on va donc distinguer les cas.

4. Posons g = < ) On remarque que (g - 2) = Quitte a considérer

e Sic=0,alorsd = £1 et g est la translation par +b. Puisque R(z) et R(g- z) sont
dans [-1/2,1/2] alors b=0et g =id ou b = +1 et R(2),R(g- 2z) € {—1/2,1/2}.

e Sic=1, alors |z +d| <1doncd=0saufsiz=p:=exp(2in/3) (resp. z = —p)
auquel cas d = 0,1 (resp. d = 0,—1). Le cas d = 0 donne |z| < 1 et donc |z| = 1.
Deplusad—bc=1,doncb=+letg-z=a— %, et par un argumentaire similaire
a celui du cas ¢ = 0, on en déduit que a = 0 sauf si R(z) = £1/2 auquel cas z = p
ou z = —p (et dans ce cas a = 0,—1 resp a = 0,1).
Siz=petd=1alorsa—b=1etg-p= % = a+ p donc a = 0,1. Idem si
z=—petd=—1.

e Si ¢ = —1, la discussion est la méme que dans le cas ¢ = 1 en inversant les signes
de a,b, c et d.

Dans tous les cas, on constate que z est sur le bord de D.

5. Si g # id est dans le stabilisateur de z € D, on a en particulier que z est sur le bord
de D.
Tout élément qui n’est pas sur le bord de D posséde un stabilisateur trivial.

En reprenant la discussion de la question précédente, si z € D est tel que que
z # p,—pet R(z) = £1/2, alors g - z € D si et seulement si g est une translation.
En particulier g ne stabilise pas D. Donc le stabilisateur de z est réduit a ’'identité.

Si|z| =1et g-z€ D, le point précédent prouve que ¢ = 1 et d=0. Si I'on suppose

z # p,—p, on en déduit que g -z = —1/z. Le seul z stabilisé par un tel g est z = i.
Donc Stab(i) = {1, S}.
Il ne reste qu’a traiter le cas o z = p ou z = —p. Dans ces cas, (& 'aide la

discussion précédente, et en testant les divers cas) on montre que Stab(p) = (ST
et Stab(p) = (T'S).

6. On a (yg)-z0 = -z € D. Puisque 29 € D et que 2y n’est pas sur le bord de D, alors
nécessairement yg = id. Donc g € T'.
O
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5.8 Exo 8+

Exercice 5.8. Soit k£ < n deux entiers. On note Ej ’ensemble des parties a k éléments

de {0,--- ,n — 1}. On rappelle que Card(E}) = Ck = k:!(r?ik)!'

Dans toute la suite on suppose que k et n sont premiers entre eux.

1. On fait agir Z/nZ sur Ej par m * (a1, -+ ,a;) = (a1 +m, -+ ,ar +m). Montrer
que cela définit bien une action.

2. Montrer que le stabilisateur de tout élément est trivial.

3. En déduire que n divise CE.

Démonstration. 1. On remarque que 0 = (ag, -+ ,ar) = (a1, -+ ,ax) et que (m + 1) *
(a1, ,ar) =m=* (I* (a1, - ,a)).
2. Il faut faire attention que 'ordre des éléments dans les k-uplet de E}. n’a pas d’im-
portance.

Soit m € Stab((ay,- - ,ax)). Soit ¢ une permutation de {1,--- , k}. Alors

(ag(1), -+ ,an(k)) = (a1 + m,--- ,ar + m).

Comme % = id, on en déduit que a; = a; + mk. Soit encore mk = 0 dans Z/nZ, et
comme k et n sont premiers entre eux, cela implique que m = 0 dans Z/nZ. Donc
le stabilisateur de tout élément est trivial.

3. On déduit de la formule des classes que

r

" n
|Ex| = ) [Orb(x)| = > ey =
i [Stab(z;)|

i=1

Donc n divise CE.

5.9 Exo 9+

Exercice 5.9. Soit G un groupe fini qui agit sur un ensemble fini X de maniére transitive.

(C’est-a-~dire que pour tous z,y € X, il existe g € G tel que g-z = y). On note n = Card(X).

1. Pour k < n, on note XFl = {(zy, -, 2p) | Vi # j,z; # xj}. Montrer que G agit
naturellement sur X1,

2. On dit que action de G sur X est k-transitive si I'action de G sur X [*] est transitive.

Quel est le degré de transitivité de &,, sur X = {1,--- ,n}? Quel est celui de A, ?

3. Montrer que si G est k-transitif alors |G| = n(n—1)--- (n—k+1)|Stab(z1, - -+, xx)]|.

4. On note x(g) = Card({x € X | g-z = x}) Pensemble des points fixes de g dans son
action dans X. Montrer que G est k-transitive si et seulement si

|61;, Dix@x(g) = 1) (x(g) —k+1) =1

geG

5. On suppose G transitif sur X. Montrer que G est 2-transitif si et seulement si
2 = 17 Dgec IX(9)7-

Démonstration. 1. On fait agir G sur XW par g (z1,--- ,2%) = (g-21,--- ,9 - 1)
On vérifie que si z; # z; alors g - x; # ¢ - x; (vrai par définition d’une action).
2. Le degré de transitivité de &,, sur X est n (envoyer n points sur n autres définit
une permutation).

Le degré de transitivité de 2, sur X est n—2. On ne peut pas envoyer (1,2,3,--- ,n)
sur (2,1,3,--- ,n) par un élément du groupe alterné. De méme si 'on fixe I'image
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de n — 1 éléments, 'image du dernier élément est aussi fixée. La n — 2 transitivité
est claire : si 'on fixe n — 2 éléments envoyé sur n — 2 autres, on définit une per-
mutation de de &,,_s. Si sa signature est impaire, on peut encore la multiplier par
une transposition.

. De maniére plus générale, lorsqu’un groupe fini H agit de maniére transitive sur un
ensemble fini E, on sait que Orb(x) est en bijection (ensembliste) avec H /Stab(x).
Or dans le cas d’une action transitive Orb(x) = E. En considérant les cardinaux,
on en déduit que |E||Stab(x)| = |G]|.

Puisque G agit transitivement sur X[*. I'on en déduit que
G| = | X¥||Stab(21, -+ ,2)| = n(n — 1)+ (n — k + 1)|Stab(z1, -, zx)|

. La formule de Burnside nous assure que :

1
Nombre d’orbites = @ Z Fixg,
geG

ou Fix, est 'ensemble des points fixes dans X [¥] sous I'action de G. Par définition
Fixg = {(z1,--- ,2n) € X g (zy,--+ @) = (21, ,2n)}. On peut dénombrer
cet ensemble en remarquant qu’on peut choisir pour z1 un élément fixé par g dans
X puis pour x2 un élément fixé par g dans X sauf x1, etc. Donc |Fixg| = x(g9)(x(9)—
1)---(x(g) —k+1). On a alors :

Nombre dorbites = 13} X(6)(x(9) — 1)+ (x(9) ~ k + 1

geG

Or l’action est transitive si et seulement si le nombre d’orbite vaut 1.
Donc G est k-transitive si et seulement si

‘(1;, S (@) x(g) = 1)+ (xlg) —k+1) = 1

geG

. D’aprés la question précédente G est 2-transitif si et seulement si

a1 x99 1) =1

1
Gl =

2 x@)(x(9) 1) = > x(9)® = X xlg) = D) x(9)* — 1

geG geG geG geG

car I'action de GG est transitive. Finalement, cela prouve bien que G est 2-transitive
si et seulement si 2 = \%I pypme x(9)%
O

5.10 Exo 10+ Burnside

Exercice 5.10 (Théoréme de Burnside). Soit G un groupe et X un ensemble. On suppose
que G agit sur X. On note 2 ’ensemble des orbites de I'action de G sur X. Alors

1
Nombre d’orbites de I'action = || = al Z |Fixg|
geG

ou Fix, = {z € X| g -2 = z}.
Indication : Dénombrer I'ensemble A = {(g,z) € G x X|g-x = x} par deux méthodes
distinctes.
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Démonstration. La preuve passe par un double dénombrement de I’ensemble A = {(g,z) €
G x X|g-x = x}. On peut écrire A comme union disjointe :

A:U{xeX|g-x=x}:|_|Fng

9eG geG
A= |_|{geG |g -z =1x}= |_| Stab(x).
rzeX rzeX

On déduit de la premiére écriture de A que :

Al = Y [Fix, |

gelG

Et de la seconde écriture que :

A = D [Stab(z)]

reX

I
[
Q

= Q|G|

En combinant les deux égalités, on montre bien que || = ﬁ 2gec [Fixgl. O

5.11 Exo 11+

Exercice 5.11. On garde les notations de ’exercice précédent.

1. Montrer en appliquant la formule de Burnside, que si | X| > 2, on a

> x(9)? = 2(Gl.
geG

2. On suppose désormais également que G agit transitivement sur X, et on note Gy
I’ensemble des éléments de G ne fixant aucun point de X. Prouver I'’encadrement

Gl < Y (x(9) — Dix(g) — |X]) < IX||Gol
geG

et en déduire que |Go| = |G|/ X|.

Démonstration. 1. On applique le théoréme de Burnside en considérant I'action de G
sur X[2I. On a alors

Gl = ] x(9)(x(9) = 1).

gelG

2. On applique la formule de Burnside. On a alors |G| = 3 .5 x(g). On doit vérifier
que x(g9) < (x(9)—1)(x(g)—|X|). On calcule donc par rapport & x(g) les racines du
polynome x(g)? — x(g)(|X| +2) +|X] et on se rend compte qu’elles sont négatives.
Donc lorsque x(g) = 0 (ce qui est toujours le cas), on a bien x(g) < (x(9)—1)(x(g9)—
|X|). En en déduit la premiére inégalité

Gl < ) (x(9) — Dix(g) — |X])

geG
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Pour la seconde, on constate que

Dx(g) - Dix(g) - 1XD) =1GI< D] (x(9) = Dix(g) — XD+ > |IX]|

geG geG\Go geGo

Or 3 cang, (x(9) — D)(x(9) — [X]) < 0, car pour g ¢ Go, on a x(g) —1 > 0 et
Xx(g) — |X| < 0. On a donc bien

2. (x(9) = Dix(g) = [X]) < 1X]|Gol.
geG

5.12 Exo 12+

Exercice 5.12. 1. Montrer que si le quotient G/Z(G) est cyclique, alors le groupe G
est en fait abélien.

2. En déduire qu'un groupe d’ordre p? (avec p un nombre premier) est abélien. Montrer
qu’a isomorphisme prés un groupe d’ordre p? est de la forme (Z/pZ)2 ou Z/p*Z.

Démonstration. 1. Notons a I'élément de G tel que son image engendre le quotient
G/Z(G). Soient z,y € G, alors leur image dans le quotient G/Z(G) est de la forme
T = a" et § = a”, ce qui revient a dire que x = a"2’ et y = a"y ou 2’y € Zg.
Alors

/ / /!
xy =a" 7'y =a "2y = yx

Donc G est abélien.

2. 1l faut montrer que Z(G) n’est pas réduit au neutre ce qui se fait classiquement en
faisant agir G sur le lui-méme par conjugaison puis en utilisant des relations orbites
stabilisateurs.

On suppose alors que Z(G) est de cardinal p. Alors le quotient G/Z(G) est d’ordre
p, donc cyclique, et par la question 1. G est donc abélien.

Le théoréme de structure des groupes abélien permet de conclure.

O
5.13 Exo 12+
Exercice 5.13. 1. Soit G' un groupe fini et H < G un sous-groupe propre. Montrer
que
JgHs ' <G
geG

2. Si G = GL,(C), montrer qu’il existe un sous-groupe propre H qui intersecte toutes
les classes de conjugaison.

Démonstration avec Burnside. 1. On va commencer par un lemme un peu général

Lemme 5.1. Soit G un groupe fini et X un ensemble de cardinal au moins 2. On
suppose de plus que G agit transitivement sur X. Alors il existe un élément g € G
qui agit sans point fize.

Démonstration. On rappelle la formule de Burnside

1
Nombre d’orbites de I'action = 1€l Z |Fixg|
geG
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Puisque 'action de G sur X est transitive, alors le nombre d’orbites de ’action vaut
1. Supposons, par 'absurde, que pour tout g € G, on ait |Fixy| > 1. Or |Fix.| > 2,

on a alors ) ala 1
. . +
1= —(|Fix.| + ) [Fixg|) > IGl+1
|G| e#geG |G|
Ce qui est absurde. Donc il existe un élément g tel que |Fix,| = 0. O

Continuons désormais la preuve. On considére l'action de G sur 'ensemble G/H
donnée par (k,gH) — (kgH). Cette action est transitive. De plus puisque H est
supposé propre, l'on a que |G/H| > 2. Puisque nous sommes dans le cadre des
hypotheéses du lemme, alors il existe un élément k € G tel que pour tout g € G 'on
ait kgH # gH. En particulier, pour tout g € G, I'on a k ¢ gHg~'. Ce qui prouve
que G n’est pas égal & 'union des conjugués du sous-groupe propre H.

2. Soit H ’ensemble des matrices triangulaires supérieures. C’est un sous-groupe strict
de G. Cependant chaque matrice de G est trigonalisable, donc H intersecte toutes
les classes de conjugaisons.

O

Démonstration sans Burnside. On note [G : H| = k l'indice de H dans G. On va montrer
que |[{gHg™! | g € G}| < k. Cela revient & montrer que si g; et go sont dans la méme classe
d’équivalence dans l’ensemble quotient alors g1 Hg — 17! = go H 9o 1. Si g1 et go sont dans
la méme classe d’équivalence alors il existe h € H tel que go = g1h, et donc

g2Hgy' = githHh tg;t = g1 Hg

De plus, pour tout g € G, |H| = |gHg !|, car le morphisme x — gxg~' de H dans
gHg™ " est un morphisme de groupe. On note g1, - - - , gi, des représentants de chaque classe
d’équivalence de G/H.

k
| Ugea gHg ™' = | Uiy giHg ' < D) lg:iHg ' — 1
=1

On peut retirer 1 dans I'inégalité précédente car dans notre majoration on compte le neutre
au moins deux fois (puisque k£ > 2). En conclusion, on trouve que

[\ JgHg ' <[G: H||H|-1<|G|-1.

geG

Pour des questions de cardinalité, on en déduit que | J pe gHg™! ne peut pas étre G en

entier. ]
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6 TD6

6.1 Exo1l

Exercice 6.1. Ecrire les décompositions en cycles des permutations suivantes :

1. (314)(15926)(53);

2. 01 avec o := 123 457,
' “\2 513 4)
3. o tavec o = (562)(13).

Démonstration. 1. La permutation est donnée par

¢ )

la décomposition en cycle disjoint est donnée par o := (1 5)(56 4 3 9)
2. Puisque 0 := (12543)alors o' :=(34521).
3. 071:=(265)(13).

O W
oo

4 5 6 7
31 47

N
Qo

6.2 Exo 2

Exercice 6.2. Calculer 2920

(1 23 4 5
7=\V10 9 8 11 7

avec

6 7 8 9 10 11 12
3 2 6 ’

12 5 4 1

Démonstration. On peut écrire o en cycle disjoints o := (1105729 12)(3 8 6)(4 11). Or
2020 = 7 x 288 +4 =673 x 3+ 1 =2 % 1010. Donc ¢2°2° = (12109512 7)(386). O

6.3 Exo 3

Exercice 6.3. Soit

(12
1= \2 5

deux éléments de Gg.
Les permutations o1 et oy sont-elles conjuguées dans Sg ?

Q0 W~
— Ut
N D
w

o

)

- W
N

Démonstration.
o1=(1257)(3486)

o9 =(15)(26)(3487)
Deux permutations sont conjugués si et seulement si les cycles disjoints qui apparaissent
dans leur décomposition sont de méme longueur. Ainsi o1 et o9 ne sont pas conjugés. [
6.4 Exo 4

Exercice 6.4. Soit n > 2. Pour 1 < i < n—1, on considére les transpositions 7; = (i + 1)
de G,,.

1. Montrer que 7,7; = 7;7; si et seulement si |i — j| # 1.

2. Montrer que 7;74+17; = Ti41TiTi+1-
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Démonstration. 1. Sili—j| = 2, alors 7; et 7 sont a support disjoints donc commutent.
Si i = 7, alors 7; commute avec lui-méme.

Si |i — j| = 1, on peut supposer, sans perte de généralité que j =i + 1. Alors
(Gi+1)GE+1i+2)=(Gi+1i+2)
(i+1i+2)ii+1)=(Gi1+2i+1)

Donc 7; et 7541 ne commutent pas.

! Ne marche pas si i =i + 2, c’est-a-dire dans Gs.

2. On calcule
i+ +1i+2)Gi+1)=Gi+1i+2)(ii+1)=(ii+2)

(+1i+2)ii+1)GE+1i+2)=@i+2i+1)(i+1i+2)=(ii+2)

6.5 Exo5

Exercice 6.5. Montrer que &,, est engendré par les parties suivantes :
1. {(Gi+1),i=1...n—1};
2. {(19),1=2...n};
3. {(12), (12 ... n)}.

Démonstration. 1. On sait que 6&,, est engendré par les cycles. De plus

(a1 -+ ap) = (a1 a2)(ag a3) - (ar—1 ar).

Donc &,, est engendré par les permutations. Soit une permutation (a a + k) avec
k>0.Alors (aa+k)=(aa+1)(a+1a+k)(aa+1). Par récurrence on montre
alors que {(ii+1),7=1...n— 1} engendre &,,.

2. En utilisant la question précédente, il suffit de remarquer que (i i +1) = (1 4)(1 i +
1)(1 ).

3. On va encore une fois utiliser la premiére question. Onnotec = (12 ... n),r < n—2
un entier et I'on constate que ¢~ " (1 2)c¢" = (14r 2+4r). On parvient donc a engendrer
tous les éléments (i i + 1).

O

6.6 Exo 6

Exercice 6.6. Soit n > 2. Montrer que 2, est engendré par les cycles (ii + 14 + 2) pour
1<i<n—-2.

Démonstration. On sait (cours) que 2, est engendré par les 3-cycles. On peut raisonna-
blement supposé qu'un 3-cycles est de la forme (i j k), o i < j et i < k avec j # k.
Remarquons que (i3 +2 i+ 1) est (i i + 1 i+ 2)%. De plus

(t+1i4+3i+2)ii+2i+1)(i+1i+2i+3)=(Gi+1i+3)
Par ailleurs si k > 3 et i + kK <n, on a
(t+k—1i+ki+k+1)GEi+1i+k)(i+1i+2i4+3)=0Gi+1i+k+1)
On veut montrer qu’on veut avoir tous les 3-cyles de la forme (i i + 1 k) ou k # 4,7 + 1.

Onladéjasik=i—1letsik>=1+2.
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Par ailleurs

(i+1i—2i—-DGi—1i+D)GE+1i—2i—1)" =(@Gi+13i—2)

De plussi k = 2

(i—k+1li—ki—k—1)(Gi+1i-k)G@—k+1li-ki—-k—1)"1 =@Gi+1i—Fk—1)

Soit maintenant (i ¢ + j k) un trois-cycle. Sans perte de généralité, on peut suppose
que j > 1 (si j = 1 on sait faire). On suppose n > 5 (sinon on sait faire aussi). Si j = 2,
(on suppose k # i + 3 sinon on sait faire aussi) on calcule

(i+1i+2i4+3)(ii+1k)(i+1i+2i+3) " '=(Gi+2k)

Sij = 3, alors

(i+j—1i4+1i4+§)(ii+1k)(i+j—1i+1i+5) =@Gi+jk)

On sait donc engendrer tous les 3 cycles. O

6.7 Exo 7

Exercice 6.7. On considére un cycle ¢ de longueur k£ dans &,,.

1.

Calculer le cardinal de la classe de conjugaison de ¢ dans &,, et en déduire celui du
centralisateur de ¢ (c’est le stabilisateur de ¢ pour I'action par conjugaison).

. Si k = n, en déduire que {c) est un sous-groupe abélien maximal de &, : si {¢)

H < &,, avec H abélien, alors H = (c).

Démonstration. 1. On constate qu’un le conjugué d’un cycle de longueur k est un cycle

de longueur k.

On note ¢ = (a; -+ ag), et soit ¢ = (by --- bx). On considére la permutation o
qui envoie a; sur b; pour tout i ( et qu’on compléte de maniére quelconque de sorte
A avoir une permutation). Alors oco™! = ¢’

Donc tout cycle de longueur k£ est un conjugué de c.

Il ne reste plus qu’a dénombrer les cycles de longueur k. Il s’agit de choisir k éléments
parmi n. Un tel support donne k! permutations (en choisissant la place de chaque
éléement). Cependant toutes ces permutations ne sont pas distinctes, on peut effec-
tuer une rotation des éléments. Chaque élément précédemment construit est donc
compté en k exemplaires.

Finalement Card(Orb(c)) = (k — 1)!(}).

Par la relation orbite stabilisateur on a Card(Stab(c) = % =k(n —k)!

. Soit H un sous-groupe abélien tel que {¢y = H. Soit 0 € H. Comme H est abélien,

on a donc oc = co. En particulier o € Stab(c). Or {¢) < Stab(c), or il y a égalité
des cardinaux de ces sous-groupes, donc {c¢) = Stab(c), en particulier o € {c¢). Donc
H = {c)

O

6.8 Exo 8

Exercice 6.8. 1. Dans &3, donner la liste des éléments (avec leurs centralisateurs et

leurs classes de conjugaison) ainsi que la liste des sous-groupes (avec normalisateurs
et classes de conjugaison). Préciser les sous-groupes normaux.

. Dans &4, donner la liste des éléments (avec centralisateurs et classes de conjugai-

son). Montrer que pour tout diviseur d de 24, &4 admet des sous-groupes d’ordre
d et préciser quels groupes apparaissent a isomorphisme prés.
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Démonstration. Les éléments de G3 sont
63 = {1da (1 2)a (1 3)7 (2 3)7 (1 2 S)a (1 3 2)}

Soit (a b) une transposition, soit ¢ différent de a et b. Alors (a ¢)(a b)(a ¢) = (c b) et
(b ¢)(ab)(bc) = (ac). Donc la classe de conjugaison d’une transposition est ’ensemble de
toutes les transpositions. De plus Stab((a b)) = {(a b)).

Soit (a b) un 3-cycle. Alors (b)(a b)(b) = (a ¢ b). Donc la classe de conjugaison d’un
3-cycle est ’ensemble de tous les 3-cycles. De plus Stab((a b ¢)) = {(a b ¢)).

Comme 6 = 2 x 3, on peut avoir que des sous-groupes d’ordre 1,2,3 ou 6. Les sous-
groupes d’ordre 1 et 6 sont {id} et S3. Les sous-groupes d’ordre 2 sont ceux engendré par
une transposition. Les sous-groupes d’ordre 3 sont ceux engendré par un 3-cycle.

Un sous-groupe est normal s’il est I'union de classes de conjugaisons. Pour des raisons
de cardinalité, les seuls sous-groupes distingués sont {id} et Ss.

Pour &4 voir Ortiz, Exercice d’Algebre, p26

6.9 Exo9

Exercice 6.9. Enumérer les sous-groupes de 24. Parmi ceux-ci, lesquels sont normaux ?
Constater également que 2[4 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

Démonstration. On sait que Card(2,,) = 12. De plus

o _ 4 (12)(34),(13)(24),(14)(32),(123),(132),
4_{ (124),(142),(134),(143),(234),(243) }

D’apreés le théoréme de Lagrange, 'ordre d’un sous-groupe non trivial de 24 est 2,3,4
ou 6.

e 2, admet 3 sous-groupes d’ordre 2 chacun engendré par une double transposition.

e Tout sous-groupe d’ordre 3 est engendré par un trois-cycle et il en existe 4 (un par
point de {1,2,3,4} fixé par le sous-groupe).

e Le groupe engendré par toutes les doubles transpositions est d’ordre 4, et comme un
tel sous-groupe ne peut pas contenir d’élément d’ordre 3 il n’y en a pas d’autre.

e Si 24 admet un sous-groupe H d’ordre 6, alors H est d’indice 2 et donc distingué dans
4. Alors H est réunion de classes de conjugaison distinctes, ce qui est absurde puisqu’elles
sont de cardinal 1,3,4 et 4. On constate bien que 24 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

Les sous-groupe distingués de 2{4 sont réunion de classe de conjugaisons distinctes. Or
les classes de conjugaison sont d’ordre 1,3,4 et 4. Donc les cardinaux possible pour un sous-
groupe distingué (par le théoréme de Lagrange) sont 1,4,12. Et on vérifie que le groupe
engendré par les doubles transpositions est bien distingué dans 2ly.

Autre preuve qu’il n’existe pas de sous-groupe d’ordre 6 : Soit H un sous-groupe de 2,
d’ordre 6. Il est donc distingué car d’indice 2. Alors il contient un élément d’ordre 2, disons
t et un élément d’ordre 3 c. Alors la conjugaison ¢ 'tc et ctc™! donne deux autres éléments
d’ordre 2 distincts, tous contenus dans H. Donc le groupe contenant toutes les doubles
transpositions que 'on note K est contenu dans H, or 4 ne divise pas 6. C’est absurde. Il
n’y a donc pas de groupe d’ordre 6.

O
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7 TD7

7.1 Exol

Exercice 7.1. Soit 7 € &, une permutation impaire et considérons ’automorphisme
¢ A, — A, défini par p(o0) = Tor~!. Montrer que ¢ n’est pas un automorphisme
intérieur de 2,,.

Démonstration. On va faire la prouve sin > 2, les casn = 1 et n = 2 sont triviaux.
Supposons que ¢ soit un automorphisme intérieur. Alors il existe ¢ € 2, tel que pour tout
o€ Uy,, Von ait o7~ = coc™!. Autrement dit, ¢~ 17 appartient & I’ensemble des éléments
de G,, qui commute avec tous les éléments de 2,,.

De plus ¢! 7 est de signature -1 et commute avec lui-méme, donc le groupe engendré par
(A, ¢~ 17y commute avec ¢ 717 et ce groupe n’est autre que &,,. Donc ¢~!7 € Z(&,,) = {id}
(si n > 2). Ce qui implique que ¢ = 7, ce qui est absurde.

Ainsi, ¢ n’est pas un automorphisme intérieur de 2, pour n > 4. O

7.2 Exo 2

Exercice 7.2. On se place dans le groupe &g.
1. Résoudre I'équation o2 = (12)(34) dans Gg.

2. En déduire que 'on ne peut pas plonger Qg dans Sg (indication : dans Qg, —1 a 6
racines carrées).

Démonstration. 1. Si 02 = (12)(34), alors l'ordre de ¢ vaut 4. On écrit la décom-
position en cycle disjoint de sigma, et on regarde les diverses partitions de 6 (on
omet les partitions comportant qu'un cycle de longueur qui ne divise pas 4), a sa-
voir les cycles de longueur 3,5 et 6. On remarque également que o ne peut pas
étre composé uniquement de transposition, sinon o serait d’ordre 2. Il reste donc :
6 =4+1+1 = 4+2. Pour que o soit d’ordre 4, les seules possibilités sont que o soit
un produit de 2-cycles et de 4-cycles. Le 4-cycle faisant nécessairement intervenir
les entiers 1,2, 3 et 4.

On trouve donc 4 possibilités. A savoir 0 = (132 4), 0 = (1423),eto =
(1324)(56)ouc=(1423)(56).

2. On suppose qu'il existe un plongement ¢: Qg — &g. Alors p(—1) est une double
transposition. En effet, puisque —1 posséde au moins une racine dans Qg et est
d’ordre 2 alors ¢(—1) posséde au moins une racine dans Sg et est d’ordre 2. Or
les transpositions ne possédent pas de racine dans Gg (s’ils en avait une, ce serait
un 4-cycle, mais le carré d’'un 4-cycle est une double transposition). De méme le
produit de 3 transpositions n’ont pas de racines dans Gg. Ainsi ¢(—1) est une
double transposition.

Mais —1 posséde 6 racines dans Qg alors qu'une double transposition ne posséde
que 4 racines dans Gg. Finalement on ne peut pas plonger QJs dans Gg.

On prouve aussi que I'on ne peut pas plonger Qg dans &7. En effet, les éléments
d’ordre 4 dans &7 sont les produits de 4-cycles et de transposition (& support dis-
joints). De plus, une double transposition est la seule & avoir des racines, et elle en
posséde 8 distinctes. Par exemple si 02 = (1 2)(3 4), alors

(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
{(142@4142@@6%u423x5n4142$®7)}

De plus, si ¢: Qg < &7 est un plongement alors p(—1) est une double transposition.
Pour plus de simplicité on peut supposer que ¢(—1) = (1 2)(3 4), alors (i), ¢(j)
et (k) sont dans I’ensemble

(1324),(1324)(56),(1324)(57),(1324)(67),
{(142@4142@&6%@423ﬂ5ﬂ4142$w7)}'
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Mais (1324)(1324)=(12)(34)et (1324)(1423)=1id. Donc on peut peut
pas vérifier la relation ¢(i)p(j) = ¢(k).
Donc Qg ne se plonge pas dans &r.

7.3 Exo 3

Exercice 7.3. Déterminer tous les morphismes de G4 vers G3.

Démonstration. Soit p: &4 — &3 un morphisme de groupe. Comme 4! > 3! ce morphisme
a un noyau non trivial. De plus Ker(y) est un sous-groupe distingué de &4. Ainsi Ker(p) €
{&4,24, K} ot K est le sous-groupe de &4 engendré par les doubles transpositions.

e Si Ker(y) = Gy, alors ¢ est le morphisme trivial.

e Si Ker(p) = 24, alors trouver ¢ revient a trouver un morphisme injectif ¢: &y /A4 —
S3.0r 64 /2y ~ Z/2Z. On cherche donc tous les morphismes de groupe de Z/2Z — G3. Or
un tel morphisme est uniquement déterminé par I'image de 1 qui s’envoie nécessairement
sur une double transposition (car 1 est d’ordre 2 dans Z/2Z). On trouve donc 3 tels
morphismes.

e Si Ker(¢) = K alors trouver ¢ revient a trouver un morphisme injectif ¢: &4 /K —
Gs.

On va montrer que &4 /K est isomorphe & &3. On note K* le sous-ensemble de K
constitué seulement des trois doubles transpositions. On peut l'identifier & l’ensemble
{1,2,3}. On considére alors ’action :

fi GuxK* — K*

(o,7) +— o107 !

Cette action induit un morphisme de groupe de ¥: &4 — G3. Ce morphisme est surjectif
puisque qu’on peut engendrer toutes les transpositions de la forme (1,7) de S3. En effet si on
note 1 = (12)(34),2=(13)(24)et3=(14)(23),alors(23)) =(12)etp(24)=(13).
Par ailleurs le noyau de ¥ est ’ensemble des éléments de &4 qui commutent avec toutes les
doubles transpositions, et c’est précisément K. Donc le premier théoréme d’isomorphisme
nous assure que &4 /K est isomorphe a G3.

L’ensemble des morphismes ¢: &4 — G3 tels que Ker(p) = K sont en bijection avec
I'ensemble des morphismes injectifs (donc bijectif) de &3 — &3. Or Aut(S3) = Ss.

Finalement, on a trouvé 10 morphismes de G4 vers G3. O

7.4 Exo 4

Exercice 7.4. Soit n > 4 un entier.
1. Soit ¢: Sp+1 — S, un morphisme non trivial. Montrer que Ker(p) = A,41.

2. Montrer que ’ensemble de tels morphismes est en bijection avec ’ensemble des
éléments d’ordre 2 de S,,.

3. Soit k = 1 un entier. Montrer que dans .S,,, le nombre de produits de k transpositions

a supports disjoints vaut
k—1 .
1—[ n— 2
2

i=0
k!

4. En déduire que que le nombre de morphismes de S,; dans S, (n = 4) vaut

exactement
k—1 (n—Qi)

5] I
=0 2
1+ 1;1 =R



Démonstration. 1. Le noyau d’'un morphisme est distingué. Or pour n > 5 les seuls
sous-groupes distingués de S, sont {id}, S, et A,,. Pour des raisons de cardinalité,
le morphisme ne peut pas étre injectif, donc Ker(¢) # id. Comme le morphisme
n’est pas trivial, alors Ker(y) # Sy, donc nécessairement Ker(p) = A,,.

2. D’apreés le ler théoréme d’isomorphisme (et comme S, /A, = Z/2Z), ¢ induit un
isomorphisme

Vo Z)2Z — S,

Par ailleurs I'application ¢ > 1), est une bijection. Enfin 1), est entiérement dé-
terminé par l'image de 1 et 9, (1) est un élément d’ordre 2. Réciproquement, la
donné d’un élément d’ordre 2 de S,, détermine de maniére unique un morphisme
Z/2Z — S,. Donc les morphismes ¢: S,+; — S, non triviaux sont en bijection
avec ’ensemble des éléments d’ordre 2 de S,,.

3. Un produit de k transposition revient & se fixer les transpositions les uns apres
les autres. Pour la premiére transposition on choisit 2 nombres parmi n sans tenir
compte de 'ordre, ce qui donne (g) choix. Pour la deuxiéme, on choisit 2 éléments
parmi n—2 (puisqu’on ne peut plus choisir les éléments déja choisit pour la premiére

transposition) ce qui donne ("5?) choix. On continue ainsi, et on se retrouve avec
2 bl

|1y (") possibilités (si 'on considére que l'ordre dans lequel on a choisit les

transpositions est importants). cependant, on peut encore mélanger les transposi-
tions entre elles (car (1 2)(3 4) est la méme chose que (3 4)(1 2)). On considére une
transposition comme un point qu’on peut permuter, et il faut donc diviser par k!
qui est le nombre de permutation d’un ensemble & &k éléments. On obtient donc

’ﬁ (n _ 2¢>
1=0 2
k!

produit de k transpositions a support disjoint.

4. 1l s’agit de constater que les morphismes de Sy, 11 dans S, sont le morphisme trivial
et les morphismes non triviaux. Les morphismes non triviaux sont en bijection avec
les éléments d’order 2 de S, qui sont les produits de k transpositions pour k variant
entre 1 et [5]. On en déduit donc que le nombre de morphismes de Sy, 1 dans S,
vaut

!

5] k=1 m—2i
S 115 ("57)

1+ — =
kgl k

7.5 Exo b

Exercice 7.5. Nous allons montrer que Aut(Sy) ~ &y.
1. Justifier rapidement 1'égalité Int(S4) = Sy et en déduire que | Aut(Sy)| = 24.

2. Montrer que si 0 € &4 et p € Aut(S,) alors les classes de conjugaison de o et ¢(o)
ont méme cardinal (c’est un fait général). En déduire qu'’il y a au plus 6 possibilités
pour ¢((12)) et au plus 4 pour ¢((1234)).

3. Montrer que | Aut(&,4)| < 24 et conclure.

Démonstration. 1. On sait que 64 /Z(64) ~ Int(S4). Or Z(64) = {id}. Donc on a
bien Int(S4) = &4. De plus, comme Int(S,) s'injecte dans Aut(Sy), alors | Aut(Sy)| =
24.(

2. Par définition Orb(c) = {077 | 7€ &4} et

Orb(p(0)) = {rp(o)r™" | 7€ &4} = {p(ro77") | 7 € &4} = (Orb(0)).
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Donc les classes de conjugaison de o et p(0) ont méme cardinal.

On liste le cardinal des classes de conjugaison de G4.

Représentant | cardinal de la classe de conjugaison
id 1
(a b) 6
(a b)(c) 3
(abc) 8
(abcd) 6

Ainsi ¢((1 2)) ne peut s’envoyer que sur une transposition ou un 4-cycle, mais pour
des questions d’ordres ¢((1 2)) ne peut s’envoyer que sur une transposition, ce qui
laisse 6 possibilités.
Pour des raisons similaires ¢((1 2 3 4)) ne peut s’envoyer que sur un 4-cycles. Mais
puisque (1 2) et (1 2 3 4) engendrent Gy, il faut que ¢((1 2)) et ¢((1 2 3 4))
engendrent Sy, ce qui ne laisse que 4 possibilités a ¢((1 2 3 4)) (une fois p((1 2))
fixé).

3. La question précédente prouve donc que | Aut(Sy)| < 24. Or &4 s’injecte dans
Aut(&,), donc on peut conclure quant a I'égalité Aut(Sy) = &4.

O

7.6 Exo 6

Exercice 7.6. Soit G un groupe fini d’ordre |G| = 2m avec m impair. Montrer que G
admet un sous-groupe H d’indice 2 (en particulier N < G et G n’est pas simple). On
pourra s’intéresser a 'image de G dans son plongement de Cayley.

Démonstration. On note ¢: G < Sag,y, le plongement de Cayley de G. On note e€: Gap, —
Z/27 la signature. Et on considére le morphisme @ = e o ¢: G — Z/2Z. Comme G est
d’ordre 2m alors GG posséde un élément d’ordre 2 dont I'image par ¢ est le produit de m
transpositions, et dont 'image par @ est 1. Donc le morphisme ¢ est surjectif.

On note N = Ker(p) qui est distingué, alors par le premier théoréme d’isomorphisme
G/N est isomorphe a Z/2Z. On a donc bien trouvé un sous-groupe N d’indice 2. O

77 Exo7

Exercice 7.7. Soit 0 € 2, et notons o™ (resp. 0°) sa classe de conjugaison dans 2,

(resp. dans G,,).

1. Montrer que s’il existe 7 € &,, impaire avec 7o = o7 alors g% = g,
. . 1
2. Dans le cas contraire, en déduire que Oy, (0) = Cs, (o) et que |o%| = 5\06"].
Démonstration. 1. 1l est clair que o™ < 0. Soit coc™! € 0" avec ¢ impaire, alors

cr e, et coc™t = cror e € 0. On a bien o = ¢,
2. Dans le cas contraire, il n’existe pas (par hypothése) de permutation impaire dans
le stabilisateur de o, donc Cy, (¢) = Cg, (o). La relation orbite-stabilisateur nous

an|:

1
assure alors que |o §|O'G"|.

O

7.8 Exo 8

Exercice 7.8. En utilisant ’exercice précédent (et votre connaissance des classes de conju-
gaison dans Gj5), décrire les classes de conjugaison de 2(5. En déduire une nouvelle démons-
tration du fait que 25 est simple.
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Démonstration. On note G = G5

représentant | ordre du rep | card. de la classe de conj. centralisateur
id 1 1 G
(12) 2 10 (12))6({3,4,5})
(12)(34) 2 15 (12),(1324))
(123) 3 20 ((123)(45))
(1234) 4 30 ((1234))
(12345) 5 24 {((12345))
(123)(45) 6 20 {((123)(45))

Par lexercice précédent, la classe de (1 2 3 4 5) est la seule qui se coupe en deux.

représentant | ordre du rep | card. de la classe de conj. centralisateur
id 1 1 As
(12)(34) 2 15 (12)(34),(13)(24))
(123) 3 20 {(123)(45))
(12345) 5 12 {(12345))
(21345) 5 12 {((21345))

Tout sous-groupe distingué de H de G est une réunion disjointe de classes de conju-
gaison dont une est {id} et H est d’ordre un diviseur de 60. L’équation aux classes
(60 = 1415+ 20+ 12+ 12) montre alors que G n’admet aucun sous-groupe distingué non
trivial.

O

7.9 Exo9

Exercice 7.9. Montrer que les sous-groupes d’indice n de &,, sont isomorphes & &, _1.
On pourra (dans le cas n = 5) faire agir &,, sur &,, /H si H est un tel sous-groupe. En
déduire, les ordres possibles pour les sous-groupes de Gs.

Démonstration. On se contentera du cas n > 5. Soit H un sous-groupe de &,, d’indice n.
On consideére l'action de &,, sur &,, /H par translation. On en déduit un morphisme de
groupe ¥: &, — Gg, /g ~ G,. Le morphisme 1 est non trivial donc son noyau est soit
A, soit 1.

Mais dire que Ker(v¢)) = 2, implique par définition que pour ¢ € 2,, et pour tout o € &,
on ait co H = o H. En particulier cela implique que 2A,, © H, ce qui est absurde (pour des
questions d’indices). Donc 1 est injective.

On considére la restriction de ce morphisme a H que 'on notera encore 1. Alors
v: H — &, est un morphisme de groupe injectif. De plus par définition ce morphisme
laisse fixe I'image de H (vu comme point de &,, /H), donc Im(¢)) < &,,—1. Puisque 9
et injective, et par égalité des cardinaux entre H et &, on en déduit que 1 est un
isomorphisme. O

7.10 Exo 10

Exercice 7.10. Si n > 5, montrer que &,, n’admet pas de sous-groupes d’indice k avec
2 <k <n.Si H< G, est un sous-groupe avec [&,,, H| = k, on fera agir &,, sur &,, /H et
on s’intéressera au noyau de &,, — Sg, /g ~ .

Démonstration. On fait agir &,, sur &,, /H par translation. On en déduit un morphisme
de groupe p: 6, — &g, /g ~ &. Comme Ker(p) est un sous-groupe distingué alors est
soit trivial soit égal a 2, (qui sont les seuls sous-groupes distingués de &,,).

e Si Ker(p) = {id}, alors p est injective, ce qui est impossible puisque k < n.
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e Si Ker(p) = &, cela implique que pour tous g,z € &,, on ait grH = xH, soit encore
v tgr e H. Ce qui est impossible si H # &,, (on prend x = g ¢ H).

e Si Ker(p) = 2, on sait aussi que Ker(p) € H, ce qui implique que 2 = [G : Ker(p)] >
[G: H] = k, ce qui est impossible puisque k > 2.

Finalement un tel sous-groupe H n’existe pas. O

7.11 Exo 11

Exercice 7.11. Montrer qu’il existe un morphisme injectif &, < 2, 5. Peut-on plonger
G,, dans A, 117

Démonstration. On considére application ¢: &,, — 2,12 définie par ¥ (o) = o si o est
une permutation paire et ¥(0) = oo (n + 1 n + 2) si o est une permutation impaire.
L’application 1 est injective par unicité de ’écriture en produit de cycle disjoints. On
vérifie de plus que v est un morphisme de groupe.

On va montrer que &, ne se plonge pas dans 2,1. Pour des raisons de divisibilité on
constate déja que n doit étre impair.

Supposons que ce soit le cas alors &,, peut étre vu comme un sous-groupe de 2,1 . On
peut alors considérer l'action de 2,41 sur 2,41 /&, par translations. Cette action induit
un morphisme de groupe ¢ de 2,1 dans &y, ,, /s, =~ 6nT+l. Or w > (”TH)!, donc
n’est pas injectif. Alors Ker(1)) est un sous-groupe distingué de 2, non réduit au neutre.
Pour n > 4 on sait que 2,11 est simple, donc Ker(y)) = 2,,+1. Mais action de 2,41 sur
An+1 /6, par translations n’est pas triviale.

Il reste a traiter le cas n = 3, alors on a ¢: Ay — G9 ~ Z/27Z. Comme précédemment,
Ker(1) n’est ni réduit au neutre, ni 4. C’est donc un sous-groupe normal de 24 & savoir
Vy. Mais 204 /Vy est de cardinal 3, donc pas en bijection avec Z/2Z. O
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8 TD8

8.1 Exol

Exercice 8.1. Montrer que &3 s’écrit comme un produit semi-direct de Z/3Z par Z/2Z.
Ce produit est-il direct ?

Démonstration. On constate que H = A3 <S&3. On pose K = {id,(1 2)} < &3. On a
HnK = {id} et HK = G&3. Alors &3 est le produit semi direct de H et de K ou
a: K — Aut(H),k— kek™ L

Puisque A3 ~ Z/3Z et que K ~ Z/27Z, on a bien que &3 s’écrit comme un produit
semi-direct de Z/3Z par Z/2Z.

Ce n’est pas un produit direct, car le produit direct de Z/3Z par Z/2Z est abélien. [

8.2 Exo 2

Exercice 8.2. On considére le groupe T, (R) des matrices triangulaires supérieures in-
versibles. Montrer que T, (R) est le produit semi-direct de Uy, (R) (matrices triangulaires
supérieures avec des 1 sur la diagonale) par D,,(R) (matrices diagonales inversibles).

Démonstration. On doit vérifier que :
1. U,(R) est distingué dans T),(R)
2. D,(R)U,(R) =T,(R)
3. Dn(R) nU,(R) = {id}

Or il se trouve que, si 'on note

an

Et D = Diag(ay,- -+ ,ay), alors D714 € U,(R). Donc (2) est vérifié.

Si on considére le morphisme

fi Ta(R) — D, (R)
A — Diag(ar, - ,an)

alors f est un morphisme de groupes et Ker(f) = U,(R). Donc (1) est vérifié.
De plus (3) est immédiat.
Donc T, (R) est le produit semi-direct de U, (R) par D, (R) O

8.3 Exo 3

Exercice 8.3. Soit G un groupe d’ordre mn avec m et n deux entiers premiers entre eux.
On suppose de plus que G admet un unique sous-groupe d’ordre m noté M et, de méme,
un unique sous-groupe d’ordre n noté N. Montrer que G ~ M x N.

Démonstration. On va utiliser la caractérisation du produit direct. On a que M < G car
pour tout g € G, le groupe gMg~' est d’ordre m, donc par unicité du sous-groupe de G
d’ordre m, on a M = gMg¢g~'. De méme on montre que N < G.

De plus M n N = {e}. En effet si a € M n N et si k désigne l'ordre de a. Alors k divise
n et k divise m (par le théoréme de Lagrange). Alors k divise pged(m,n) = 1.

Siae M et be N alors b~taba~' € M n N. Donc ab = ba. En particulier MN = NM.

De plus, comme MN < G, M < MN et N < MN, alors le cardinal de M et de N
divise celui de M N. Donc [MN| = |G|, d'oat MN = G.

Donc par caractérisation du produit direct, on a que G ~ M x N. 0
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8.4 Exo 4

Exercice 8.4. Considérons Aff(R) := {f: R — R | f(z) = ax + b, a # 0} 'ensemble des
transformations affines de R. Montrer que Aff(R) est un groupe et Iécrire comme un
produit semi-direct.

Démonstration. On munit Aff(R) d’une structure de groupe a 'aide de la composition.
Alors f(x) = x est I’élément neutre et la composée de deux applications affines est une
application affine. Si f(z) = ax+b et g(z) = a’x +V on vérifie que fog(x) = aa’x +ab' +b.
Par ailleurs ¢: Aff(R) — R*,az + b — a est un morphisme de groupe. Donc Ker(y) =
T(R) (I'ensemble des translations) est un sous-groupe distingué de Aff(R).
On note H(R) les homothéties. Alors H(R) n T(R) = {id}. De plus, T o H = Aff(R).

Donc Aff(R) est un produit semi-direct des translations par les homothéties. O

8.5 Exo5

Exercice 8.5. Montrer que le groupe (Jg ne s’écrit pas comme un produit semi-direct.

Démonstration. Si Qg est un produit semi-direct, alors il posséde deux sous-groupes @ et
N tels que @ n N = {1}. Or pour tous sous-groupes @ et N non réduit au neutre, on a
QnN={1-1}.

Donc Qg ne peut pas s’écrire comme produit semi-direct. O

8.6 Exo 6

Exercice 8.6. On considére un produit direct G = N x @ fini et ¢ = ng un élément de G.
1. Montrer que l'ordre de g est de la forme Ord(g) = k Ord(q) avec k qui divise |N]|.
2. Que vaut Ord(g) si Q agit trivialement sur N ?
3. SiN =25, Q ={(12)) et G = &3, calculer Ord(g) pour n = (14325) et ¢ = (12).
4

. Si G = (Z/pZ)P x Z/pZ est défini par laction 1- (a1,...,ap) = (ap,ai...,ap—1),
n = (1,0,...,0) et ¢ = 1, montrer que

Vi<i<p (n,g)' =((1,...,1,0...,0),0)
-
i fois

et en déduire 'ordre de (n, q).

5. Si N est abélien et Q = Z/2Z agit par n — —n, montrer que (n, 1) est d’ordre 2
pour tout n € N.

Démonstration. 1. On va plutét écrire g = (n, ). Par définition du produit semi direct,
on a que (n,q)°%") = (n/ ¢Ord)) = ¢ ou n’ € N. En particulier, cela implique que
Ord(q) divise Ord(g). On pose Ord(g) = kOrd(q). On peut alors remarquer que
n' = (nag(n)az(n)- "Oéqord(q)71)k. Or n'* = e, et nag(n)az(n)--- aora@-1 € N,
donc k divise |N|.
2. SiQ agit trivialement sur IV, alors G est un produit direct, donc Ord(g) = ppcm(Ord(n), Ord(q)).
3. ng = (15)(24 3) qui est d’ordre 6.

4. On procéde par récurrence. On note n; = (1,...,1,0...,0).
M—v_-/
i fois

(n,¢)"" = (n,0)'(n,q) = (ni,)(n, @) = (s + @i(n),i + 1) = (ngg1,i + 1)

En effet, a;(n) = (0,...,0,1,0...,0).

¥_\/__J
i fois
La question 1) nous permet de voir que l'ordre de (n, ¢) est une puissance de p mais
que ce n’est pas p. De plus (n, ¢)?*)(0,0). Donc I'ordre de (n, q) est p.
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(n+aj(n),1+1)

(n—mn,0) = (0,0). Donc (n,1) est d’ordre 2 pour tout

O
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9.1 Exo1l

Exercice 9.1. Soient H et N deux groupes et o : H — Aut(N) un morphisme.
1. Si ¢ € Aut(H), on pose B := oy : H — Aut(N). Montrer que les deux groupes
N x4 H et N xg H sont isomorphes.
2. Si u e Aut(N), on définit vy : H — Aut(N) par v(h) = ua(h)u~t. Montrer que les
deux groupes N x, H et N x, H sont isomorphes.

Démonstration. fait en cours

1. On définit
Pp: NxoH — NxgH
(n,h) = (n,¢7'(h))

On vérifie que 1 définit bien un morphisme de groupe.

P((n,h) o (0, ) = (nan(n), o~ (h1))
= (TL, (pil(h)) B (TL/, (Pil(h‘l)) = (nﬂcpfl(h) (n/)v h)

car By-1(y = ap. De plus ce morphisme est clairement bijectif puisque ¢ est un
automorphisme.
2. On définit
Y NxoH — Nx,H
(n,h) = (u(n),h)

On vérifie que v définit bien un morphisme de groupe.

U((n, h) o (0, 0)) = (u(n)u(an(n’)), hh')
= (u(n),h) -~ (u(®),h) = (u(n)uoalh)ou=tou(n'),hh')

De plus ce morphisme est clairement bijectif puisque u est un automorphisme.

9.2 Exo 2

Exercice 9.2. On rappelle que Z/2Z x Z/2Z a pour groupe d’automorphismes Aut(Z/2Z x
Z/27) ~ S3. Montrer que le groupe &4 est le produit semi-direct de Z/2Z x Z/2Z par &s.

Démonstration. fait en cours Notons Vy = Z/2Z x Z/2Z. On sait que Vy > S4. De plus le
groupe S3 est un sous-groupe de &4 (par un morphisme d’injection).

Comme G3 ne contient pas de doubles transpositions, on a Vy n &3 = {e}. Il ne reste
qu’a vérifier que V3 &3 = Sy, ce qui est le cas car on a un isomorphisme entre &4 /Vj et
Gs.

Ainsi (théoréme de cours) &4 est le produit semi-direct de Z/2Z x Z/2Z par Ss.

Preuve que &4 /Vy ~ &3. On considére I'action par conjugaison :

64 ><V4 g V4

(o,7) +— oTo!

Cette action induit un morphisme de groupe p: &4 — Aut(Vy) ~ &3. Ce morphisme de
groupe est surjectif car Int(S3) = &3, donc a fortiori tous les éléments de G3 peuvent étre
vus comme des éléments de Int(&y4). Donc Ker(p) est un sous-groupe distingué de &4 de
cardinal 4, c’est donc Vj. Le premier théoréme d’isomorphisme nous permet de conclure
quant a I'isomorphisme &4 /V) ~ &3. O
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9.3 Exo 3

Exercice 9.3. On sait (¢f cours) qu’il y a un unique produit semi-direct non trivial de
G3 par Z /27 ; préciser lequel. Montrer que les deux groupes S3 xZ/27Z et &3 xZ /27 sont
cependant isomorphes.

Démonstration. Se donner un produit semi-direct, ¢’est se donner un morphisme de groupe
a: Z/2Z — Aut(S3) ~ G3.

Or I'image de 1 par « est une permutation (ou l'identité, mais ce choix donne le produit di-
rect). Or toutes les transpositions sont conjuguées dans &3, donc la question 2 de I'exercice
précédent nous assure que tous les produits semi-directs sont isomorphes.

On va noter 7 la transposition qui correspond au morphisme a: Z/2Z — Aut(S3). On
pose H = &3. Comme H est d’'indice 2, il est donc distingué dans &3 xZ/2Z. (Il est aussi
distingué comme la partie distinguée du produit semi-direct).

On pose aussi Q = {(7,1)). On vérifie que (7,1)?> = (id,1). De plus, soit (o,7) €
S3 XZ/2Z. Si xz = 0, alors

(0,0) xo (1,1) = (7,1) X4 (0,0) = (o1,1).

Sixz =1, alors
(0,1) Xqo (1,1) = (1,1) X4 (6,1) = (o71,0).

Donc @ est central et donc distingué dans S3.
De plus il est clair que Q@ n H = {(id,0)} et que QH = &3 %xZ/2Z. Donc &3 xZ/2Z
est le produit direct de ) par H. O

9.4 Exo 4

Exercice 9.4. On se propose de montrer que Aut(Qg) ~ Sj.

1. Montrer que Aut(Qs) agit sur I’ensemble des sous-groupes d’ordre 4 de Qg et en
déduire un morphisme 7 : Aut(Qs) — Ss.

2. Montrer que le noyau de Aut(Qg) — &3 est isomorphe a Z/2Z x Z/2Z.

3. Exhiber 2 éléments de Aut(Qs) engendrant un sous-groupe @ < Aut(Qg) avec
m(Q) = G3 et ker(m) N Q =1 et en déduire que Aut(Qg) ~ S4.

Démonstration. 1. Il'y a 3 sous-groupes d’ordre 4 dans Qg qui sont de la forme (a) ou
a € {i,j,k}. On note S I'ensemble des sous-groupes d’ordre 4 de @g. Un automor-
phisme ¢ de Qg envoie un élément d’ordre 4 sur un élément d’ordre 4, donc envoie
un élément de S sur un élément de S par p({a)) = {p(a)).

Cette action définit un morphisme de groupe 7: Aut(Qg) — &3. On vérifie que
I'image de p contient les transpositions (1 2) et (1 3) qui engendrent &3. En effet, si
lon pose ¢(i) = j et p(j) = i, cela définit un automorphisme de Qg qui correspond
a la permutation (1 2) (calculs de vérification & effectuer). De méme si 'on pose
o(i) = k et (j) = j, cela définit un automorphisme de Qg qui correspond a la
permutation (1 3).

Donc 7 est surjectif.

2. Un élément ¢ € Aut(Qs), si pour tout « € {i, 7, k}, on a {p(a)) = (a). Cela implique
nécessairement que « € {7, j, k} on ait p(a) = +a. Or @ est entiérement déterminé
par la donnée de I'image de 7 et 5. On constate que cela ne donne que 4 possibilités
pour ¢ qui sont ¢ € {id, —id, 1, =}, o (i) = i et ¥(j) = —j. 1l faut vérifier que
la donnée de v définit bien un automorphisme de Qg. (C’est un calcul).

Donc Ker(m) ~ Z/27Z x Z/27Z.
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3. On pose ¢1(i) = j et ¢1(j) = i, cela définit un automorphisme de Qg qui correspond
a la permutation (1 2), comme vu dans la question 1. De méme sil’on pose pa(i) = k
et w2(j) = j, cela définit un automorphisme de Qg qui correspond a la permutation
(1 3). Si 'on pose Q = {p1,¢2), on a exhibé deux éléments de Aut(Qg) tels que
m(Q) = &3 (cf question 1). De plus, on a vu que Ker(r) = {id, —id, ¢, —¢}, on a
bien ker(m) n @ = 1.

On peut considérer la restriction de m & (). Le premier théoréme d’isomorphisme
prouve alors que @ ~ &3. De plus Ker(7)Q = Aut(Qg) (car Aut(Qs)/Ker(m) ~ Q).
De plus comme Ker(m) est distingué dans Aut(Qg), on en déduit que Aut(Qs) est
le produit semi-direct (Z/2Z x Z/2Z) x &3 ~ Sy.

O

9.5 Exo5

Exercice 9.5. On considére le groupe d’ordre p? (avec p premier)

1
Q= 0 < GL3(Z/pZ).
0

S = o
= % %

1. Déterminer Z(G) et G/Z(G). Vérifier que Z(G) = D(G).

2. Montrer que G ne contient aucun sous-groupe @ tel que G = Z(G) x @ (on pourra
remarquer qu'un sous-groupe d’ordre p? de G est automatiquement normal et qu’il
contient le centre).

3. Montrer que le groupe G peut cependant s’écrire un produit semi-direct (considérer
pour cela un sous-groupe engendré par un élément du centre et par un élément non

central).
Démonstration. 1. Soit A une matrice de Z(G).

1 a ¢\ /(1 a ¢ 1 a+d c+d+Vba
1 b 01 v]|=10 1 b+ b

00 1/\0 0 1 0 0 1

1 dd d\ /1 a c 1 a+d c+cd+db

0o 1 v 01 b]=10 1 b+ b

0 0 1 0 0 1 0 0 1

Pour que A soit une matrice du centre, on peut que pour tout a’,b’ € Z/pZ on ait
ab = a’b. Prendre @’ = 0 et ¥ = 1 implique a = 0 et prendre a’ = 1 et V/ =
implique b = 0. On vérifie réciproquement que toute matrice de la forme

10
A=10 1
0 0

_— o0

est dans le centre.

Puisque le centre est d’ordre p, alors G/Z(G) est d’ordre p?. Un groupe d’ordre p?
est abélien donc isomorphe & Z/p?Z ou (Z/pZ)?. On peut alors vérifier que G/Z(G)
ne contient pas d’élément d’ordre p?. Donc G/Z(G) = (Z/pZ)>.

Comme G/Z(G) est abélien alors D(G) < Z(G). Par ailleurs 'ordre de D(G) divise
Vordre de Z(G), donc c’est soit 1 soit p. Or l'ordre de D(G) ne peut pas étre 1 car
G n’est pas abélien, donc l'ordre de D(G) vaut p et donc D(G) = Z(G).
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2. Si G s’écrit sous la forme G = Z(G) % Q, alors Q est d’ordre p?. Par un exercice
de la feuille 4 (exercice 3 qui dit que si H d’indice p avec p le plus petit diviseur
premier de G alors H est distingué), on sait que @ est distingué. De plus, comme
Q est d’ordre p?, il est abélien. Si Iintersection de Q avec le centre était réduite
au neutre, cela signifierait que G serait produit semi-direct (qui serait en fait un
produit direct) de deux groupes abéliens et serait donc abélien. Comme ce n’est pas
le cas 'intersection de () avec le centre n’est pas réduite au neutre. Comme Z(G)
est cyclique d’ordre premier, et que ) contient un élément de Z(G) qui n’est pas le
neutre, alors ) contient Z(Q).

3. On pose
1 1 0
Q=<{Z(G), |0 1 0}))
0 01
1 10
Alors Q est d’ordre p? (car la matrice {0 1 0 | est d’ordre p), donc Q est distin-
0 1
gué. On pose aussi
100
H=(0 1 1]
0 01

Alors H est d’ordre p. On a bien H n @ = {id}, et HQ = G, car G/Q ~ H. D’apreés
la caractérisation des produits semi-directs, on en déduit que G ~ Q x H.

O
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Théoréme 10.1 (Théoréme de Sylow (rappel)). Soit G un groupe de cardinal |G| = p*m
avec p premier qui ne divise pas m.

1. Si H est un p-sous-groupe de G, alors il existe un p-Sylow S tel que H < S.
2. Les p-Sylow sont tous conjugués et leur nombre n, divise n.

3. On any=1 mod (p), donc n, divise m.

10.1 Exol

Exercice 10.1. Décrire les sous-groupes de Sylow de 204 et A5 (structures, cardinal et
éventuellement structure du normalisateur).

Si X est une partie de G, le normalisateur de X dans G est donné par
No(X)={geG|gXg~" = X}.

Démonstration. On sait que Ord®2y = 12 = 4 x 3. Les p-Sylow sont donc d’ordre 4 ou 3.
On sait que 24 posséde un sous-groupe distingué d’ordre 4 qui est Vj (groupe engendré par
les doubles transpositions). On sait que Vj est distingué dans G donc son normalisateur
est Ay.

Les 3-Sylow de 2l4 sont les sous-groupes engendrés par un 3-cycle. Soit ¢ un 3-cycle.
Les sous-groupes de 24 contenant ¢ sont (x) et As. Et Ng({c)) est un sous-groupe de 24
contenant ¢, mais ce n’est pas 24 car {(c¢) n’est pas distingué. Donc N¢g({c)) = {c).

On sait que Ord 25 =60 =5 x 4 x 3.

Les 5-Sylow sont les sous-groupes engendrés par un 5-cycle.

Les 3-Sylow sont les sous-groupes engendrés par un 3-cycle.

Les 4-Sylow sont les sous-groupes engendrés par 2 doubles transpositions (les 2 doubles
transpositions font intervenir les mémes éléments a, b, ¢, d), ils sont alors isomorphes a Vj.

Par une relation orbite stabilisateur, on sait que si P est un p-Sylow |Ng(P)| = |G|/ny

On montre Ng((1 2 3)) ={(123),(12)(45)).

N (1 2)(3 4))) = 2.

Ng((12345)=((12345),(25)(34)) O

10.2 Exo2

Exercice 10.2. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
1. On se donne p un diviseur de 'ordre de H et P un p-Sylow de H. Montrer qu’il
existe P; un p-Sylow de G tel que P = P; n H.
2. Réciproquement, montrer que si H < G, alors P n H est un p-Sylow de H pour
tout P; p-Sylow de G.

3. En considérant G = A5 et H = A4 < G, montrer que si P est un p-Sylow de G
alors H n K n’est pas nécessairement un p-Sylow de H (prendre p = 2).

Démonstration. 1. P est un p-sous-groupe de GG donc d’apreés le premier théoréme de
Sylow, il existe P; un p-Sylow de G tel que P — P;. Par ailleurs PPnH > PnH = P.
Donc P n H = P.

2. Soit P; un p-Sylow de G. Alors Py n H est un sous-groupe de P; donc un p-
groupe. C’est donc un p-sous-groupe de H. Il existe donc un p-Sylow P de H tel
que PinH < P. Par la question 1), il existe un p-Sylow P» de G tel que P = Pon H.
Comme tous les p-Sylow de G sont conjugués, il existe g € G tel que P, = x Pz~
Ainsi, comme H est distingué, on a H = tHz ! et donc

PinH=zxPx ' nzHa ! = z(Py N H)afl =gPzr !

Comme Pz~ ! est un p-Sylow de H alors P; n H est un p-Sylow de H.
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3. On prend P = {(1 2)(3 5),(1 3)(2 5)) qui est un 2-Sylow de G. Mais H = 2y est
tel que P n H = {id}, or {id} n’est pas 2-Sylow de H.
O

10.3 Exo3

Exercice 10.3. Décrire les structures possibles pour les groupes d’ordre 1225 = 5272 (pour
cela, montrer que les Sylow sont distingués).

On constate que tous les groupes d’ordre 225 sont abéliens; peut-on conclure la méme
chose pour les groupes d’ordre 441 = 32727

Démonstration. 1. D’aprés le théoréme de Sylow, on a ns | 72, donc ns € {1,7,49}.
De plus ns = 1 mod 5, donc ns = 1. Il y a un unique 5-Sylow. Comme tous les
5-Sylow sont conjugués alors 'unique 5-Sylow est distingué.

D’aprés le théoréme de Sylow, on a ny | 52, donc ny € {1,5,25}. De plus ny = 1
mod 7, donc n7y = 1. Donc le 7-Sylow de G est distingué.
G posséde un unique sous groupe N d’ordre 49 et un unique sous-groupe ) d’ordre
25, or ged(49,25) = 1, donc d’aprés TD8 exercice 3, G est le produit direct de N
et Q. En particulier GG est abélien.

2. D’aprés le théoréme de Sylow, on a n7 | 32, donc ny € {1,3,9}. De plus ny = 1
mod 7, donc ny = 1. Donc le 7-Sylow de G est distingué.
Par contre n3 | 49 et n3 =1 mod 3, donc ns € {1,7,49}.
En particulier, soit N = Z/49Z, H = (Z/3Z)?, et

a: (Z/3Z)> — Aut(Z/49Z)
0,1) x—0
(1,0) +— z—18xx

C’est bien un morphisme de groupes car 182 =1 mod 49.
Par ailleurs 182 = 30 mod 49.
On vérifie de plus que le groupe N x, H est non abélien

(17 [07 1]) ke’ (17 [07 2]) = (1 + a<07 1)<1), [07 0]) = (19, [070])

(17 [07 2]) ke’ (17 [07 1]) = (1 + a(()? 2)(1)7 [07 0]) = (317 [070])

Ce n’est donc pas un produit direct.

104 Exo4

Exercice 10.4. Soient n > 2 et p un entier premier.
1. Montrer que |GL,(Z/pZ)| = (p" — 1)(p" —p)--- (p™ — p"~1).

2. Montrer que le sous-groupes des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur
la diagonale est un p-Sylow de GL,(Z/pZ).

Démonstration. 1. Une matrice de GL,,(Z/pZ) est une matrice dont les colonnes forment
une famille libre. Pour la premiére colonne on a p™ — 1 possibilités (tout sauf la co-
lonne nulle). Pour la seconde, elle ne doit pas étre dans ’espace vectoriel engendrée
par la premiére, on a donc p™ — p possibilité. Pour la iéme colonne, elle ne doit
pas étre dans ’espace vectoriel engendré par les ¢ — 1éme précédente. Il y a donc
pn _ pi—l.

Finalement on trouve bien |G L, (Z/pZ)| = (p" — 1)(p™ —p)--- (p" — p"~}).
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2. On vérifie facilement que 'ensemble T' des matrices triangulaires supérieures avec
des 1 sur la diagonale est un sous-groupe de GL,,(Z/pZ). De plus en les dénombrant,
on remarque que |(|T) = [/} p'.

On vérifie que |GL,(Z/pZ)|/|(|T) = H?:_()l (p"~* — 1) qui est premier avec p. Donc
T est un p-Sylow de GL,,(Z/pZ).
O

10.5 Exo5

Exercice 10.5. On va donner une autre démonstration du premier théoréme de Sylow
(existence d’un p-Sylow).

1. Soient G un groupe admettant un p-Sylow P et H < G un sous-groupe de G.
Montrer qu’il existe g € G tel que gPg~! n H est un p-Sylow de H. Pour cela, on
fera agir H sur G/P et on s’intéressera aux cardinaux des orbites.

2. Soit maintenant G d’ordre |G| = n et p un diviseur de n. Montrer qu'’il existe un
plongement de G dans GL,,(Z/pZ) et, en utilisant I’exercice précédent, montrer que
G admet un p-Sylow.

Démonstration. 1. On définit I’action de H sur G/P par

HxG/P — G/P
(h,zP) +— hxP

On montre que
Stab(zP) = {he H | haP = 2P} =z 'Prn H

De plus on a la relation suivante :

T ' |H‘
P = py=S 17
IG/P] i_Zlorb(x ) ; [Stab(z,P)

Or, puisque P est un p-Sylow, alors |G/P| n’est pas divisible par P. Donc il existe
J tel que [Stab(z;P)| = |xj_1Ha:j] ne soit pas divisible par p. Ce qui prouve que
:U;lij N H est un p-Sylow de H.

2. Par le théoréeme de Cayley, il existe un plongement de G dans &,,. De plus, il existe
un plongement de &,, dans GL,,(Z/pZ) : & chaque permutation, on lui associe sa
matrice de permutation. On identifie alors G & un sous-groupe de GL,(Z/pZ). Or
par Uexercice précédent GL,,(Z/pZ) posséde un p-Sylow, donc d’aprés la question
1), G posséde aussi un p-Sylow.

O
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Théoréme 11.1 (Théoréme de Sylow (rappel)). Soit G un groupe de cardinal |G| = p*m
avec p premier qui ne divise pas m.

1. St H est un p-sous-groupe de G, alors il existe un p-Sylow S tel que H < S.
2. Les p-Sylow sont tous conjugués et leur nombre n, divise n.

3. On any=1 mod (p), donc k divise m.

11.1 Exo 1

Exercice 11.1. Montrer qu'un groupe d’ordre pq (avec p et ¢ deux entiers premiers dis-
tincts) n’est pas simple.

Démonstration. On suppose que p > q. D’aprés le théoréme de Sylow, il existe un p-Sylow
disons S et le nombre de p-Sylow divise ¢ et est congru & 1 modulo p. En particulier
np < ¢ <p,etn,=1 mod (p). Finalement le seul choix possible est n, = 1.

Comme tous les p-Sylow sont conjugués et qu’il n’y en a qu’'un, on en déduit que S est
distingué, donc que le groupe n’est pas simple. O

11.2 Exo 2

Exercice 11.2. Montrer qu'un groupe d’ordre p?q n’est pas simple (attention au cas p = 2
et ¢ = 3).

Démonstration. On va traiter deux cas selon que p > ¢ ou que q > p.

e Si p > ¢, alors il existe un p-Sylow et le nombre n,, de p-Sylow vérifie ny|q et n, =1
mod (p). En particulier n, < ¢ < p, donc n, = 1. Comme tous les p-Sylow sont conjugués,
alors S est un sous-groupe distingué.

e 5i ¢ > p, alors il existe un ¢-Sylow S, et le nombre n, de g-Sylow vérifie nq]p2 et
ngy =1 mod (q). En particulier n, € {1,p, p?}.

Si ng = p alors comme ¢ > p, on aurait p = 1 mod (g), ce qui est impossible. Si
ng = p?, alors p> =1 mod (q), et donc p =1 mod (¢q) ou p = —1 mod (q). Comme le
premier cas est impossible, on a nécessairement p = —1 mod (q), ce qui implique p = g—1.
Or ¢ étant impair, alors p est pair, ce qui n’est possible que si p = 2 et ¢ = 3. Dans tous
les autres cas, on a alors ny = 1, et donc S est distingué.

Si jamais p = 2 et ¢ = 3. Supposons que ng # 1, alors comme n3|4 et n3 =1 mod (3),
on a ng = 4. Ainsi le groupe contient quatre 3-Sylow et leur union contient 8 éléments
d’ordre 3 (et l'identité). Il ne reste alors de la place que pour un 2-Sylow, qui est alors
unique et donc distingué. O

11.3 Exo 3

Exercice 11.3. Montrer qu'un groupe d’ordre p¢? n’est jamais simple (attention au cas
p=2etq=23).

Démonstration. Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que p > ¢. Il
existe un p-Sylow, disons S et le nombre n, de p-Sylow vérifie n,|¢? et n, = 1 mod (p).
En particulier n, € {1, g, ¢*}.

Si n, = ¢ alors comme p > ¢, on aurait ¢ = 1 mod (p), ce qui est impossible.

Si n, = ¢% alors ¢> = 1 mod (p), et donc ¢ = 1 mod (p) ou ¢ = —1 mod (p).
Comme le premier cas est impossible, on a nécessairement ¢ = —1 mod (p), ce qui implique
q = p — 1. Or p étant impair, alors ¢ est pair, ce qui n’est possible que si ¢ = 2 et p = 3.
Dans tous les autres cas, on a alors n, = 1, et donc S est distingué.

Si jamais p = 2 et ¢ = 3. Comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut définir une
action de G sur l'ensemble de ses 3-Sylow. On sait que n3|4 et n3 = 1 mod (3), alors
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nsg = 1 ou 4. Supposons que ng = 4. Cela induit un morphisme de groupe p: G — Gy4.
Or 4! = 24 et 24 < 36, donc ¢ ne peut pas étre injectif et son noyau est un sous-groupe
distingué non trivial. O

114 Exo 4

Exercice 11.4. Montrer qu’un groupe d’ordre pgr (avec p > g > r trois entiers premiers)
n’est jamais simple.

Démonstration. Puisque n,|gr on a que ny, € {1, ¢q,r, gr}. Puisque n, =1 mod (p), on ne
peut pas avoir n, € {g,7}. Supposons que n, = gr. Alors deux p-Sylow ont une intersection
triviale (car engendrés par élément d’ordre p, et si leur intersection est non triviale alors ils
sont égaux). Le groupe G contient alors gr(p—1) éléments d’ordre p. Si en outre n,,ng # 1,
alors comme n,|pq et ng|pr, alors n, > q et ng = r et G contient au moins g(r—1)+r(g—1)
éléments d’ordre r ou ¢. Ainsi, en comptant le neutre pour G, on a :

qr(p—1)+q(r—1)+7r(g—1)+1<|G| = pgr

En particulier, on a g(r — 1) + (¢ — 1) + 1 < g¢r, soit encore ¢ + r = gr + 1. Puisque
2 < r < q, on a en particulier 2q + 1 < 2¢q, ce qui est absurde.
Donc n, = gr donne ny = 1 ou n, = 1, dans tous les cas G posséde un sous-groupe

distingué. O
11.5 Exo 5
Exercice 11.5. 1. Montrer que si |G| € {24, 40, 48, 56} alors G n’est pas simple (si

besoin, faire agir G sur un ensembles de Sylows).

2. Déduire de la question précédente et des exercices |11.1|[11.2] [11.3[ et [11.4] qu'un
groupe G d’ordre |G| < 60 simple est alors cyclique d’ordre p premier.

Démonstration. 1. Si|G| = 24, on fait agir G sur ’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que
ns|3. Supposons que ng = 3. Cela donne un morphisme ¢: G — S3. Ce morphisme
n’est pas injectif car 3! = 6 < 24. Comme ce morphisme n’est pas l'identité son

noyau est un sous-groupe distingué de G non trivial.

2. Si |G| =40 = 23 x 5. Alors n5|8 et n5 = 1 mod (5). Donc n5 € {1,2,4,8}. Or le
seul élément de cet ensemble qui vérifie ns =1 mod (5) est 1. Donc ns = 1.

3. Si |G| = 48 = 2* x 3 on fait agir G sur ’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que ns|3.
Supposons que ns = 3. Cela donne un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est
pas injectif car 3! = 6 < 48. Comme ce morphisme n’est pas ’identité son noyau
est un sous-groupe distingué de G non trivial.

4. Si |G| = 56 alors n7|8 et ny =1 mod (7). Alors ny € {1,8}. Supposons que n; = 8.
Alors deux 7-Sylow disjoints ont une intersection triviale et G posséde 8 x 6 = 48
éléments d’ordre 7. Il reste donc 56 — 48 = 8 autres éléments, soit juste assez de
place pour un 2-Sylow qui est donc unique et distingué. Dans tous les cas, G n’est
pas simple.

5. Soit G un groupe d’ordre < 60 non banal (pas un F),). Si p est premier et o > 1, alors
un groupe d’ordre p® n’est pas simple car son centre n’est pas réduit au neutre (et
tout sous-groupe du centre est distingué). Les exercices|11.1}|11.2][11.3|et [L1.4|nous
assurent que tout groupe d’ordre pq, p?q, p?q® et pqr ne sont pas simple. Si jamais
un groupe G a un facteur de type p3q. Comme 33 x 5 > 60, les seules possibilités
sont |G| € {23 x 3,23 x 5,23 x 7,33 x 2}. Mais 3% x 2 = 54 n’est pas simple (on
fait comme dans l'exercice en considérant les 3-Sylow) et on a vu que dans les
autres possibilités G n’est pas simple. Si G a un facteur de type p*q, alors comme
3% = 81 > 60, et que 2% x 5 = 80 > 60, la seule possibilité est |G| = 24 x 3 = 48. On
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a vu qu'un tel groupe n’était pas simple. Comme 2% = 32, on n’aura pas de groupe
avec un facteur du type p°q.
On a couvert toutes les possibilités, donc un groupe G d’ordre |G| < 60 simple est

alors cyclique d’ordre p premier.
O

11.6 Exo 6
Exercice 11.6. Soit G un groupe simple d’ordre 60 = 22 -3 - 5.

1. Montrer que les nombres de sous-groupes de Sylow vérifient
by = 6, b3 € {4, 10} et b€ {3, 5, 15} .

2. En faisant agir G' sur 'ensemble des 3-Sylows, montrer que b3 = 4 est exclue. De
méme, montrer que by = 3 ne peut survenir.

3. Si »g = b5, faire agir G sur les 2-Sylows et montrer que G ~ 25 (on vérifiera que 25
a bien les caractéristiques suivantes : b2(205) = 5, 23(U5) = 10 et »5(As) = 6).

4. Par un argument de comptage, montrer que, si b9 = 15, alors il existe S7 et So des
2-Sylows vérifiant S; N Se = {1, g}. Montrer que le centralisateur de g a pour ordre
|Cc(g9)] = 12 ou 20 et aboutir & une contradiction.

Démonstration. On n’a jamais b = 1 sinon G ne serait pas distingué.

1. D’apreés le théoréme de Sylow, on sait que b5 € {2,3,4,6,12} et que 55 =1 mod (5).
Donc nécessairement »5 = 6.

De méme »3 € {2,4,5,10,20} et 53 =1 mod (3), donc nécessairement »3 € {4, 10}.
De méme »; € {3,5,15} et 53 = 1 mod (2), ce qui n’apporte aucune information
supplémentaire.

2. Supposons par 'absurde que »3 = 4, alors ’action de G sur ses 3-Sylow par conjugai-
son induit un morphisme p: G — &4. Pour des raisons de cardinalité, ce morphisme
n’est pas injectif. Il n’est pas non plus trivial car tous les 3-Sylow sont conjugués.
Cela implique que Ker(p) est un sous-groupe distingué non trivial de G, ce qui est
impossible puisque G est simple.

Les mémes arguments en faisant agir G sur ses 2-Sylow prouve que b2 = 3 est exclu.

3. Si »p = 5, alors l'action de G sur ses 2-Sylow induit un morphisme de groupe
p: G — G5. Puisque G est simple et que p n’est pas trivial, alors ce morphisme est
nécessairement injectif. Donc G s’identifie & un sous-groupe d’ordre 60 de G5. Un
tel groupe G étant distingué dans G5 c’est nécessairement 2s.

4. On suppose que b2 = 15. Soient S; et Sy deux 2-Sylow distincts. Alors S1 n S
est un sous-groupe de Sy donc est d’ordre 1 ou 2 (pas 4 puisque c’est un sous-
groupe propre). Supposons que tous les 2-Sylow soient d’intersection triviale. Alors
| U2, S| = 3 x 15+ 1 = 46. 1l existe donc 45 éléments d’ordre 2 ou 4 dans G,
mais puisque b3 = 10, il y a aussi 2 x 10 = 20 éléments d’ordre 3. C’est impossible
puisque 45 + 20 > 60.

Donc il existe S et Sp des 2-Sylows vérifiant S; n Sy = {1, g}.

Par définition Cg(g) = {x € G | xg = gz}. Puisque Cg(g) est un sous-groupe de G
alors |C(g)||60. De plus, tout groupe d’ordre 4 est abélien, donc S; < Cg(g), donc
4||Ca(g)]. Finalement on a |Cg(g)| € {12,20,60}. Or |Cg(g)| # 60 puisque sinon
on aurait g € Z(G), ce qui est impossible puisque Z(G) = {e} par simplicité de G.
e Supposons que |Cg(g)| = 20. On considére I'action de G sur G/Cg(g) (qui est de
cardinal 3). Elle induit un morphisme de groupe p: G — &3. Pour des raisons de
cardinalité, ce morphisme n’est pas injectif. Il n’est pas non plus égal & G. Donc son
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noyau est un sous-groupe distingué non trivial de G. Ce qui est absurde puisque G
est simple.

e Supposons que |Cg(g)| = 12. Comme précédemment, on considére 'action de G
sur G/Cg(g) (qui est de cardinal 5). Elle induit un morphisme de groupe p: G — &s.
Le noyau de ce morphisme n’est pas tout G. Donc p est injectif (sinon G aurait un
sous-groupe distingué non trivial) et G s’identifie & un sous-groupe d’ordre 60 de
Ss5. Or il n’y en a qu'un et c’est 2A5. Cependant 25 ne posséde que cing 2-Sylow.
C’est absurde.

Donc »9 = 5.
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12 TD12

12.1 Exo 1

Exercice 12.1. Montrer qu’un groupe G d’ordre |G| < 60 est nécessairement résoluble
(on pourra utiliser les résultats de la feuille 11).

Démonstration. On va procéder par récurrence en utilisant la feuille de 11) exercice 5, qui
affirme que tout groupe, qui n’est pas un p-groupe, d’ordre < 60 n’est pas simple.

1. Si |G| = p®. On se référera au résultat de exercice 2.

2. Dans le cas général, on procédera par récurrence. Un groupe d’ordre 2 est résoluble.
On suppose savoir démontrer que tout groupe d’ordre 2 < k < n est résoluble.
D’aprés la feuille 7) tout groupe d’ordre < 60 qui n’est pas un p-groupe n’est pas
simple. Soit G un groupe d’ordre n < 60. Si ¢’est un p-groupe il est résoluble, sinon
il posséde un sous-groupe H distingué non trivial. Alors H est d’ordre < n donc est
résoluble par hypothése de récurrence. Alors G/H est d’ordre < n donc est résoluble
par hypothése de récurrence. Finalement on en déduit que G est résoluble.

Dans tous les cas, G est résoluble.
O

Démonstration. On va montrer que si p et ¢ sont deux nombres premiers alors un groupe
d’ordre dans l'ensemble {p%,pq, p>q, p*>¢*pqr} est toujours résoluble. Pour couvrir I'en-
semble des groupes de cardinal inférieur & 60, il restera & prouver que les groupes d’ordre
{24, 36,40, 48, 54,56} sont résolubles.

1. Si |G| = p®. On se référera au résultat de 'exercice 2.

2. Si |G| = pq. Sans perdre de généralité on peut suppose que p > ¢, alors soit S un
p-Sylow de G. On a vu (feuille 7, mais c’est corollaire du théoréme de Sylow) que
S est distingué. De plus G/S ~ Z/qZ est cyclique donc abélien, et S est d’ordre p
donc abélien. Ainsi {e} < S <G, donc G est résoluble.

3. Si |G| = p*q.
Si p > q, alors (feuille 7) I'unique p-Sylow S est distingué et G/S est cyclique
donc abélien. De plus S est d’ordre p? donc abélien. Ainsi {e} <1 S <G, donc G est
résoluble.
Sig > petp# 2q # 3, alors (feuille 7) il existe un unique g¢-Sylow qui est
distingué. De plus G/S est d’ordre p? donc abélien et S est d’ordre ¢ donc cyclique
donc abélien. Ainsi {e} < S <9 G, donc G est résoluble.
Sip=2¢ =3, alors on a vu que soit un 2-Sylow S est unique et donc distingué
, c’est c’est le cas pour les 3-Sylow. Dans tous les cas, on peut avoir une suite du
type {e} <.S <G donc G est résoluble.

4. Si |G| = pgr alors (feuille 7), G admet au moins un Sylow distingué H qu’on peut
supposer étre d’ordre p sans perte de généralité. Alors H est résoluble et G/H est
résoluble (car d’ordre gr), donc G est résoluble.

5. Si |G| = 24, on fait agir G sur ’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que ny|3. Supposons
que ng = 3. Cela donne un morphisme ¢: G — G3. Ce morphisme n’est pas injectif
car 3! = 6 < 24. Comme ce morphisme n’est pas l'identité son noyau est un sous-
groupe distingué H de G non trivial. En étudiant les cas selon I'image de ¢ on
trouve que |H| € {4,8,12}. Dans tous les cas H et G/H sont résolubles, donc G est
résoluble.

6. Si |G| = 36, comme tous les 3-Sylow sont conjugués on peut définir une action de
G sur lensemble de ses 3-Sylow. On sait que ns|4 et n3 =1 mod (3), alors ng =1
ou 4. Supposons que n3 = 4. Cela induit un morphisme de groupe p: G — &4. Or
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4! = 24 et 24 < 36, donc ¢ ne peut pas étre injectif et son noyau H est un sous-
groupe distingué non trivial. En examinant 'image de G les différentes possibilités
sont |H| € {18,12,9,6,3}. Dans tous les cas H et G/H sont résolubles sont G est
résoluble.

7. Si |G| = 40, alors (feuille 7) il n’y a qu’un unique 5-Sylow S qui est donc distingué.
De plus G/S est de cardinal 8 donc résoluble, et S est résoluble, donc G est résoluble.

8. Si|G| = 48, on fait agir G sur I’ensemble de ses 2-Sylow. On sait que n2|3. Supposons
que no = 3. Cela donne un morphisme ¢: G — &3. Ce morphisme n’est pas injectif
car 3! = 6 < 48. Comme ce morphisme n’est pas l’identité son noyau est un sous-
groupe distingué H de G non trivial. En étudiant les cardinaux, les seules possibilités
pour H sont {8,16,24}. Ainsi H est résoluble et G/H est résoluble, donc G est
résoluble.

9. Si |G| =54 = 3% x 2, alors 53 = 1 donc le 3-Sylow S est distingué d’ordre 9 donc
résoluble et G/S est d’ordre 2 donc résoluble. Donc G est résoluble.
10. Si |G| = 56 = 23 x 3, alors (c.f feuille 7) soit il posséde un 2-Sylow S distingué et
alors S et G/S sont résolubles, soit il posséde un 7-Sylow S’ distingué et alors S’ et
G/S’ sont résolubles. Dans tous les cas, G est résoluble.

O

12.2 Exo 2

Exercice 12.2. Montrer qu’un p-groupe est résoluble.

Démonstration. Si |G| = p®. On va procéder par récurrence sur «. Le résultat est évident
si @ = 1. Sinon le centre d’un p-groupe n’est pas réduit au neutre alors G/Z(G) est d’ordre
p? avec B < a. Par hypothése de récurrence, G/Z(G) est résoluble et Z(G) est résoluble,
donc G est résoluble. O

12.3 Exo 3

Exercice 12.3. Montrer que le sous-groupe B,(R) < GL,(R) formé des matrices tri-
angulaires supérieures (et inversibles) est résoluble. On pourra considérer le sous-groupe
N < B,(R) des matrices avec des 1 sur la diagonale. On vérifiera que N < B,,(R) et que
N et B, (R) sont résolubles.

Démonstration. 1. Montrons que N est distingué et que B, (R)/N est résoluble. Par
le morphisme
:  Bu(R) — (RY)"
(aij)i<ijsn = (Gii)i<i<n
On vérifie que ¢ est un morphisme de groupe, et que son noyau Keryp = N. Puisque
le morphisme ¢ est surjectif, on en déduit du premier théoréme d’isomorphisme que
B, (R)/N est isomorphe a (R*)™ qui est résoluble car abélien.

2. Montrons que NN est résoluble. L’idée est de montrer qu’a chaque fois qu’on calcule
un commutateur, on fait "remonter" la diagonale de 0.

Pour tout entier m > 1 (tant que ¢a a du sens), on pose
Npm={AeN |a;;=0s1 0<j—i<m}.
On va voir que D\m)(G) < Ny,.

On considére
Pm+1: Np  — N

(aij) = (ai;)
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ou a; j=aijsij—i=ket al i,j = 0 sinon. Alors ¢, 41 est un morphisme de groupe.
En effet soit A = (a;;) et B = (b; ;) deux éléments de Ny,. On note AB = (¢; ;).

Alors
n
Cii+k = 2 Qi uz+k
u=0
n

= Z @i by ivk + itk
u=i+1
n
= Z @i ubuivk + itk

u=i+k

= Qii+k T biitk

De plus Ker(¢m+41) = Np+1. (Se lit facilement sur 1’écriture matricielle) On vient
donc de construire une suite de groupe N = Ny = Ny = --- = N, = --- telle que
Npm+1 < Ny, et on vérifie que Ny, /N,,11 est abélien (c’est isomorphe a 'image de
©m+1(Np,) dont le calcul déja effectué justifie que c’est un groupe abélien).

Or puisque Ny, /Np,+1 est abélien, on en déduit que D(N,;,) < Np,4+1. En particulier
D(G) < Ny, et par récurrence on montre que Dim)(G) < Ny,.

Finalement comme N, = {id}, on a montré que Dn)(G) = {id}, donc N est
résoluble.

Comme N et B,(R)/N sont résolubles alors By, (R) est résoluble. O

12.4

Exo 4

Exercice 12.4. Décrire les suites dérivées des groupes 2y, &4, Qg et D,,.

Démonstration. Pour les groupes 204, &4, Qg, on a vu dans ’exercice 1 qu’ils sont résolubles,
donc on sait que D(G) # G pour G € {204, Sy, Qg}. De plus on sait que D(G) est distingué
dans G et D(G) = {e} si et seulement si G est abélien.

1.

Le seul sous-groupe distingué non trivial de 24 est V' (engendré par les doubles
transpositions), puisque 2l4 est résoluble non abélien, alors D(24) = V. Par contre
V est abélien, donc la suite dérivée est {e} <V <1 2y.

. On a vu que 64 /V ~ &3 nest pas abélien, donc la suite dérivée de &4 est {e} <

V <1y <16y.
Dans Qg on remarque que [i: j] = —1. En faisant tous les calculs, on constate que
D(@Qs) = {1, —1}.

Soient «, 8, a’, 3 des entiers. On peut supposer a > o/
[s2rP sa/rﬁl] = sOpB g pB =B gmag—f g=o
= g—a g pBgal pf'=f ga—a! ga! . —p g
= o (-1 BB B ga—a L (~1) HLE
— =D [(—) B -] (— D) D
AED=(=1) @) g ((—1) @) —(—1)") 3]

Puisque ((—1)® — (—1)(@=)) ne peut valoir que —2,0,2 alors on a D(D,,) = (r?).
e Sin est impair alors D(D,,) = {(r). On a donc {e} <{r) < D,,.
e Si n est pair, alorsD(D,,) = (r?). On a donc {e} < (r?) < D,,.

. (méthode 2 pour 4) On sait que D,,/D(D,,) est abélien. Alors r~!s = sr = rs dans
( p q

D,/D(D,,)) (car abélien). Ceci arrive si et seulement si 7 = r~! dans D,,/D(D,,),
soit encore si et seulement si 72 € D(D,,). Donc {(r?) < D(D,,).
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e Si n est impair alors (r?) = (r). De plus D,,/{r) est de cardinal 2 donc abélien.
Donc D(D,,) < {r), soit encore 'égalité : (r) = D(D,,). On a donc la suite dérivée
{e} <(r) < D,
e Si n est pair, alorsD(D,,) = (r?). En effet D,,/(r) est de cardinal 4 donc abélien.
On a donc la suite dérivée {e} < (r?) < D,,.

U

12.5 Exo 5
Exercice 12.5. Donner un exemple de groupes G et H non isomorphes mais pour lesquels
D(G) ~ D(H) et G/D(G) ~ H/D(H).

Démonstration. On considére G = Dy et H = Qg. D’aprés 'exercice précédent, D(Dy) =
(r?y ~ 7Z/2Z, et D(Qg) = {—1,1} ~ Z/2Z. De plus D4/D(D,) est un groupe d’ordre 4 qui
contient au moins deux éléments d’ordre 2, a savoir r et s, c’est donc Vy = Z/27Z x Z/2Z.
Par ailleurs Qg/D(Dy) est un groupe d’ordre 4 qui contient aussi au moins deux éléments
d’ordre 2, a savoir i et j, c¢’est donc Vy = Z/2Z x Z/2Z. O

12.6 Exo 6
Exercice 12.6. On se place dans le groupe GL2(R).

1. Montrer que les matrices de la formes

1 A 1 0 2
<0 1) et (M 1>, avec (A, ) € R

engendrent SLa(R).

2. Montrer que les matrices < (1] 21/\ > et ( (1) /1\ > sont conjugués dans SLa(R).

On pourra chercher & conjuguer par une matrice diagonale.

3. Déduire des questions précédentes la suite dérivée de GLg(R). Ce groupe est-il

résoluble ?
I A\ _ (a a+Xb
0 1) \e d+Xe

1 0\ [(fa+ub b
w 1) \e+pud d

Démonstration. 1.

N
o
ST~

a b
c d

On part d’une matrice A = ¢ Z . 31 b = 0, on multiplie par <(1) i‘) de sorte
que leur produit ait le coefficient en haut & droite non nul.
On peut donc supposer sans perdre de généralité que b # 0. On pose alors p = l;ba,
alors
<a b><1 O> <1 b)
1— =\ d=1
c dj\F" 1 5 d
Puis A = —b,

(s 0o )= (e )

Donc les matrices engendrent bien SLa(R).

0o =

a

1 A -1 1 CL2)\
Po)r-6)
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3. On remarque que D(GL2(R)) = SL2(R). De plus avec P comme précédemment et

a=+/2ona
()76 )0
G ()0

Donc D(GL2(R)) = SL2(R), et de méme D(SL2(R)) = SL2(R). En particulier,
GL2(R) n’est pas résoluble.

De méme,

O

12.7 Exo 7

Exercice 12.7. On considére le groupe formé des matrices :

1 f(z) h(z,y)
G:= 0 1 gy |IfeR[z],geR[y], heR[z,y]
0 0 1

1. Montrer que G est un groupe.

2. Calculer le commutateur [a, §] de deux éléments «, 5 € G et montrer que

1 0 h(z,y)
D(G) = 0 1 0 | h € Rz, y]
0 0 1
3. Montrer cependant que la matrice
1 0 22+ay+y°
01 0
00 1
n’est pas un commutateur.
Démonstration. 1. On a
1 a c\ /1 d ¢ 1 a+d c+cd +Va
01 b 01 v]=1]0 1 b+t
0 01 0 0 1 0 0 1
1 d ¢ 1 a ¢ 1 a+ad c+d+dbd
0o 1 ¥ 01 b]=10 1 b+t
0 0 1 0 01 0 0 1
Donc G est stable par la loi du groupe et I'inverse
1 —a ba-—c
0 1 -b |edG
0 O 1
Donc G est un groupe.
2.
1 a ¢ 1 d ¢ 1 —a ba—c 1 —a' bd-¢
01 b 0o 1 ¥ 0 1 -b 0 1 -
0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 O 1
1 a+d c+cd+Va\ /1 —a—d —c+— +ba+ba+d
=10 1 b+ b 0 1 —b-Vb
0 0 1 0 0 1
1 0 ba—ab
=10 1 0
0 0 1
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Donc un commutateur vérifie f'(z) = 0,¢'(y) = 0 et h'(z,y) = f(z)v(y) —u(z)g(y).
En particulier

1 0 h(z,y)
D(G) = 0 1 0 | h € Rz, y]
00 1

puisque le produit de plusieurs commutateurs vérifie f'(z) = ¢'(y) = 0 et ' (z,y) =
2 wi@)vi(y).
3. Si la matrice
1 0 224 xy+y?
01 0
0 0 1
est un commutateur, alors 22 + zy + y% = f(z)v(y) — u(z)g(y).
Posons v(y) = Yviyt et g(y) = Dl giy'. Alors, en identifiant les coefficients (en

voyant ce polynoéme en deux variables comme un polynoéme en y a coefficients dans
R(z)), on obtient

22 = v f(z) + u(z)go
z =v1f(z) + u(@)g
1= vy f(z) + u(z)ge

8

Donc les polynémes 1, z, 72 qui sont linéaires indépendants dans R[x], sont combi-
naisons linéaires de seulement deux polynoémes. C’est absurde.

Donc ce n’est pas un commutateur.

12.8 Exo 8+

Exercice 12.8. Soit G un groupe dont on suppose que le centre Z(G) est d’indice fini
[G:Z(G)] =n < +o.
1. Considérons (g;)i=1.., une famille de représentants de G/Z(G). Montrer que tout
commutateur est de la forme [g;, g;] pour certains indices 1 <, j < n. Il y a donc
au plus n? commutateurs.

2. Montrer que pour tout (z,y) € G? : [z,y]"*! = [2,9?] - [yzy L,y

]nfl

3. Soit z € D(G) et écrivons x comme un produit de commutateurs = = ¢; - - - ¢g.
Montrer que si un commutateur ¢ apparait au moins n + 1 fois dans le produit,
alors z = ¢"*1¢] -+ ¢] ot les ¢, sont des commutateurs. En déduire (avec la question

précédente) que D(G) est fini avec la majoration :

ID(G)| < n®".

Démonstration. 1. Soit [z,y] = xyz~'y~! un commutateur. Alors il existe i,j €

{1,---,n} et a,be Z(G) tels que x = g;a et y = g;b.
[2,y] = giagjba™"g; 0" g5 = gigjg; ;" = [9ir 95]

car a,be Z(G). 1l y a donc au plus n? commutateurs.

2. On constate que

alz,yla™t = azyz~y ta™t = [aza™!, aya™!]
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En particulier y[z,y]*y™! = [yzy~!,y]*. Comme Z(G) est distingué¢ dans G et
d’ordre n alors [z,y]™ = e dans le quotient. Donc [z,y]" € Z(G).

| 2 Y] (S T
-1

= ayzlzyzly z,y
ayrelyPyle,y]ty
[z, y*|[yzy ", y]"

[z,y

Y
1

]n—l -1

3. On suppose que c¢ apparait dans I’écriture de z. Montrons que I'on peut faire "avan-
cer" ¢ dans cette écriture. Or cic = ccleje = ec) o ¢) = ¢7leje est un commu-

tateur. Donc on peut faire avancer n’importe quel ¢ de sorte que x puisse s’écrire

sous la forme z = "1} -+ - ¢} ol les ¢ sont des commutateurs.

n+1 2

peut s’écrire comme produit de n commutateurs, et il y a au plus n
3 commutateurs et il y a au

Mais ¢
commutateurs possibles. Donc x est produit d’au plus n

plus n? commutateurs. Donc |D(G)| < (n2)"".

O

12.9 Exo 9+

Exercice 12.9. Dans GLy(R), on considére le sous-groupe

o~ (3 )0 (3 1)

1. Montrer que G est résoluble (on pourra utiliser ’exercice précédent).

2. Montrer que zyz~! = 32 et en déduire que le sous-groupe engendré par tous les

conjugués de y est abélien. On note ({y)) ce sous-groupe.

3. Le groupe {{y)) est-il de type fini?

Démonstration. 1. G est un sous-groupe d’un groupe résoluble (cf exercice précédent)
donc est résoluble.
2. On a

w33
GG

Le groupe engendré par les commutateurs de y est engendré pary, zyxz~! et z ™ yz.
Pour montrer que le groupe engendré par les conjugués de y est abélien, il suffit
de vérifier que y commute avec xyxfl et x*1y$ et que xyacfl et mflyx commutent

Donc zyz~?

entre eux.
-1_,3 _ -1
y-ryxr =y =ryr -y
Y- :U_ly:c = x_lazyx_lyaz = m_lyQy:U = x_lyxx_1y2z = :U_ly:v -y
-1 -1, _ .2 -1 . _ -1 2 _ -1 -1
Tyr r yr =y -x yr== Yyr-y = “Yr- TYT
Donc {{y)) est abélien.

3. On remarque que

8
L

<

8

[l
N\
O N
N|—= =
~_

Soit encore

2n 1
x "yx" = < 1 )
0 &

Comme z"yz™ n’est pas engendré par 2 Fyz*, pour k < n, alors ((y)) n’est pas

de type fini.
O
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