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1. Introduction.

Ce travail vise a approfondir ’analogie de structure entre I’équation de
Schrodinger de la Mécanique Quantique et les équations cinétiques de la Mécanique
Classique (équation de Vlasov), au-dela des limites déja connues lorsque la con-
stante de Planck % tend vers 0 (limite semi-classique). Cette analogie repose sur
les propriétés dispersives de ces deux équations, et permet d’exhiber des effets
régularisants nouveaux dans les équation cinétiques, qui sont pourtant réversibles
dans le temps. Plus précisément, on sait que I’équation de Schrodinger posée sur
vi=1(t,z) (t e R, x € RY),

ihOy /Ot = K2 A,y + non-linéarité |

”converge” quand £ tend vers 0 vers I’équation de Vlasov posée sur f(t,x,v)
(t € R, (z,v) € RN x RN),

Of /Ot + v -V, f = non-linéarité .

Ces deux équations ont en apparence des structures tres différentes, 1'opérateur
ih0, — h?A, tendant a générer des oscillations de la fonction d’une variable
d’espace ¢(t,x) € L*(x), quand lopérateur d; + v - V, incite & regarder des
phénomenes de transport selon le flot d’un Hamiltonien pour la fonction de
deux variables d’espace et de vitesse f(t,z,v) € L'(z,v). Notre objectif ici est
d’éclairer en quoi ces deux équations peuvent étre étudiées a 1’aide d’outils tres
semblables, et d’en déduire des résultats nouveaux tant au niveau Schrodinger
qu’au niveau cinétique. En particulier, dans ces deux cas, c’est le probleme de



Iexistence de solutions d’”énergie cinétique infinie” qui retient principalement
notre attention.

Nous souhaitons indiquer ici que ce point de vue, qui fait le lien entre les
équations de Schrodinger et celles de Vlasov, a déja été exploité dans de nombreux
travaux. Parmi ceux-ci nous citerons [LPel], [LPe2], et [Co] pour ce qui concerne
les propriétés de dispersion dans les équations de type Vlasov, ainsi que [LPa],
[IMMP], [GMMP], [Ni] pour des questions liées a la limite lorsque & tend vers 0
dans les équations de Schrodinger (limite semi-classique). Dans tous ces travaux,
il est fait un usage essentiel de la transformation de Wigner [Wi], qui a une
fonction (¢, x) associe,

Y

W) (ta,v) = [ & uta+ ) v (te —h3) dy

y
Par exemple, si 9 résout I’équation de Schrodinger "libre” 0,1 —iA = 0, alors W

est solution de I’équation du transport libre ;W +v -V, W = 0. Nous renvoyons
aux travaux cités plus haut pour une discussion plus complete des propriétés de

la transformation de Wigner.

Dans le deuxieme paragraphe, nous considerons un systeme infini d’équations
de Schrédinger non-linéaires couplées (Systeme de Schrodinger-Poisson), fréquemment
utilisé dans la modélisation des phénomenes quantiques dans les semi-conducteurs.
Dans ce modele, ou la fonction d’onde (¢, x) prend ses valeurs dans un espace
de Hilbert de dimension infinie, nous démontrons 'existence et 'unicité d’une so-
lution pour le probleme de Cauchy dans un cadre L? (masse totale finie / énergie
cinétique infinie), améliorant ainsi la théorie H' (énergie cinétique finie) déja con-
nue. Egalement, nous démontrons divers effets régularisants, ainsi que diverses
estimations de décroissance ou d’explosion de 9 (t, ) quand t — oo out — 0. Ce
travail fait appel a des résultats connus dans le cas ou ¢ prend ses valeurs dans
C, et nécessite une estimation de type Strichartz sur les fonctions ¢ a valeurs
Hilbert, laquelle constitue la principale difficulté.

Ce travail, valable au niveau Schroédinger, pose naturellement deux ques-
tions: que deviennent les inégalités de Strichartz au niveau cinétique (équation
de Vlasov) ? Qu’advient-il des effets régularisants ci-dessus lorsque i — 0 7

Nous répondons a la premiere question dans le troisieme paragraphe, qui
est un travail en collaboration avec B. Perthame. Nous montrons en effet des
estimations de type L{(LP) sur la densité macroscopique associée a la solution
de I'équation de transport libre, pour des données initiales seulement intégrables
(et en particulier sans hypothese de moments en vitesse). Si ces estimations
semblent liées aux Lemmes de Moyenne, aux effets dispersifs, et aux estimations
de Strichartz valables au niveau quantique, notre démonstration indique qu’elles
sont en fait indépendantes de tous ces outils.

Nous apportons des réponses a la seconde question dans les deux paragraphes
suivants.



En effet, dans le quatrieme paragraphe, nous considérons 1’équation de Vlasov-
Poisson, limite semi-classique du systeme de Schrodinger décrit plus haut. Par
analogie avec le cas quantique, nous montrons comment 1’on peut se débarrasser
de 'hypothese d’énergie cinétique finie dans I’équation de Vlasov-Poisson. Plus
précisément, si la donnée initiale f°(z,v) > 0 posséde des moments dans la seule
variable d’espace : [ |z|™f%(z,v)dxdv < oo pour un m > 0 (I'énergie cinétique
est dans ce cas la quantité [|v|?f°(z,v)dxdv), nous montrons par un argument
de propagation de moments et en exploitant le caractere dispersif de 'opérateur
de transport libre que 'on peut construire dans ce cas une solution f(¢,x,v)
de I'équation de Vlasov-Poisson, singuliere en t = 0. La difficulté est bien sur
de résoudre le probleme de Cauchy alors que toutes les normes ”explosent” a
I'instant initial.

Dans le cinquieme paragraphe, le travail ci-dessus est étendu, et nous con-
struisons des solutions singulieres (énergie cinétique infinie) pour le systeme de
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Par rapport au cas précédent, l'opérateur de
transport libre est ici perturbé par un Laplacien en vitesse, et nous montrons
un effet régularisant beaucoup plus fort que dans 1’équation de Vlasov-Poisson
ci-dessus, qui repose sur l'effet de la diffusion en vitesse et sur les propriétés
dispersives de I'équation de transport libre. La nouveauté dans ce résultat con-
siste a dériver une loi de conservation originale et a utiliser I’hypoellipticité de
Iopérateur de Fokker-Planck.

Nous précisons maintenant 1’énoncé de nos résultats. Nous renvoyons le
lecteur a [Cal], [Ca2], [Ca3], [CPe| pour des preuves et des énoncés plus complets,
ainsi que pour des références bibliographiques plus exhaustives.

2. Solutions L? pour le Systéme de Schrodinger-Poisson [Cal].

Dans ce paragraphe, nous étudions le Systéme de Schrodinger-Poisson (SSP)
en dimension trois d’espace, qui modélise de maniere simplifiée le transport quan-
tique dans les semi-conducteurs. Il s’écrit comme un systeme infini d’équations
de Schrodinger, couplées par le potentiel V:

: O (t, x) = LA (t, o) — iV (¢, 2)Y;(t, z) |
el { U@l = byla) . 2 B LER, e

ou,
1
V(t,z) = +——x, n(t,x) ,
x

n(t,z) = X, N [t 2)? | 2)
)‘j O, Z])\ =

Le SSP (1)-(2) fait apparaitre le vecteur (t,z) = (o(t,x),¥1(t,x),...) ;
cette fonction d’onde a valeurs vectorielles représente un mélange statistique



d’états quantiques (on parle d’état de mélange). Dans le cas simple ol ();) en =
(1,0,0,...), le couplage disparait, et 1'on est ramené a ’équation de Hartree, qui
porte sur une fonction d’onde scalaire.
Les solutions du SSP connues jusqu’a présent ([Ar], [BM], [ILZ]) ont la régularité

H' au moins (énergie cinétique finie), et méme H?. Dans ce paragraphe on résout,
avec unicité, le SSP lorsque la donnée initiale ¢ n’a qu'une régularité de type L?
(masse totale finie), comme on sait le faire dans le cas découplé de 1'équation
de Hartree ([GV], [Cz|, [Ts], [Ya]). Cela nécessite I'usage d’estimées de type
Strichartz ([St]) pour les états de mélange. Plus précisément, nous introduisons
les espaces fonctionnels suivants :

2PN = {o(x) = (¢5(2)) s 16@)l15o0y = 2064l < oo}
LN = Li(R: (X))

loc

D’autre part, nous disons dans la suite qu'un couple (g, p) est admissible lorsque,
pour N = dim(R") (dans notre cas N = 3):

2<p<

o 2
Nog ) =NG ).

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :
Théoréme 1 (Ezistence et Unicité des solutions L*(\)).

Soient ¢(x) € L*(\), Alors, il existe une unique solution du SSP avec donnée
initiale ¢. Celle-ci vérifie, pour tout couple (q,p) admissible,

U(t ) € C°(R, L2(N)) (N LEE(N)

La démonstration de ce théoreme repose sur les estimations suivantes, de type
Strichartz, pour le groupe unitaire T'(t) = exp(itA) agissant sur L*(\).

Théoréme 2 (Inégalités de Strichartz pour les états de mélange)
Soit (q,p) un couple admissible. On a alors :
(i) 1l existe une constante C(q), qui ne dépend que de q, telle que, pour tout
¢ € L*(N),
1T() (@) || Laren) < Cla) |o()]L20)-

(ii) Pour tout (a,b) admissible, il existe C(a,q) telle que, pour tout f € L7 (\),

t
H/0 Tt = 5)[f(s,)ds||pery < Cla, q) | @) parwr () -



L’idée de recourir a des inégalités de ce type pour résoudre les équations
de Schrodinger non-linéaires (ou, plus généralement, des équations d’évolution
dispersives) remonte a [GV], [Ya], [Ts|. Les Théoremes 1 et 2 généralisent
dans le cas d’états de mélange des résultats connus dans le cas pur (cas ou
(Aj)jen = (1,0,0,...)). Naturellement, les inégalités de Strichartz écrites ici peu-
vent s’appliquer pour d’autres types de non-linéarités : par exemple, on pourrait
remplacer V (¢, z) dans le SSP par n(t,z)* pour a > 0 suffisamment petit, ou
travailler en dimension générale N.

Pour compléter notre analyse du SSP avec donnée initiale ¢ € L?*()\), nous
précisons aussi le comportement du systeme, lorsque 1’on fait I’hypothese supplémentaire
¢ € L*()\), ou, plus généralement |z|*¢ € L*(\). On voit dans le Théoréme qui
suit un phénomene de régularisation par les moments en z.

Théoreme 3 Soit ¢(x) € L*(N\) telle que z ¢(x) € L*(N\). Soit ¥(t,x) la
solution correspondante du SSP. Alors, on a,

(Z) \V/|t| S Ta vp € [276]7 Hw(t?x)HLP()\) <

(i) Si de plus x*¢ € L*(N), alors ¥(t) € CO(R — {0}; LP(N)) pour 2 < p < oo,

(effet régularisant a t =0),

(iii) Si enfin |z|*¢ € L*(\) pour tout o > 0, alors (t) € C°(R — {0}; C*).

Ces estimations sont prouvées essentiellement en multipliant de maniere répétée
I’équation de Schrodinger par 'opérateur = 4 itV, qui commute avec 1'opérateur
de Schrodinger 0, — i/, et par usage répété de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg.
Ce type de techniques avait déja été utilisé dans le cas de ’équation de Hartree

([HOD).

Nota. J. Ginibre nous a indiqué récemment que des espaces semblables aux
espaces LP(\) introduits ici ont déja été employés de maniére indépendante par
S. Zagatti dans [Za]. Dans cet article, des estimées de Strichartz équivalentes &
celles du Théoreme 2 ci-dessus sont énoncées, ainsi qu'un Théoréeme semblable a
notre Théoreme 1.

3. Estimations de Strichartz pour le Transport Libre [CPe]. (En collab-
oration avec B. Perthame).

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi des estimations de type
Strichartz pour le Systeme de Schrodinger-Poisson, ou, plus précisément, pour
le groupe unitaire généré par l'opérateur de Schrodinger sur espace L2()). Si
I’on renormalise cet opérateur de maniere a faire apparaitre la constante de Planck
h, et que 'on passe a la limite i — 0, on sait ([LPa], [GMMP]) que ce systéme
”converge” vers I’équation de Vlasov (ou équation du transport libre) posée sur



la fonction f(t,z,v) >0 (t €R, (z,v) € R® x R3):
&gf—i-vvzf:(]

Plus précisément, c’est la transformation de Wigner qui permet de passer de
I'opérateur de Schrodinger a 'opérateur du transport libre. Ce type d’observation
a été systématiquement utilisé dans [LPe2] (voir aussi [Co]).

Il est donc naturel de tenter d’établir des estimations de type Strichartz pour
le groupe généré par 'opérateur 0; + v - V, , unitaire sur tous les espaces LP
(1<p<o0).

La difficulté & ce niveau est que, si au niveau ”Schrodinger” espace L2(\) joue
naturellement un role central, au niveau ”Vlasov”, tous les espaces LP semblent
jouer un role équivalent. On perd ainsi le cadre Hilbertien.

Néanmoins, nous montrons par le résultat typique suivant:

Théoréme 4. Soit f(t,x,v) = fO(x—vt,v) la solution de I’équation de transport
libre avec donnée initiale f°(x,v). Soit également p°(t,x) = [,cpn f(t,z,v)dv la
densité macroscopique associée. Soit enfin un triplet (q,p,a) admissible au sens
sutvant,

n 2 1 2p 2n
) 1<p<—— 1) —=mn(l—- i) 1 <a= < .
() 1<p< T ) C=n(l-o) () 1<a= < oS

Alors, on a l’estimation,

12°(t, 2) |l arny < Cn,p) [1f0(2, 0) || Lo @ex).

Nous démontrons une large classe d’'inégalités du méme type dans [CPe].
La preuve de ce résultat repose sur les deux observations suivantes. D’une
part, on a l'estimation de dispersion suivante sur les normes L? de la densité p°:

1P°(t, )l e = 11/°(@ = vty 0) |l pry < 72PN (2, 0) | re -

D’autre part, lorsque I'on interpole les normes LPL! et LLLP intervenant de part
et d’autre de I'inégalité ci-dessus, on observe:

v T v

[LELL, L1LP)y o = LOLC

pour 2/a = 1+ 1/p, et le groupe du transport libre est unitaire sur Lj . Les
arguments usuels de dualité tels qu’on les rencontre dans la démonstration des
inégalités de type Strichartz (pour I’équation de Schrodinger, des ondes, de KdV,
etc ...) permettent alors d’obtenir le Théoreme 4.

Il est a remarquer, par exemple, que 'estimation ci-dessus entraine en parti-
culier que la densité p°(¢, z) appartient, presque partout en t, a Uespace LP, des
lors que fO(z,v) € L},



Bien que ces estimations soient analogues, par transformation de Wigner, a
celles obtenues dans le Théoreme 2 ci-dessus, elles ne s’en déduisent pas directe-
ment, et a I'inverse, le Théoreme 4 n’implique pas non plus le Théoreme 2.

4. Propagation des moments en espace pour 1’équation de Vlasov-
Poisson [Ca2].

Dans le paragraphe 3, nous avons établi des estimations de Strichartz pour le
transport libre qui sont analogues aux estimations de Strichartz pour ’équation
de Schrodinger. De méme, dans ce paragraphe, nous établissons une propriété de
régularisation par les moments en x dans ’équation de Vlasov-Poisson, analogue
a celle énoncée plus haut pour le Systeme de Schrodinger-Poisson.

Plus précisément, nous considérons ici I’équation de Vlasov-Poisson (VP):

Of +v-Vof +E-Vof =0,
1
E(t, x) —iﬂw*/)(tax%

p(t,x) = Jgs f(t 2, 0) dv .

Ce systeme décrit 1’évolution d'un systeme de particules en interaction grav-
itationnelle ou Coulombienne via I'inconnue f(t,z,v) > 0, qui est la densité de
particules situées dans ’espace des phases au point x € R?, & la vitesse v € R?,
a l'instant £ € R.

Dans ce systeme, comme d’ailleurs dans le SSP étudié plus haut, le probleme
principal en vue de montrer 'existence d’une solution est de borner le champ
E(t,x) dans les espaces LP, donc la densité p(t,z) dans L2 (¢ > 1). L’estimation
classiquement utilisée dans ce sens est I'inégalité d’interpolation suivante,

(3)

ot o)z < € 17w ([ (e 0)de do), (@)
pour certains exposants 6, p. Alors, la ”conservation” de I’énergie cinétique
w0 V2 f(t x,v)de dv < [, v* fO(x,v)dz dv fournit une borne satisfaisante sur p.
Ce type de démarche a été utilisé dans [HH], [IN], [DPL1], et également dans
[LPel], ou la propagation de tous les moments en vitesse de f d’ordre élevé
est démontrée. Nous renvoyons aussi a [Pf], [Sc|] pour I'étude des solutions a
support compact, ainsi qua [BD] pour une utilisation importante des propriétés
dispersives de ’équation VP.

Le but de ce travail est de montrer comment 1’on peut se passer de ’estimation
précédente dans le cas de I’énergie cinétique infinie. Ce type de résultats a d’abord
été mis en évidence dans [Pe]. On renvoie également a [PMi] pour le cas de
I’équation de Boltzmann.



Tout d’abord, nous donnons diverses nouvelles estimations a prior: sur le
champ E ou la densité p lorsque la donnée initiale fO € L' L> a une énergie
cinétique infinie, mais satisfait une hypothese supplémentaire, comme par exem-
ple f%(z,v) € LL(L%) (a > 1).

Puis, dans l'esprit des phénomenes de régularisation par les moments en x
observés au niveau de 1’équation de Schrodinger, nous nous concentrons sur le
cas ou f° posséde des moments en z. Nous montrons ainsi le Théoréme suivant,

Théoréme 5. Soit f° € L' L™, satisfaisant de plus les conditions

Jow 12| fO(z,v)de dv < oo et [, |[v°fO(z,v)dr dv < oo (m, e > 0). Si l'une
des deuzr quantités m ou € est strictement plus grande que 3, il existe alors une
solution au systeme VP. Si de plus on définit les quantités,

My (t) = / |z — vt|*f(t,z,v)dx dv  (moments en espace)

)

N;(t) :/ lo[ f(t, z,v)dx dv (moments en vitesse)

on a alors,

(1) Sim >3 et e >0, les fonctions My(t) et N;(t) restent localement bornées
en temps, pour tout k < m et j < e (propagation des moments initiauz). Dans
ce cas, on en déduit la borne suivante sur la densité,

Ip(t,z)||e < O(T) [t|*EP) pour tout [t <T et pour 1<p<1+m/3.

(i1) Sim > 0 et e > 3, les fonctions My(t) et N;(t) restent localement bornées
en temps, pour tout k < m et j < e. Dans ce cas, on en déduit la borne suivante
sur la densité,

lpt,)||e < C(T) pourtout |t|<T etpour 1<p<1+4¢/3.

Ce Théoreme montre que les moments en vitesse et en espace sont propagés
par I’équation de Vlasov-Poisson, sous une hypothese de ”grand moment” dans
la variable de vitesse (cas (ii): € > 3) ou dans la variable d’espace (cas (i):
m > 3). La propagation des seuls moments en vitesse a déja été démontrée
dans [LPel] sous la méme hypothese de ”grand moment” initial, c’est-a-dire sous
I'hypothese N.(0) < oo avec la restriction £ > 3. A cet égard, on voit que le
Théoreme 5 permet de propager les moments d’ordre peu élevé en vitesse sous
une hypothese de grand moment en espace (cas (i)), ou bien ou bien les moments
d’ordre peu élevé en espace sous une hypothese de grand moment en vitesse (cas
(ii)), probleme qui était laissé ouvert dans [LPel], et avait été en partie résolu
dans [Pe]. C’est ici 'usage simultané des moments en espace et en vitesse qui
permet de lever le probleme des moments de bas ordre.



La démonstration de ce Théoreme repose d’abord sur I'observation suivante,
déja faite par B. Perthame dans [Pe], et analogue a (4) ci-dessus,

lp(t, ) e < C [tV Mi(1) (5)

pour p < 1+ k/3. Notons & ce propos que cette estimation a également été
utilisée de maniere cruciale dans [Re] pour obtenir une borne sur la croissance du
support dans 1’équation VP.

Ainsi, grace a l'estimation (5), la démonstration du Théoreme 5 se ramene des
lors essentiellement & borner la quantité My (t) pour tout temps, sachant qu’elle
est bornée a l'instant initial (propagation des moments en x). La différence
notable entre les estimations (4) (énergie finie) et (5) (énergie infinie) est bien
évidemment 'apparition de singularités en ¢ = 0, en sorte que dans notre cas, on
est amené a résoudre un probleme de Cauchy ou toutes les normes ”explosent” a
I'instant initial.

En effet, en multipliant I'équation par (x—uvt)* et aprés intégration, on obtient,

OM(E) = mt [ B(ta){ [ (@ = vt} f(t2.0)}
et une majoration "brutale” du second membre donne:
O:M. < [t|7" M (6)

avec a > 1. Il apparait donc d’emblée nécessaire d’améliorer d’une part I’exposant
négatif en t, et d’autre part 'exposant positif en M) dans (6).

On améliore I'exposant en t dans (6) en observant que, si l'utilisation des
moments en espace (inégalité (5)) donne des estimations singulieres en temps, les
moments en vitesse donnent en revanche des estimations L en temps (estimation
(4)). Des lors, interpolant (4) et (5), on peut utiliser des estimations du type:

lo(t, @)z < CRIZPEYPM (1) N ()

ou 6 €]0,1[ est un exposant d’interpolation, et ceci permet d’améliorer la sin-
gularité en ¢ = 0, quitte a chercher a propager simultanément les moments en
espace (M) et les moments en vitesse (IN;). On est donc d’emblée confronté au
probleme de la propagation des moments d’ordre peu élevé en vitesse (cas (i)) ou
en espace (cas (ii)), comme on ’a souligné plus haut. Ce programme est réalisé
en couplant judicieusement les estimations disponibles sur M}, et V;.
Essentiellement, cette prmiere observation permet d’améliorer (6) en:

O My (t) < Clt|™ P My (t)™ (7)

ou 3> 0et a> 1. On utilise alors des techniques introduites dans [LPel] pour
le cas de la propagation des moments en vitesse, pour décroitre I'exposant a.. On



obtient ainsi une estimation du type 0, M} < \t!‘H‘SMk log M. avec § > 0, ce qui
permet de conclure.

Pour conclure, le Théoreme 5 exploite de maniere essentielle 1'effet dispersif
de I’équation de transport, qui est pris en compte dans la puissance négative de ¢
dans (5). C’est grace a cet effet, par exemple, que 'estimation de régularisation
du Théoréme 4 (i) sur p est démontrée.

5. Solutions d’énergie infinie pour le Systeme de Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck [Ca3].

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment ’on peut se passer
de ’hypothese d’énergie finie dans 1’équation de Vlasov-Poisson grace a 1'usage
de moments en z. Ceux-ci permettent, via 'estimation (5) ci-dessus, d’exploiter
le caractere dispersif de 'opérateur de transport libre 0; + v - V,. On peut se
demander si ce type de propriété persiste lorsque I'on perturbe cet opérateur.

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ou l'opérateur de transport libre est
remplacé par 'opérateur de Fokker-Planck 0; + v -V, — 0A,. Plus précisément,
nous nous intéressons au Systeme de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP),

Ohf+v-Vof +divy(E—pv) - f—ocA,f=0,
ft=0,z,v) = fO%z,v) >0,

1 8
E(t,z) = :I:47T|Z|3*p(t,x) : (8)
p(t,x) = Jps f(t,z,v) dv .

Ici, B > 0 et ¢ > 0 sont des constantes données. Similairement au systeme
de Vlasov-Poisson, cette équation qui porte sur la densité inconnue f(¢,z,v) > 0
décrit I’évolution d’un systeme de particules qui interagissent a travers trois effets
distincts: une interaction Coulombienne ou gravitationnelle contenue dans le
champ de forces E(t,x), un effet de friction contenu dans le terme Sdiv,(vf), et
enfin un terme de diffusion en vitesse —cA, f qui décrit des collisions aléatoires
entre particules. Dans le cas d’une donnée initiale d’énergie finie, ce systeme a
été étudié dans [Bol], [Bo2|, [VO], [RW], et plus récemment [CS].
Dans le cadre d’'une énergie infinie, nous montrons le Théoreme suivant.

Théoreme 5. Soit f° € L'N\LY, telle que |z|*f° € L, et [v]°f° € L],
pour un exposant € > 0. Soit T > 0. Alors, il existe une solution f(t,x,v) €
(05 00[; LY(RE ) pour le Systéme VPFP avec donnée initiale f°. De plus,

(i) Soit p € [1;00], q €]3/2;00]. Alors, il existe un constante
C = C(T, | flze, 11+ |2*) fllr, p, q) et des exposants v, 6 > 0 tels que,

||p(t7x)”L€ < cie ) ||E(t7x>||L§ < C t_6 )

pour toutt € [0;T). Des estimations du méme type ont lieu en norme Holderienne
pour p, E, et VE.
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(ii) La loi de conservation suivante a lieu, ou ¢(t) = (e’* —1)/8

CZ[/RG @ — G2 f(t, 2, v)dadv + wo(t)? /]R |EP(t,x)dz] =

Gop(t)[f7llrs, +w(26(t) = 1)e(t) /RS |BI*(t, w)da .

La démonstration de ce Théoreme se fait en trois étapes.

D’abord, nous observons la loi de conservation (ii) ci-dessus, qui semble étre
originale. Elle permet de montrer la propagation des moments en espace (modifiés
par rapport au paragraphe précédent) My (t) = [go |z — ¢(t)v|?f(t, z,v)dzdv. La
quantité Ms(t) est donc localement bornée.

A partir de la, on utilise une inégalité similaire a (2) (précédent paragraphe)
pour obtenir des bornes sur ||p(t, z)|» pour les petites valeurs de p (en fait p <
5/3). A ce niveau, ce sont les propriétés dispersives de I'opérateur de transport
libre 0; + v - V, qui prédominent et la diffusion en vitesse, comme le terme de
friction, ne jouent essentiellement pas. Ce point est contenu dans le fait que
¢(t) ~ t quand t — 0 (de sorte que, par exemple, le moment M, introduit ici et
celui utilisé dans le cas Vlasov-Poisson ne different pas sensiblement).

Puis, en utilisant des techniques développées par F. Bouchut ([Bol], [Bo2])
dans le cas de I'énergie cinétique finie, nous démontrons des bornes L* et méme
Holder sur p(t, z) et E(t,x). A ce niveau, c’est la diffusion en vitesse qui prédomine
et explique les forts gains de régularité observés. Ceci repose sur le fait essentiel de
I'hypoellipticité de 'opérateur de Fokker-Planck ([Hol], [Ho2]). Nous soulignons
que l'obtention d’une borne L° sur E(t,x) pour ¢t > 0 est tout a fait essentielle
dans ce type d’équation. Elle permet en effet de déduire immédiatement un grand
nombre d’autres bornes sur f ou p, comme, par exemple, la propagation de tous
les moments (en z ou en v) de f.
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