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Ce document est la synthese des références [Ca2], [Ca3| (voir aussi [CD] pour
lannonce d’un résultat plus faible) d’une part (résultats de convergence), et
[CP1], [CP2] d’autre part (résultats de non-convergence).

1 Introduction

On s’intéresse ici a la dynamique quantique d’un électron dans une répartition
périodique d’obstacles en dimension D d’espace, pour des dimensions D > 3.
La taille de la période est mesurée par le grand parametre L, et chaque cellule
élementaire, de volume ~ L, contient un obstacle, qui occupe un volume ~ 1.
On considere la limite L — oo. Afin d’obtenir une dynamique limite non-
triviale, on est également amené a changer d’échelle en temps, et a observer
I’électron sur des temps longs d’ordre 1, T — oo. Plus précisément, 1’échelle
pertinente est dictée par le choix T' ~ L. En effet, dans ces échelles, la densité
d’obstacles, c’est-a-dire la proportion de volume occupée par les obstacles, est
d’ordre ~ 1/LP, de sorte que la probabilité que 1’électron rencontre un obstacle
sur des temps d’ordre T ~ LP se trouve étre 'unité. Ce changement d’échelle
est connu sous le nom de “limite faible densité”, ou encore limite de Boltzmann-
Grad. Cette situation est décrite par une équation de Von-Neumann,

r D Pl Ey) = (<D Ay)p+ V(@) ~ V(). (11)
ou t est le temps, les variables d’espace z et y parcourent le Tore (R/ QWLZ)D,
et le potentiel A\V(z) € R prend en compte l'interaction avec les obstacles,
plus ou moins forte suivant la valeur du parametre de couplage A € R. Pour
simplifier, la fonction V sera toujours supposée tres réguliere et de support
compact fixe et nous renvoyons aux références ci-dessous pour des énoncés précis
sur ce point. Egalement, 'inconnue p(t,z,y) désigne la matrice densité de
I’électron, qui décrit entierement 1’état quantique de l’électron a l’instant ¢.



C’est ’analogue de la fonction d’onde (¢, z) dans 1’équation de Schrédinger
10y = (—Ay + AV)y. En dernier lieu, on considere des états initiaux un peu
particuliers dans ce contexte, puisque 'on supposera toujours qu’initialement
le systeme est a I’équilibre pour le Hamiltonien non-perturbé —A,, i.e. que
p(0,z,y) est solution stationnaire de i/T" 0;p = (—A, + Ay)p. Typiquement,
on considerera la situation d’équilibre thermodynamique initial,

p(0,z,y) = (exp(+684Az)) (z,y) , (1.2)

ou le terme de droite désigne le noyau intégral de l'opérateur exp(+5A;), et
G > 0 est un parametre arbitraire. On considere donc pour résumer l'influence
en temps long et dans une limite faible densité de la perturbation AV pour des
états initiaux qui sont des états d’équilibre de —A,.

Il est formellement attendu que, lorsque L — oo, ce type de modele con-
verge en un sens a préciser vers une équation de type Boltzmann linéaire, connue
sous le nom d’équation de Boltzmann quantique. En particulier, on s’attend
formellement a ce que le modele (1.1), qui est réversible en temps, converge vers
une équation de Boltzmann linéaire qui est irréversible en temps et possede une
entropie. C’est bien str une des difficultés clé dans I'analyse mathématique de
Pasymptotique L — oo dans (1.1), et 'idée formelle qui sous-tend une telle
convergence se trouve étre la “convergence vers 0” de certaines “corrélations”
dans ce systeme, dans un sens que nous laissons volontairement vague. Nous
détaillons le sens de cet asymptotique ci-dessous.

Plus précisément, soit p(t,n,p) (n, p € ZP) la transformée de Fourier
discrete de p, définie comme,

( )eXp(—ip-y/L)d p

AL (1.3)

exp(in-x/L) _
t,n,p) == —
olEsm,P) /(R/<2wL>Z>D (2mL)P/2

On note alors py(t,n) := p(t,n,n) la partie diagonale de p, et ppq(t,n,p) =
p(t,n,p)1(n # p) sa partie non-diagonale. Physiquement, p,; représente la
probabilité, a I'instant ¢, de trouver ’électron dans le n-ieme état propre exp(in-
x/L)/(2rL)P/? du Hamiltonien non-perturbé —A, sur le Tore, et p,q représente
la corrélation entre le nombre d’occupation des n-iemes et p-iemes états propres.
Dans I’espace de Fourier, I’équation initiale devient,

2 2

i 0 _n*—p

T&p(tanvp) -~ p (1.4)
)\ ~ n— k? ~ kj —-p

+W > V( )t k,p) — V(T)P(tﬂ% k),

kezbP

ou V(N) désigne la transformée de Fourier usuelle du profil V' supporté dans
la cellule élémentaire [—m L, +wL]P,

V(N) = /RD V(z)exp(—iN - z)dx = /[_WL e V(z)exp(—iN - x)dx .



De plus, I'hypothese de donnée initiale “a 1’équilibre” mentionnée plus haut se
formule quantitativement dans ces variables par,

1

mn
pa(0,n) = L—ng(

f) , pna(0,m,p) =0, (1.5)
ot le profil pY(N) (N € RP) est supposé trés régulier et décroissant, de sorte que
la distribution 3°,,cz0 pa(0,n)d(z — n/L) converge vers le profil pJ(x) lorsque
L — oo (on vérifie aisément que le cas (1.2) est un cas particulier de (1.5)).
Avec ces notations, on s’attend a ce que, dans la limite L — oo, 'influence
de la perturbation AV entraine uniquement des transitions entre les différents
états propres exp(iN - z) (N € R?) du Hamiltonien non-perturbé —A, sur tout
I'espace RP. De plus, ces transitions sont formellement décrites par I’équation
de Boltzmann linéaire,

2Pt N) =2 [ 6N~ K)o (N, K)lpalt, K) — pult, NJAK . (1)
RD

connue sous le nom d’équation de Boltzmann quantique. Ici, pg(t,N) désigne
la limite de pg(t,n), elle est indexée par la variable continue N € R? car, dans
la limite L. — oo, le spectre du Laplacien devient naturellement continu. La
masse de Dirac §(N? — K?) indique également que seules des transitions entre
états de méme énergie peuvent avoir lieu. Enfin, le taux de transition o(N, K)
représente la probabilité de transition entre un état N et un état K. Il est
attendu que ce taux soit donné par la série de Born [RS] attachée au potentiel
AV. En particulier, o peut étre développé en série en AV, et le premier terme
de ce développement doit étre donné par la régle d’or de Fermi,

o(N,K) = N |V(K - N)2+0(\%) . (1.7)

Ce travail est dédié a I’étude rigoureuse de la convergence de (1.4)-(1.5) vers
(1.6).

Nous considérons en vérité deux limites sensiblement différentes.

1- Dans le premier cas (article [Ca2]), (voir aussi [CD] pour un précédent
travail dans le méme esprit) nous adjoignons au systeme { électron + obsta-
cles } un terme phénoménologique d’amortissement exponentiel, qui modélise
de maniere extrémement simplifiée l'interaction, supposée faible, de ce systeme
avec un bain extérieur de photons (voir [Bo], [NM], [SSL]). L’amortissement est
mesuré par le petit parametre o > 0. On caractérise la limite obtenue en faisant
successivement tendre L — oo puis a« — 0. Notons que ce type de couplage a
un bain extérieur est tres standard en physique statistique lorsque ’on souhaite
exhiber I’émergence d’une dynamique limite irréversible pour le petit systeme
couplé au bain [Sp2,3]. De maniére plus quantitative, on cherche précisément a



passer & la limite dans I’équation (1.4) modifiée de la maniére suivante,

10 n? — p? .
T&p(tanap) = Tp - Zapnd(t7n7p) (18)
A ~ n—k ~ k — P
+W > V( )p(t, k,p) — V(T)P(t,n, k),
kezbP

ou la partie non-diagonale p,q est donc rendue d’emblée exponentiellement
décroissante. C’est précisément ce terme d’amortissement qui donne ici la
“convergence vers 0 des corrélations” déja mentionnée dans un sens volontaire-
ment vague plus haut. Nous mentionnons au passage que le terme additionnel
—iaupnq satisfait la propriété de Lindblad [Li], de sorte que la positivité de la ma-
trice densité (en tant qu’opérateur) est préservée par cette évolution. De cette
manieére, on perturbe en particulier 1’équation initiale (1.4) en une équation
irréversible en temps. On montre que la dynamique limite L — oo suivie de
a — 0 est effectivement décrite par ’équation de Boltzman (1.6), avec une
section efficace donnée au premier ordre par la regle d’or de Fermi (1.7), et
meéme donnée a tous les ordres par la série de Born (Théoreme 2.3). Comme
nous l'indiquerons plus bas, notre résultat démontre en particulier la conver-
gence d’une dynamique irréversible et non-Markovienne vers une dynamique
irréversible et Markovienne (perte de mémoire - Théoreme 2.2). Le lecteur
intéressé trouvera des références plus completes, une discussion approfondie du
modele, ainsi que les preuves des énoncés dans [Ca2] et [Ca3]. Nous mention-
nons que les résultats énoncés ici améliorent une précédente annonce [CD].

2- Dans le second cas, en collaboration avec Alain PLAGNE (LIX - Ecole
Polytechnique), nous cherchons & passer directement a la limite dans (1.4), sans
s’appuyer sur le parametre de régularisation «. Dans ce cas, on observe que
les contributions liées au lieu résonnant n? = p? dans (1.4) sont anormalement
dominantes par rapport aux contributions non-résonnantes liées aux points n
et p tels que n? # p?, et ce d’'un facteur L In L (e > 0 arbitraire et méme ¢ = 0
en dimension D > 5). Des lors, une caractérisation arithmétique précise de la
répartition angulaire des points entiers tels que n? = p? (Théoréme 3.2) nous
permet de calculer complétement la contribution résonnante limite (Théoreme
3.1). On observe alors sur la valeur limite explicite de p(t,n,p) que la dy-
namique limite suivie par cette fonction du temps est réversible en temps, car
invariante par le changement de variable t — —t, i — —i. Il en va de méme
pour la partie diagonale p4(t,n). Le lecteur intéressé trouvera des énoncés et
preuves plus précis dans [CP1,2]. Ce résultat montre que, dans le cas a vrai dire
hautement non-générique d’'une équation de Von-Neumann posée sur le Tore,
on ne peut pas avoir convergence vers ’équation (1.6) formellement attendue:
pour anticiper un peu sur les références données plus bas, la convergence vers
une équation de Boltzmann nécessite de considérer une version “perturbée” de
(1.4), que ce soit par l'introduction d’un parametre d’amortissement o comme
dans (1.8), ou par la considération d’une répartition aléatoire d’obstacles comme
dans les références ci-dessous. Pour dire les choses de maniére grossiere mais
plus intuitive, ce phénomene est lié a une répartition anormale des angles 6 pour
lesquels un électron qui suit une trajectoire semi-classique d’angle 6, rencontre



un obstacle en temps fini dans le champ périodique d’obstacles ot il évolue (cer-
taines trajectoires pathologiques peuvent ne jamais rencontrer d’obstacle). Ce
phénomene disparait bien entendu lorsque le champ d’obstacles est rendu “suff-
isamment aléatoire”, ou bien lorsque la périodicité est compensée par le terme
d’amortissement exponentiel. Nous souhaitons indiquer ici qu'un résultat sem-
blable de non-convergence vers une équation de Boltzmann a déja été démontré
dans [BGW] dans un cadre de mécanique classique: dans cet article, les auteurs
étudient la limite de Boltzmann-Grad en deux dimensions d’espace pour une
particule classique lancée dans un champ périodique de spheres dures, et des
effets semblables de mauvaise répartition des angles 6 pour lesquels un obstacle
est rencontré ont lieu. Ceux-ci sont liés de maniere analogue aux propriétés
arithmétiques de 6, et cette “anomalie” permet aux auteurs de montrer que la
convergence vers ’équation de Boltzmann classique attendue ne peut avoir lieu
dans ce cadre.

3- En résumé, sur le plan purement analytique, la différence qualitative
et quantitative tres importante dans les résultats obtenus lors de la double
limite L — oo, a — 0 dans (1.8) d’une part, et lors de la limite directe (sans
parametre de régularisation) L — oo dans (1.4) d’autre part, peut étre expliquée
synthétiquement de la maniére suivante. Aprés quelques manipulations plus ou
moins élémentaires, toute la difficulté analytique dans ces deux passages a la
limite se trouve concentrée dans le probléme de trouver I’asymptotique du terme

typique,

1 Lot n2 p2 n p
S(L,a) = 72D Z / exp(i—-—5—s — as)ds (zﬁ(f, Z) , (1.9)

(n,p)€zZ2P

pour une fonction test réguliere ¢, d’une part dans la limite L. — oo suivie
de o« — 0, d’autre part dans la limite « — 0 suivie de L — oco. On voit
d’emblée sur la formule (1.9) une compétition entre effet purement discret
d’échantillonage de I'espace R?” sur le réseau Z?P /L, qui tend & transformer la
somme discrete ci dessus en intégrale fRzp : dn dp, et leffet purement continu

de la convergence du terme fOL exp (i~ )ds vers [;F° exp(i[n? — p?]s)ds,
un objet qui n’a de sens qu’en tant que distribution en n et p. Avec ce point
de vue, on peut résumer notre analyse ainsi: dans la limite “avec parametre de
régularisation” L — oo suivie de a — 0, "amortissement o gomme les traces
de I’échantillonnage discret, et on montre effectivement la limite,

a—0 L—oo

+oo
lim lim S(L,«) /213/ exp(i[n® — p?|s)p(n,p)ds dndp .  (1.10)
R

Dans la limite “sans régularisation” a — 0 suivie de L — oo a l'inverse,
I’échantillonage discret “domine”. En particulier, seules les résonnances n? = p?
laissent une trace a la limite dans (1.9) (ce qui n’est pas le cas dans (1.10)). De
plus, le terme S(L, ) doit étre renormalisé dans ce cas. Plus précisément, on

montre la convergence,

1
Jim lim 55 S(L, o) / ¢(n, p)du(n, p) , (1.11)



pour une certaine mesure du explicite qui ne charge que les points n? = p?,
et dont la valeur exacte dépend de la répartition précise des points entiers n
et p tels que n? = p?: dans les notations utilisées dans section 3 ci-dessous, la
valeur exacte de la mesure du, comme la renormalisation par L”~2 dans (1.11)
proviennent directement des formules purement arithmétiques (3.8) et (3.9) ci-
dessous, et la mesure du dépend méme tres fortement du comportement de la
série singuliere & définie dans (3.10).

Nous terminons cette longue introduction par des références bibliographiques
plus completes.

La convergence de modeles de type Von-Neumann linéaire i0;p = [—A +
AV, p] vers des modeles de type Boltzmann Quantique a été introduite de
maniere formelle dans [Pa], puis dans [KL]|, [Ku], [VH1,2,3] (voir aussi [Ja]).
Plus tard, la convergence rigoureuse de ces modeles a été rigoureusement démontrée,
entre autres, dans [Spl] (voir aussi [Sp2,3]), [La], [HLW], [EY] lorsque le poten-
tiel perturbateur V est aléatoire, et I’on dispose dans ce cadre de résultats en
espérance. En particulier, dans la célebre “limite de Van-Hove” (ou: Weak-
coupling limit) ic20;p = [-A + €V, p] (¢ — 0), les auteurs cités ci-dessus
montrent la convergence de modeles réversibles et non-Markoviens vers des
équations de type Boltzmann irréversibles et Markoviennes, et I’équation de
Boltzmann limite n’est pas nécessairement homogene. Citons également [KPR)
pour des résultats reliés. Sur le plan technique, la “prise d’espérance” dans ces
travaux fournit la convergence souhaitée vers 0 des “corrélations”, de maniere
analogue a 'effet de 'amortissement exponentiel introduit dans (1.8).

Nous souhaitons également citer [Nil,2] pour des résultats décrivant la con-
vergence de certains modeles de Von-Neumann vers des équations de type Boltz-
mann réversibles, dans une limite semi-classique.

Au vu de ces résultats, il est naturel de s’intéresser comme nous le faisons
ici & une situation ou le potentiel V' est déterministe et périodique. Dans un
précédent article, notons que l'auteur [Cal] montre un résultat négatif de con-
vergence dans ce cadre : si la taille de la période L est fixée égale & un, I’équation
(réversible) de Von-Neumann icdyp = [-A + €V, p] converge vers une équation
de type Boltzmann linéaire qui n’est pas I’équation prévue par la physique (1.6),
car elle demeure réversible et non-Markovienne.

Nous passons maintenant a une description plus précise des deux résultats
mentionnés dans cette introduction.

2  Un résultat de convergence [Ca2], [Ca3]
Dans le travail [Ca2], nous passons a la limite L — oo puis a — 0 dans 1’équation

(1.8) avec donnée initiale (1.5). Nous décrivons les principales étapes du raison-
nement.

Premier point: une équation fermée sur p; avant passage a la limite.



A la suite des calculs explicites menés dans [Cal] (voir [Zw] pour un résultat
abstrait dans cette direction), nous montrons pour L et o donnés, que la partie
diagonale py satisfait ’équation de Boltzmann “&4 mémoire” suivante,

Théoréme 2.1 Soient p™%(t,n,p) la solution (unique) du systéme (1.8) avec
donnée initiale (1.5). Alors, pour tout t > 0, la partie diagonale de’a(t,n)
satisfait,

Dupl (t,m) ZW Q1 Py ™) (t,m) , (2.1)
=1

et pour chaque valeur de |l € N, lopérateur de collision linéaire QlL’a est donné
par,

(QEpE)(t,m) = (20L) P! (—2R) Z Z/ DEHtE

;7€ kl

k1) — (n— &1k
xexp(i (n+ e 1) L2(n £l 1)

(ntetki+ - tek)? — (n— &k — - —aky)?

x exp (i -
[ZV(k )] [V(kz)] [ZV(lZl)] {V*(W)] .

Xph(t — 2nL) Pluy +ug + -+ w),n + ks + eoka + -+ erky) -

up —auy) X -0 X (2.2)

u — auy) X

Dans (2.2), les sommes 251 ey Zkl . |, bortent sur les variables,

(61,2, ,e) €{0,1}, aveec: Vij, & =(1-¢j),
(klakQa"'akl)e(ZD)l7 kl#o) kl+k27éoa (23)
<y ki t+ke+ ki #£0,
et les intégrales / portent sur les variables,
UL, ,U
0 <uy < (2rL)Pt,
<ug < Dy —
0_ ug < (2w L)Yt —uy (2.4)
0<wu < 2rL)Pt —ug — - —u_ .
En particulier, pour | = 1, Uopérateur Qf’a vaut,
N B (2rL)Pt n2 — k2
(@ pat.m) =2 a1y [ 3 cos (5w exp(—au) x
w= k#0
~ —k
x| V12 (") [palt — (2nL)~Pu k) — pa(t — (2wL)~Pu,n)] du . (2.5)

L

Remarque importante
On voit sur (2.2) que, avant tout passage a la limite, py satisfait naturellement



une équation de Boltzmann avec mémoire en temps. Apres quelques manipula-
tions élémentaires, toute la difficulté analytique dans cette partie comme dans
la suivante consiste alors a étudier la convergence L. — oo de quantités typiques
de la forme (voir aussi 'introduction),

2

LPt _
o5 L [ et " exp(— as)olt = 5. 7,

(n,p)ezP

s, (2.6)

h\ﬁ
s

pour des fonctions test régulieres ¢. Pour cette partie, on peut essentiellement
résumer la démarche proposée de la maniere suivante: lorsque o > 0, la con-
vergence L — oo dans (2.6) est simplement liée a la convergence des sommes
de Riemann vers leurs intégrales associées, et on obtient le terme,

+o00
/(n p)ERD/O exp(1 [n -p ] ) exp(—as)o(t,n, p)dsdndp , (2.7)

la seule difficulté étant d’obtenir suffisamment d’estimées apriori sur pg’a et
surtout ses dérivées en temps pour justifier le passage a la limite, et en parti-
culier obtenir effectivement la localisation souhaitée du terme t — s/L” vers t¢.
Ensuite, lorsque @ — 0, on a la convergence vers,

+oo
/(n p)eRD/o exp(i [n -p ] )o(t,n, p)dsdndp , (2.8)

I'intégrale 0+°° exp(i[n? — p?]s)ds ayant un sens en tant qu’intégrale oscillante.
Il se trouve que les termes de collision @); pour les grandes valeurs de [ donnent
lieu & des produits de [ telles intégrales oscillantes, et la véritable difficulté (voir
le Lemme 2.1 ci-dessous) se réduit a controler la taille de la singularité ainsi
créée en fonction de . C’est le sens de I'estimation (2.16) ci-dessous. Ce résumé
rapide est rendu plus précis dans les points qui suivent.

Deuxieme point: Limite en L et perte de mémoire. Dans la limite
L — o0, I'équation de type Boltzmann & mémoire (2.1)-(2.2) converge vers une
équation sans mémoire (ou: Markovienne), comme le décrit le théoréme suivant,

Théoreme 2.2 Soit de’a(t,n) la solution de (2.1)-(2.2). On définit la distri-
bution fL%, indexée par L et a,

fE(t,n) := Zpdtk: n—ﬁ) (2.9)

kezD

Supposons de plus A suffisamment petit, indépendamment de L et a. Alors,
lorsque L — 00, la distribution fL’a(t,n) converge pour une topologie de type
CO(Ry, Sl — wx) (S désigne la classe de Schwartz) vers f(t,n) solution de,

0o m) = S A QP (hm) . (= 0,m) = (2m)Ppl(n) . (210)

=1



ot les opérateurs de collision Qf' sont donnés par,

@ = PR [ e

(—1)FH*+eexp (i [(n+€1k1) —( - Elkl) Jur — aul) X e X

2.11
XeXp( [(n—|—€1k1 + - —|—€lkl) — (n—élkl — ---élkl)Q]ul —aul) X ( )
[zV(kl)] [zV(kl)][zV*(kl + -+ k)]
xfe(t,n+eky +--- +ekg) .
Ici, les variables 1, -+ , g sont comme dans (2.3), et les variables ky, ---,

k; parcourent RP tout entier. Egalement, le premier opérateur de collision QY
dans (2.11) vaut,

(QYF*)(t,n) = 2\ / e cos (I — Ku)  (2.12)
keRD Ju=

V=10 /76 K) 1] g

Troisieme point: limite en o et obtention de 1’équation de Boltz-
mann Quantique. Dans la limite & — 0, nous obtenons la convergence vers
I’équation de Boltzmann souhaitée, comme le décrit le Théoreme suivant,

Théoréme 2.3 (Limite o — 0).

Soit f*(t,n) la solution de (2.10)-(2.11). Supposons \ suffisamment petit,
indépendamment de «. Alors, lorsque o tend vers 0, f*(t,n) converge pour
une topologie de type C°(Ry,S! — wx) vers f(t,n) solution de l’équation de
Boltzmann Quantique suivante,

Oif(t,n) = ZM“ (Quf) (), f(t=0,n)=2m) P pg(n),  (213)

=1

ot les opérateurs de collision Q) sont donnés par,

(Quf)(t,n) = (2m)~P! (—2R) Z /k /u - .E?_l)gl+---+glx

x exp (i[(n + g1k )? (n—€1k1) ]ul) X - (2.14)
X exp ( [(n + 81k1 + - +A5lkl)2 — (n — Slkl — . 5lkl)2]ul) X
X [iV (Ier)] -+ [V (k)] x [iV* (kg + -+ + L] x
Xf(t,ll—f—fflkl + .- +Elkl) .
Par ailleurs, les variables €1, --- , €1, et k1, ---, k; sont comme dans le

Théoréme 2.1. Bien sir, le premier opérateur de collision dans (2.14) est
donné par,

(@u)(tm) =2mx [ 3(n? =1) [V (0 = WP/t K) = f(t. )

de sorte que la régle d’or de Fermi (1.7) est satisfaite.



Remarque

On montre dans [Ca3] que 'équation (2.13)-(2.14) peut se mettre sous la forme
(1.6), avec une section efficace o donnée par la série de Born. Ce fait est loin
d’étre évident sous la forme donnée dans (2.14), voir [Ca3].

Quatrieme point. Le Lemme clé de notre travail, qui permet en particulier
de donner un sens aux intégrales oscillantes dans (2.14), est donné par le,

Lemme 2.1 (Intégrales oscillantes avec phases quadratiques).

Soit ¢ € S(RP). Alors, pour tout choiz de e1,--- ,&; comme dans le Théoréme
2.1, les intégrales oscillantes suivantes sont bien définies,
Li(¥) =
+00 +o00 9 9
exp (¢ [(n+e1k)) —(n—é&1k uy) X
/ul—O Al_o /(n,k1,-~~,kl)ERD<l+l> p ( [( 1 1) ( 1 1) ] 1)
X -+ X exp (Z [(n + ek + -+ e’;‘lkl)Q — (n — &k —-— Elkl)z]ul) X

Vik) V) V*(ky+ -+ k)bn+erks + -+ k) .

De plus, ces intégrales convergent absolument dans les variables uy, --- , u, et
l’on a la borne géométrique,

L) < CO VI bann [ llwperoe (2.16)

pour une constante universelle Cy.

Remarque
La borne (2.16) est cruciale a deux égards. D’abord, on observe que le terme de
droite nécessite un nombre fixe (indépendant de 1) de dérivées de V et 1), alors
méme que la singularité créée par les intégrales oscillantes semble croitre avec [.
De plus, la borne (2.16) est géométrique en [. Ces deux points sont importants
dans la mesure ou ’estimée naturelle du terme de gauche serait plutot du type
<clt

Nous ajoutons également ’observation suivante. Quitte a faire quelques
changement de variables élémentaires, on peut voir ce Lemme comme la définition
de la distribution,

(n? — k3 4+i0)"'(n? — k3 +i0)"' - (n® —k} +i0)"! . (2.17)

La définition d’une telle distribution n’est pas une conséquence des Théoremes
généraux sur la composition et le produit des distributions de fronts d’onde
donnés parce que la singularité a 'origine n = ky = --- = k; = 0 est trop forte.
Le Lemme ci-dessus, qui permet de définir quand méme (2.17), exploite bien
sur de maniere cruciale le caractere explicitement quadratique des phases. A
cet égard, il est important de noter la seule présence du terme +i0 dans (2.17):
le Lemme est faux ci un de ces termes est remplacé par —i0.
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3 Un résultat de non-convergence [CP1], [CP2] - en
collaboration avec A. Plagne (LIX - Ecole Poly-
technique)

Comme annoncé dans l'introduction, on s’intéresse maintenant a I’étude directe

de la limite L — oo dans (1.4), sans faire usage de la régularisation par «.

Comme on l'indique, la limite . — oo est quantitativement et qualitativement
tres différente de (2.13)-(2.14).

Premier point: Le régime précis. Dans cette section, nous étudions en fait
un régime un peu différent du régime faible densité décrit dans I'introduction
et étudié dans la précédente section. En effet, nous posons,

T=TL %, A=)\T. (3.1)
Avec ces notations, (1.4) devient,

Op(t,n,p) = —iT[n* — p*lp(t,n,p)— (3.2)
A ~n—k
=) > AV( 7
k

et la donnée initiale est inchangée. Le régime faible densité correspond dans
ces variables & T ~ LP~2. On s’intéresse ici au cas plus général o,

T

0 Temr

ol kop) — VL)l m )}

T -0, L— (3.3)
avec la convention que € > 0 est arbitrairement petit et peut étre pris égal a
zéro en dimension D > 5. De plus, on se place dans un régime o,

A~1. (3.4)

Nous commentons ici la significationde ce régime. Tout d’abord, la condition
(3.3) inclut a I’évidence le régime faible densité lorsque D > 3, ce que nous sup-
posons toujours. La condition exacte 7 /L In L — oo est technique et provient
(entre autres) du fait que Zle 1/j ~In L. D’autre part, la condition (3.4) est
une condition du type “couplage faible”, elle signifie dans les variables de départ
que A ~ 1/(TL~?%), ce qui entraine, au vu de (3.3), que A — 0 au moins comme
1/LfIn L. Ce comportement est naturel dans le présent contexte, bien qu’il ne
coincide pas avec ce que I’on nomme “régime faible densité” ou A peut étre fixé
d’ordre 1. Finalement, la condition (3.3) donne dans les variables originales,

T>>172.

Pour cette raison, le régime (3.3) correspond & un cas ou ’échelle de temps T
croit plus vite que L2, de sorte que les exponentielles complexes exp(iT'[n? —
p?]/L?) = exp(iT [n? — p?]) (n, p € Z%) qui interviennent de maniére récurrente
amplifient les résonnances n? = p?. En d’autres termes, ce régime amplifie
leffet de “discrétisation” du spectre du Laplacien contenu dans le parametre
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de troncature L. A cet égard, le présent travail répond a une question posée
dans [Co|] dans un cadre physique, et montre que la discrétisation induit des
effets qualitatifs et quantitatifs tout a fait non-négligeables.

Deuxiéme point: les résultats.
Nos résultats sont les suivants ([CP2]),

Théoréme 3.1 (i)- Soit p(t,n,p) la solution de (3.2) avec donnée initiale
(1.5). On définit (dans la représentation dite “d’interaction”) la distribution

PI (ta n, p) par,

prtmp)i= Y exp(iTn® ~p*)p(t.np)(n— 2)o(p— ). (35)
(n,p)€Z24

On se place dans le régime (3.3), (3.4). On suppose aussi que la dimension de
travail satisfait,

D>5. (3.6)

Alors, la distribution pr(t,n, p) est analytique en A, et chaque terme du développement
en série en A converge faiblement vers une distribution concentrée sur la spheére
d’énergie {n? = p?} que l'on peut explicitement calculer. La série limite en A

ainsi obtenue définit une distribution p?°(t,n,p) qui est analytique en A. De

plus, Uévolution en temps de p7°(t,n,p) est réversible, dans le sens ou elle est
tmwvariante par le changement t — —t, i — —i.

Remarques

1- Par souci d’exactitude, le Théoreme 3.1 est écrit pour des dimensions D > 5.
Le cas des dimensions 3 et 4 est en cours. Egalement, nous ne donnons pas
I’expression explicite de p7°, qui ne présente pas d’intérét particulier.

2- Un énoncé analoge a celui du Théoreme 3.1 a lieu pour la partie diagonale
pa(t,n) = p(t,n,n).

3- Nous souhaitons souligner ici que la convergence mentionnée dans le Théoreme
3.1 est relativement faible, dans la mesure oli ce n’est qu'une convergence terme
par terme de certaines séries en A. Nous ne sommes pas en mesure de dégager
I'uniformité nécessaire pour passer a un résultat de convergence des séries elles-
meémes.

Comme nous en esquissons la preuve dans le troisieme point ci-dessous, Le
Théoreme 3.1 est une conséquence du Théoreme suivant,

Théoréme 3.2 (i)- Soit p(n, ki, - ,ky) une fonction test réguliére et décroissante
définie sur RNTVD o4 D > 5. On définit la “somme de Riemann avec con-
trainte quadratique”,

1
Iy = DI N(D-2) > ¢(Z7fa“' ’T) : (3.7)

2_1.2 ... 1.2
n?=kj= —kN

Alors, lorsque L — oo, Iy converge vers une limite explicitement calculable,
dont nous ne donnons pas l’expression ici.
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(ii)- Le point (i) est une conséquence du Théoréme suivant, démontré dans
[CP1]: pour tout domaine Q C SP=1. mesurable par rapport ¢ la mesure de
surface euclidienne do, et pour toute dimension D > 5, 'asymptotique suivante
a lieu,

#{n € ZP tels que n®> = L?, et n/L € Q} do(Q) (3.8)
#{n € ZP tels que n?> = L?} Lmoo igD=1] ’
ot, comme il est connu,
r'(1/2)P
#{neczZP tels que n*=L*} ~1 .o L/2)” S(L?) LP2, (3.9)

'(D/2)
et G(L?) est la “série singuliére”, définie comme,

al?

1 a D _
)) exp(-2ir= ) . (3.10)

q am?
1) =35 > (X ewin
qzlq a=1 m=1
aNg=1

Remarques

1- Il est bien connu que la série - --- (3.10) qui définit S(L?) a un terme
général borné par 1/ q%_l. C’est la raison pour laquelle la contrainte D >
5 apparait naturellement. Néanmoins, le point (ii) admet une reformulation
simple dans les cas D = 3 ou 4 [CP1] et I'extension du point (i) & ces dimensions
est en cours.

2- Le résultat (3.9) est bien connu et donne la répartition radiale des carrés
de vecteurs entiers. Le résultat (3.8) est plus délicat et fournit également la
répartition angulaire des vecteurs entiers de norme donnée.

Troisieme point: méthode de preuve

Comme mentionné dans la section précédente, et au vu du Théoréme 2.1 qui se
récrit aisément lorsque ae = 0 et dans le régime (3.3)-(3.4), on est naturellement
amené a étudier la convergence de termes dont la forme typique est, disons,

1
LD+ Z /SOGXPZTTL —p’]s)® (L L)ds (3.11)

72D

pour une fonction test <I>(n, p) réguliere et a support compact. Le point impor-
tant est que cette “somme de Riemann” est a priori incorrectement normalisée
en L (le préfacteur attendu est 1/L*P au lieu de 1/LP+(P=2)) Néanmoins,
nous prouvons ci-dessous la convergence du terme (3.11), montrant ainsi que la
normalisation 1/LP*(P=2) est la bonne.

Au vu de (3.11), il est naturel de distinguer la contribution non-résonnante,
pour laquelle n? # p?, et la contribution résonnante pour laquelle n? = p2.

Le terme non-résonnant
On montre la borne,

LfInL
I:= THTD3) Z/ exp(iT[n? — p?s)® (—— d5’<C’ - ,(3.12)
L i L’ T
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pour une constante C' qui dépend de ® et de ¢, et € > 0 est arbitraire et peut
étre pris égal a zéro en dimension D > 5. En effet, en décomposant la somme
>_n2p2 Suivant les valeurs de w := n? — p? € Z*, on obtient facilement,

I= LD+ Z ‘/ exp szs) Z (I)(Z —)ds‘,

wezx 7S —p2=w

et donc, apres calcul explicite de I'intégrale,

1 np
IS rioe D L 2 1)

wEZ* —p2=w

Maintenant, on utilise que ® a un support compact, de sorte que la somme
ci-dessus est restreinte a (disons) |w|, n? < L2. On obtient,

1 1
ISTLDJr(D—z) Z m

1<|w|<L?

#{(n,p) € 2% t.q. n? < L? p* =n? —w}.(3.13)

On utilise alors le résultat fondamental,
#{p* =n® —w} <c(n? - w)%_HE , (3.14)

pour tout € > 0, et pour toute dimension D > 3, et ’on peut prendre ¢ = 0 en
dimension D > 5. D’oli, au vu de |w|, n? < L2, on obtient,

#{p* =n® —w} < CLP=

la puissance L”~2 étant la raison pour la normalisation en L utilisée dans (3.11).
Ceci donne,

C 1
I<— - E: — x LP x [ P2te
— D+(D—-2
T L0 S 1l
€
<okl s

t (3.12) est démontrée. Notons que le facteur InL dans (3.12) est relié a
la divergence logarithmique de la série harmonique. Notons aussi que nous
utilisons fortement le fait que la différence n? — p? appartient & Z*, de sorte que
nous n’avons pas de probleme de “petits diviseurs” (|w| est > 1 dés que w # 0).

Le terme résonnant
On a donc montré que la contribution non-résonnante du terme typique (3.11)
tend vers 0. 1l reste a étudier le terme résonnant, qui est défini comme,

I = LD+ Z ‘I’ (3.15)
n2=p?

Ce type de somme avec contrainte quadratique est précisément pris en compte
dans le Théoreme 3.2. Le calcul “modele” présenté ici justifie ainsi, dans un cas
particulier, le fait que le Théoreme 3.1 est conséquence du Théoreme 3.2: dans
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le cas général en effet, on est amené a manipuler des sommes du type (3.11)

avec un grand nombre de variables n, k1, - - - , kn, et d’exponentielles complexes
fortement oscillantes, et ’approche présentée ci-dessus permet de montrer que
seule la contribution résonnante n? = k? = ... = k%, importe & la limite. Le

théoreme 3.2 permet alors de conclure.

Terminons ce paragraphe en mentionnant au passage que, en dimension
D > 5, il est trés aisé de montrer que le terme (3.15) est borné, en utilisant la
borne bien connue,

Le calcul de la limite du terme (3.15) est méme possible lorsque ¢ ne dépend
que de n?/L? et p?/L? en utilisant uniquement 1’asymptotique (3.16). Lorsque
® dépend aussi des variables angulaires n/|n| et p/|p|, le calcul est plus délicat
et nécessite vraiment 'usage de I'information plus précise (3.8).
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