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1 Introduction

Ce mémoire aborde deux themes reliés. D’une part, nous analysons le comportement a
haute fréquence de certaines équations aux dérivées partielles linéaires, de type Schrédinger,
telles qu’on en rencontre couramment dans la modélisation des semi-conducteurs, ou dans
la description de la propagation d’ondes. Classiquement, nous adoptons pour cela un
point de vue cinétique, tourné pour partie vers la notion de transformée de Wigner : une
telle approche permet de décrire précisément les phénomenes oscillatoires pris en compte
par ces équations. Nous obtenons a la limite des modeles asymptotiques qui décrivent
la propagation de I’énergie ou d’autres quantités du méme type. Nous justifions ainsi
mathématiquement certaines équations proposées par la physique dans ce cadre. Notre
deuxieme theme emprunte & des questions de physique statistique. Il s’agit de dériver
rigoureusement des modeles décrivant des dynamiques irréversibles en temps, partant
d’équations associées a des dynamiques réversibles. De trés nombreux travaux abordent
ce theme d’un point de vue probabiliste, et nous avons a contrario souhaité adopter ici un
point de vue déterministe.

Le travail présenté dans ce mémoire est regroupé en trois parties indépendantes que
nous détaillons plus bas. Dans un appendice (section 5), nous fournissons aussi un résumé
de travaux effectués dans la these. Si le présent mémoire adopte un point de vue cinétique
dans le but de dériver certains modeles asymptotiques (linéaires), ’appendice traite en re-
vanche, toujours d’un point de vue cinétique, des questions de régularité dans des équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Dans la premiere partie (section 2), qui regroupe les références [7] ! & [13], on s’intéresse
a la convergence de I’équation de Von Neumann (linéaire) vers I’équation de Boltzmann.

Situons d’abord le probléeme physique. On consideére la dynamique quantique d’un
électron, ou d’un faisceau d’électrons, dans un champ d’obstacles. On se place dans un
régime ou l'interaction avec les obstacles est “faible”, et I'on veut quantifier 'effet en
temps “long” de celle-ci. Ce type de situation intervient naturellement dans I’analyse du
transport de charges dans les semi-conducteurs, ol les électrons sont amenés a traverser
des cristaux contenant des impuretés, présentes en faible quantité ([MRS], [Fi]). Une
telle situation est a priori modélisée par I’équation de Schrodinger avec potentiel, ou le
potentiel rend compte de l'interaction avec le champ d’obstacles, ou bien par une légere
généralisation de cette équation, connue sous le nom d’équation de Von Neumann, qui
est valable lorsque 1'on considere non pas la dynamique d’un seul électron mais plutot
celle d’'un mélange statistique d’électrons. Dans le régime en temps long et potentiel petit
considéré, la résolution de I’équation de Schrodinger, ou de I’équation de Von Neumann, est
contraignante, et il est courant de la remplacer par un modele asymptotique ([MRS], [Fi],
[CKk]). La physique affirme en effet (citons entre autres [Pa], [VH1,2,3], [Pr], [Kr], [VkK],
[Mei], [Ja]) que dans ce cas, la dynamique limite suivie par I’électron est correctement
décrite par une équation linéaire de type Boltzmann.

Le point de départ de notre travail, et de nombreux autres travaux, consiste a tenter de
justifier mathématiquement ['utilisation de tels modeéles asymptotiques : si le parametre

ci et dans la suite du texte, les travaux auxquels j’ai participé, seul ou en collaboration, sont référencés
par des chiffres, et les autres articles par des lettres reprenant - plus ou moins - les initiales des auteurs
concernés.
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générique € > 0 mesure la taille de I'interaction et 1’échelle de temps considérés, il s’agit
de montrer que ’équation de Schrédinger (ou de Von Neumann) convenablement mise a
I’échelle en fonction de €, converge, lorsque € tend vers 0, vers une équation de Boltzmann.

Avant de décrire notre contribution, nous souhaitons mentionner trois aspects par-
ticuliers liés & ce passage a la limite, qui motivent notre approche : 1) de nombreux
travaux ([Spl], [EY1,2], [La], [HLW], et plus récemment [PV]) ont adopté une approche
probabiliste pour justifier cette asymptotique. Ils établissent des résultats “en espérance”
: on montre par exemple que, pour presque toute répartition d’obstacles, la dynamique
de I’électron est en effet asymptotiquement décrite par une équation de Boltzmann. Une
telle convergence ne peut d’ailleurs en aucun cas avoir lieu pour toutes les répartitions
d’obstacles, car ’équation de Boltzmann est irréversible en temps, alors que ’équation
de Schrodinger est réversible. 2) I’équation de Boltzmann que 1’on cherche & exhiber par
passage a la limite fait intervenir un coefficient appelé “section efficace”, et le probleme du
calcul effectif de ce coefficient est crucial. Nous renvoyons par exemple a [Nil,2] pour des
calculs de ce type. 3) 'approche physique traditionnelle du probleme, telle qu’on la trouve
par exemple dans [CTDL], [CTDRG], [Boh], [Ck], commence par considérer 1’évolution
quantique d’un électron dans une boite de taille fize, disons L. Dans ce cas ’électron
possede un nombre discret de niveaux d’énergie. Une analyse spectrale simple permet
alors, pour L fixé, de transformer ’équation de Schrodinger en un systeme discret portant
sur les niveaux d’énergie. Sur le systeme ainsi obtenu, on fait ensuite tendre simultanément
le parametre générique e vers 0, et la taille de la boite vers 'infini. Formellement, ceci
permet d’une part de forcer la convergence de ’équation de Schrodinger vers I’équation de
Boltzmann, et d’autre part d’obtenir a la limite un continuum de niveaux d’énergie, ce qui
est crucial car ’équation de Boltzmann formellement attendue n’a véritablement de sens
que dans ce dernier cas. Cette double limite n’est pas sans poser de sérieuses difficultés
mathématiques et physiques, comme souligné par M. Combescot dans [Co.

Au regard des trois points ci-dessus, la motivation de notre travail est triple : d’abord
nous souhaitons nous cantonner a une approche déterministe, dans ’esprit des travaux
de F. Golse et al. ([BGW], [BGC], [BG]) pour la mécanique classique. Ensuite, nous
voulons clarifier la dichotomie entre spectre discret et spectre continu dans ce cadre,
et en particulier clarifier la limite simultanée ¢ — 0, L — oo, citée plus haut. Enfin,
nous désirons montrer que la section efficace mathématiquement obtenue par passage a
la limite coincide avec la valeur prédite par la physique. Pour toutes ces raisons, nous
avons systématiquement étudié des passages a la limite sur le cas modele de ’équation
de Von Neumann périodique, c’est-a-dire posée sur le domaine [—L, L]% avec conditions
aux limites périodiques. Nous souhaitons néanmoins souligner que tous nos travaux
s’adaptent aisément au cas, plus physique, de conditions de type Dirichlet, c’est-a-dire
lorsque ’électron se déplace dans une boite [—L, L]d et rebondit aux bords (voir remarque
2.1 plus bas). Nous établissons les trois résultats suivants :

1) dans [7], on maintient L fixé (L = 1), et l'on fait tendre le parameétre générique
vers zéro. On montre que I’équation limite n’est pas ’équation de Boltzmann formellement
attendue, et qu’elle est de plus réversible en temps. Le systeéme avec spectre purement
discret ne peut donc étre décrit par une équation de type Boltzmann.

2) dans [11], [12], on fait simultanément tendre L vers U'infini et € vers zéro, comme
dans l'approche physique conventionnelle. Les parametres € et L sont alors nécessairement
liés par une relation simple. Le systeme a alors naturellement tendance a développer de
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fortes oscillations, liées au fait que I'on travaille sur le tore. Nous quantifions précisément
ces dernieres en termes de théorie des nombres, et I’on montre qu’elles donnent lieu a
une dynamique limite encore une fois réversible en temps. L’apparition de considérations
arithmétiques est tres naturelle dans le présent contexte périodique, et nous renvoyons par
exemple & [BGW] pour une utilisation analogue de théorie des nombres dans un cadre de
physique statistique, ou encore aux travaux de J. Bourgain [Bol,2] dans un cadre différent.

3) les points 1) et 2) ci-dessus montrent que I'on ne peut pas passer directement a la
limite dans le systéme périodique et obtenir une équation de Boltzmann. Dans [8], [9], [10],
on introduit alors dans ’équation de Von Neumann originale un parametre supplémentaire
d’amortissement, noté a > 0 : il rend phénoménologiquement compte de I'interaction du
systeme { électron + obstacle } avec des photons. Une telle modification du modele est
naturelle du point de vue de la physique, voir [Hu] pour une discussion de ce point, ou
encore, pour des modeles semblables de type “électron couplé & un réservoir extérieur”,
[Dii], [14]. Sur un plan technique, ce parameétre introduit un terme d’amortissement dans
I’équation de Von Neumann originale et rend donc I’équation modifiée d’emblée irréversible
en temps. L’amortissement permet enfin de “lisser” les fortes oscillations vues au point
2) ci-dessus, et I’analyse mathématique est ici completement différente : on montre, grace
a la théorie des intégrales oscillantes, que, si l'on fait d’abord tendre € vers zéro et L vers
l'infini (¢ et L sont alors liés par une relation simple), puis, dans un deuxiéme temps,
tendre le parametre « vers zéro (ces deux limites ne commutent pas en veru du point
2) ci-dessus), on obtient en effet ’équation de Boltzmann prévue par la physique. On
montre aussi que la section efficace obtenue coincide avec la section efficace physiquement
pertinente.

Dans la deuxiéme partie (section 3), qui reprend D'article [14], on s’intéresse a la con-
vergence de certaines équations de Von Neumann linéaires, qui interviennent par exemple
dans le cadre de I'interaction lumiére-matiere, vers des équations diffusives de type Fokker-
Planck.

Situons le probleme physique. On considére la dynamique quantique d’un électron
couplé a un grand nombre N de photons (modes d’oscillation du rayonnement électromagnétique)
ou de phonons (modes d’oscillation des réseaux cristallins). On se place d’emblée dans la
limite ou N tend vers l'infini, qui est naturelle dans ce cadre. L’évolution de 1I’électron,
ou de la particule test, est alors décrite par une équation de Von Neumann réversible en
temps, et l'interaction avec le champ de photons/phonons a ce stade est prise en compte
par un terme de couplage de forme compliquée. A partir de cette situation modele, de tres
nombreux travaux physiques s’intéressent au comportement asymptotique de 1’électron
dans une variété de régimes, de type “couplage petit”. Nous renvoyons tout d’abord aux
travaux de Feynman, Hibbs, et Vernon [FH|, [FV], et plus récemment & [CL1,2], [CT-
DRG], [De], [Dil,2], [Hal, [HR], [UZ]. Toutes ces approches ont la particularité commune
de conduire, au moins formellement, a une dynamique limite irréversible en temps, décrite
par des équations de type Fokker-Planck : a la limite, 'interaction avec le champ de pho-
tons/phonons induit un phénomene de diffusion de I’électron dans sa variable de vitesse.
L’usage de modeles de type Fokker-Planck en lieu et place de I’équation de Von Neumann
est courant dans I’étude de l'interaction lumiere-matiere, voir par exemple [CTDRG].

Dans ce mémoire ([14]), nous justifions mathématiquement de tels passages a la lim-
ite pour un modele particulier introduit dans [CL1]. L’approche présentée dans [CL1]



1 - INTRODUCTION 5

est assez représentative des autres dérivations formelles que 'on peut trouver dans la
littérature physique, ainsi que des études mathématiques sur ce type de sujets (citons
[SDLL], [CLL], [JP], [Ar]) : elle part en effet d’une situation simplifiée, décrite par un
Hamiltonien “quadratique”, donc “intégrable” - ces termes sont précisés plus bas - pour
le systeme électron/photon, ou électron/phonon, de départ. C’est cette hypothese qui,
dans tous les travaux cités ainsi que dans [14], permet de traiter de manieére rigoureuse
la limite ou le nombre N de photons/phonons tend vers l'infini. Notre contribution est
double. D’abord, nous clarifions la limite formelle proposée dans [CL1], tant du point de
vue mathématique que du point de vue du régime asymptotique correct. En particulier,
nous remplagons 'usage systématique d’intégrales de Feynman fait dans [CL1] (un objet
qui n’a pas de définition mathématique rigoureuse), par un point de vue cinétique, via la
transformée de Wigner [Wi]. Nous mettons aussi en évidence que le mécanisme a ’origine
du terme de diffusion dans la limite introduite par [CL1] repose sur une série d’hypotheses
restrictives, tant du point de vue de la modélisation, que du point de vue mathématique.
C’est la raison pour laquelle, dans un deuxieme temps, nous proposons d’autres asymp-
totiques plus générales qui, par un mécanisme intrinseque de résonance entre certaines
d’oscillations (voir [CTDRG]), fournissent également des modeles diffusifs & la limite.

Dans la troisieme partie (section 4), qui reprend les articles [15] et [16], on s’intéresse
a certaines limites haute-fréquence dans 1’équation d’Helmholtz (linéaire).

L’équation d’Helmholtz modélise, de maniere simplifiée, la propagation d’ondes dans
un milieu possédant un certain indice de réfraction, a priori variable. On considére un
régime haute-fréquence, c’est-a-dire que la longueur d’onde typique est mesurée par un pe-
tit parametre € > 0. Alternativement, les ondes se propagent en “oscillant” & la fréquence
1/e. Par ailleurs, dans notre modele, on place une source de rayonnement qui présente
elle-méme des ”oscillations” a la fréquence 1/¢. En particulier, et ¢’est un point important,
on suppose que cette premiere est tres localisée dans certaines régions de I’espace comme,
par exemple, une boule de rayon € (source quasi-ponctuelle), ou bien un petit voisinage
de taille ¢ d’une surface I' donnée. On peut penser & une antenne émettrice de faible
étendue € autour d’un point, ou autour de I'. L’équation d’Helmholtz considérée permet
de calculer, en tout point de I’espace, ’onde induite par le terme d’émission. La résolution
directe de cette premiere est délicate. En particulier, une approche numérique nécessite a
priori 'usage de maillages de taille typique e, donc des temps de calcul de I'ordre de 1/¢%
(d est la dimension d’espace), ce qui est rédhibitoire pour les petites valeurs de . C’est
pourquoi on cherche d’emblée un modele asymptotique. La spécificité de la source con-
sidérée fait que les méthodes de type “optique géométrique” (voir [Ral, voir aussi [Be], [BS]
pour un point de vue numérique) sont inopérantes ici. Pour cette raison, on adopte, dans
Pesprit des travaux [LP], [Tal], [Ge], [GMMP], une approche par transformée de Wigner
[Wi]. L’optique géométrique vise, pour des phénomenes présentant de fortes oscillations
comme ici, a calculer, en tout point, la “phase” et I’ 7amplitude” naturellement associées,
tandis que la transformée de Wigner n’en calcule que des valeurs “moyennes”.

Une telle approche est tres classique dans ’analyse de ’équation de Schrodinger, et a
cet égard, la spécificité de notre travail est double : d’abord, on traite ici de I’équation
de Helmholtz, qui est une version indépendante du temps de I’équation de Schrodinger
; ceci entralne que 'on n’a pas naturellement d’équation fermée permettant de calculer,
a la limite, I'inconnue du probléme, contrairement au cas de I’équation de Schrodinger.
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Egalement, le traitement du terme source dans I’équation de Hemlholtz nécessite un travail
particulier. Nous montrons ainsi qu’asymptotiquement, et dans certains régimes, la prop-
agation des oscillations est décrite par une équation de transport (ce qui est classique), et
qui présente (c’est la 'originalité du travail) un terme source qui est la trace, a la limite,
du terme d’émission dans le modele de départ. Nous exhibons aussi d’autres situations
pour lesquelles le rayonnement ne se propage pas en dehors de I' (les oscillations sont “cap-
turées”). La difficulté mathématique est triple. Premiérement, les solutions de ’équation
d’Helmholtz ne sont pas naturellement bornées dans L? (contrairement aux solutions de
I’équation de Schrodinger). 11 s’agit donc d’obtenir sur celles-ci des bornes de type L? &
poids, dont certaines sont établies dans [PV]. Il s’agit aussi de transférer ces bornes sur
les différentes quantités obtenues par transformation de Wigner. Deuxiemement, 1'unicité
des solutions considérées repose sur la spécification d’une condition dite de radiation a
I'infini, et il s’avere délicat de suivre cette condition le long du processus de passage a la
limite lorsque € — 0. C’est cette condition qui permet d’obtenir une équation fermée a la
limite. Troisiemement, il nous faut analyser I'interaction entre les oscillations de la source
et celles du milieu considéré. Ceci nous améne a des considérations géométriques sur la
nature des oscillations pertinentes.

Dans chacune des sections 2 a 4, nous nous sommes efforcés de donner, séparément,
d’abord une description complete des modeles respectifs, ensuite des énoncés (simplifiés)
des Théoremes que nous obtenons, et enfin une esquisse de preuve pour chaque résultat.
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2 De I’équation de Schrodinger a ’équation de Boltzmann
des semi-conducteurs

2.1 Position générale du probleme physique

Dans ce paragraphe, nous précisons le cadre physique général qui permet de faire le lien
entre I’équation de Schrédinger, ou de Von Neumann, et I’équation de Boltzmann. Nous
introduisons aussi certaines notations utilisées dans la suite.

On considere ici la dynamique quantique d’un électron dans un champ d’obstacles
repérés par leurs positions X; € R? ou j € N est un indice de numérotation. Pour
simplifier on suppose que chaque obstacle crée au point x € R? le potentiel AV (x — X i),
ol V est une fonction fize, a valeurs réelles, et A € R est une constante de couplage.
Ici, V' est choisi suffisamment petit, régulier, et décroissant pour disposer d’une théorie
raisonnable du scattering quantique pour V' ([RS]). Dans ces conditions, I’électron subit
I'influence du potentiel total,

Viot(x) = A> V(x— X;), (2.1)
J
au point x, ou la somme est localement finie. La dynamique quantique de 1’électron est
décrite par I’équation de Schrodinger, ou de Von Neumann, avec potentiel total Viet.

On distingue des lors deux régimes asymptotiques différents, qui apparaissent naturelle-
ment en physique des semi-conducteurs ([MRS]). Ceux-ci correspondent tous deux a une
limite du type “temps long/ potentiel total petit”. Le premier est connu sous le nom de
limite faible couplage (weak coupling limit), ou encore limite de Van-Hove ([VH1,2,3]). On
suppose dans cette situation que la constante de couplage A dans (2.1) est petite, de sorte
que chaque “collision” avec un obstacle a un petit effet d’ordre A? sur la dynamique (c’est
une conséquence de la regle d’or de Fermi (2.5) ci-dessous). On suppose aussi que les
obstacles sont répartis de maniere a trouver en moyenne un obstacle par unité de volume,
et on considere la dynamique de I'électron sur des temps longs d’ordre 1/A%. Dans la
limite lorsque A — 0, qui constitue la limite faible couplage, 1’électron subit donc de tres
nombreuses collisions avec les obstacles (de I'ordre de 1/A\?), mais chaque collision a une
influence petite (d’ordre A?). C’est l'effet cumulé de toutes les collisions qui modifie la
dynamique d’'une quantité d’ordre un. Le second régime est connu sous le nom de régime
faible densité (low-density regime), ou également régime de Boltzmann-Grad (voir [CIP]).
Dans ce cas, les obstacles sont distribués de maniere a trouver en moyenne une petite
quantité € > 0 d’obstacles par unité de volume, et la constante de couplage A est main-
tenue égale a un. On considére la dynamique sur des temps longs d’ordre 1/e. Dans la
limite lorsque ¢ — 0, qui consitue la limite faible densité, I’électron rencontre en moyenne
un nombre fini d’obstacles, mais chaque rencontre a immédiatement un effet d’ordre un
sur la dynamique.

Dans ces deux asymptotiques, la physique prévoit que 1’évolution de 1’électron peut
étre asymptotiquement décrite par une équation de Boltzmann linéaire. Nous renvoyons
a [Pal, [VH1,2,3|, [KL1,2], [Ku], [Pr], [VK], [Zw], ou également [Ck] (voir aussi [Fi] pour
des développements physiques plus récents, voir enfin [KPR] pour une approche plus
mathématique, mais toujours formelle). L’équation mentionnée s’écrit,

ouf(tm) = [ (S K0f(tK) = S n) f(t. )] dk . (2.2)
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dans le cas homogene en espace, auquel nous nous restreindrons dans la suite. Ici, f(¢,n)
représente la probabilité, & I'instant ¢t € R, que 1'électron possede I'impulsion n € R%.
Le second membre de (2.2) posséde la structure usuelle d’'un terme de gain diminué d’un
terme de perte. A linstant ¢, I’électron peut transiter de I'impulsion k a I'impulsion n,

avec la probabilité ¥(n, k), d’ou la contribution /E(n, k) f(t,k) dk dans (2.2) - c’est la
le terme de gain -, mais il peut aussi transiter de I'impulsion n a une autre impulsion k,
avec la probabilité X(k,n), d’ou la contribution —/E(k, n)f(t,n) dk dans (2.2) - c’est

la le terme de perte. La quantité X(n, k) est usuellement appelée section efficace.

Il faut ajouter que la valeur physiquement pertinente de la section efficace ¥ dépend du
régime asymptotique précis considéré dans I’équation de Schrodinger, ou de Von Neumann,
initiale. Dans le régime faible densité, la physique prévoit en effet que la section efficace
) apparaissant dans 1’équation limite (2.2) est donnée par ¥ = X9 (low-density), ot I'on
définit,

y(n, k) = 276(n? — K?)|T(k,n)|* . (2.3)

Ici, T est la “matrice T” usuelle en théorie quantique du scattering ([RS]) attachée au po-
tentiel V, et exprimée en “représentation impulsion” (c’est-a-dire en variables de Fourier).
Elle est définie par,

S(n,k) = 6(n — k) — 2irT(n,k) , (2.4)

ou S est la matrice de scattering associée au potentiel V' (toujours en représentation im-
pulsion). Il est bien connu ([RS]) que |T|? admet un développement en série en puissances
de V', connu sous le nom de série de Born, dont le premier terme est,

IT(n,k)[> = |V(n-k)]>+0(V?), (2.5)

ou V désigne la transformée de Fourier du potentiel V. A contrario, dans le régime faible
couplage, la physique prévoit que la section efficace 3 apparaissant dans 1’équation limite
(2.2) est donnée par ¥ = X% (weak-coupling), ou,

Y% (n, k) = 2r6(n? — k?)|V(n — k)% . (2.6)

Cette égalité est connue sous le nom de “Regle d’or de Fermi”. De telles sections efficaces
sont couramment employées dans la modélisation des semi-conducteurs. Nous soulignons
ici que % coincide avec le terme de plus bas ordre du développement en série de 4.

2.2 Dérivations mathématiques rigoureuses

De nombreux travaux mathématiques ont rigoureusement justifié, par une approche prob-
abiliste, la convergence de I’équation de Schrodinger vers des équations du type (2.2)
dans le régime faible couplage, avec la section efficace ¥V¢ physiquement attendue. Nous
souhaitons citer [Spl], [HLW], [La], [EY1,2] (citons aussi [PV] pour une approche proba-
biliste un peu différente). Tous ces travaux (sauf [PV], ou l'aléa est “dans la variable de
temps”) considerent le cas d’obstacles aléatoirement distribués (X; = X;(w) olt w appar-
tient & un espace de probabilités), et leurs résultats ont lieu en espérance par rapport a
w.
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Nous souhaitons aussi citer [Nil,2] pour une approche déterministe, mais ce travail
(difficile) considere le cas d’un seul obstacle, de sorte que ce n’est pas une équation du
type (2.2) qui est obtenue & la limite.

Nous souhaitons enfin citer [Dii] pour une approche de type “systéme couplé avec un
réservoir” : ici, auteur considére un atome (plus précisément : un systéme quantique
possédant un nombre fini de niveaux d’énergie) couplé avec un gaz de Fermi d’électrons.
Ce dernier est supposé a ’équilibre thermodynamique initialement. Dans la limite faible
densité qui est naturelle dans ce cadre, [Di] montre que la dynamique de l'atome seul
est asymptotiquement décrite par un semi-groupe possédant une partie dispersive de
type Boltzmann. Le terme (linéaire) de Boltzmann exhibé dans [Dii] fait intervenir le
développement en série de Born naturellement attaché a la perturbation considérée.

2.3 Résultats présentés dans ce mémoire

Notre travail vise & étudier mathématiquement des asymptotiques “temps long / poten-
tiel petit” du type de celles évoquées dans le paragraphe 2.1, pour des configurations
particulieres, déterministes, d’obstacles. Nous nous limitons en fait a des configurations
périodiques. Rappelons que nous souhaitons aussi clarifier mathématiquement la question
du passage a la limite L — oo sur la taille de la boite, telle qu’on la rencontre en théorie
conventionnelle du scattering ([Co]), et nous renvoyons a l'introduction sur ce point.

Pour ces raisons, dans toute la suite de la section 2.3, on se donne une échelle de temps
T, et on considére la dynamique quantique d’un électron sur le domaine (tore) [—7 L, WL}d,
de taille L, avec conditions aux limites périodiques. Le lien entre ’échelle de temps T et le
parametre L est précisé plus loin, il dépend des régimes considérés. On se donne également
un potentiel V' a valeurs réelles, qui modélise un obstacle placé a l’origine, et ’'on suppose
dans toute la suite de cette section 2.3 que,

V' est régulier, petit, et supporté pres de l'origine . (2.7)

(voir les articles correspondants pour les hypotheses précises : les conditions de (2.7),
permettent d’obtenir une série de Born (2.5) convergente). On se donne une constante
de couplage A € R, et on part de I’équation de Von Neumann avec potentiel A\V. Apres
transformation de Fourier (celle-ci est indexée par les entiers n € Z¢ car on raisonne sur
le tore), I’équation décrivant ’évolution de 1’électron est,

; 2 2

i p°—n

7ot n,p) = —5—p(t,n,p) (2.8)

A ~ (n—k ~(k—0p
kezd
avec la donnée initiale,
©Onp) = 747" (7 ) Ln=1) (29)

p0.n,p) = 730" | 7 =], :

ol p° est un profil donné, régulier et suffisamment décroissant & I'infini. On reconnait
au second membre de (2.8) la transformée de Fourier du commutateur avec 'opérateur
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—Ax + AV (x), et nous renvoyons a [9] pour les détails de normalisation. Ici, V désigne la
transformée de Fourier usuelle du potentiel V', définie par,

V(n) = /Rd V(%) exp(—in - x)dx <: /[nL,nL]d V(x) exp(—in - x)dx) . (2.10)

et la derniere égalité provient de I’hypothese de support compact sur V. Enfin, la donnée
initiale (2.9) est choisie conformément a ’approche physique traditionnelle ([Ck]), et c’est
une généralisation de I’équilibre thermodynamique a température inverse § pour I’équation
(2.8) sans potentiel, pour lequel p°(n) = exp(—An?).

La quantité p(t,n,p) est connue sous le nom de matrice densité de I’électron (en
représentation impulsion). Nous ne notons pas la dépendance de p par rapport aux
différents parametres d’échelle A, T, et L pour alléger les notations. Les valeurs diag-
onales p(t,n,n) quantifient la probabilité, a I'instant ¢, de trouver 'électron dans 1’état
propre (27L)~%2 exp(—in - x/L) du Laplacien —Ay sur le tore (R/27Z)%. En d’autres
termes, il s’agit la de la probablité que 1’électron posséde 'impulsion n/L. Les valeurs
extra-diagonales p(t,n,p) (n # p) représentent les corrélations entre les différents nombres
d’occupation p(t,n,n) et p(t,p,p).

Dans le cas particulier ou nous nous plagons désormais, la question mathématique, qui
traduit les considérations formelles du paragraphe 2.1 ci-dessus, est la suivante : peut-on
procéder & un passage a la limite du type “potentiel petit/ temps long” dans (2.8), de
maniére a ce que les nombres d’occupation p(t,n,n) satisfassent asymptotiquement une
équation du type (2.2), quitte & poser f ="lim”p(t,n,n) (dans un sens volontairement
vague) 7 Si oui, la section efficace obtenue coincide-t-elle avec la section prévue par la
physique ? Enfin, quel role joue le parametre d’échelle L, et en particulier la limite L — oo,
dans 'obtention d’une équation du type (2.2) 7

Nous décrivons maintenant trois régimes asymptotiques sur 1’équation (2.8) qui appor-
tent des réponses & ces questions. Nous renvoyons a [13] pour une syntheése de tous ces
résultats.

Remarque 2.1 (conditions aux limites). Le cas de conditions aux limites périodiques
considéré ici est pris comme modele, mais il ne décrit pas tout a fait la véritable dynamique
d’un électron dans une répartition périodique d’obstacles (cette derniére situation ressort
de la théorie de Bloch). Néanmoins toute I’analyse présentée ici se transpose aisément
au cas, plus physique, de conditions aux limites de Dirichlet, correspondant a un électron
confiné dans une boite de taille L, et qui rebondit aux bords. Tous les Théorémes énoncés
ici sont en particulier vrais, mutatis mutandis, dans ce dernier contexte.

2.3.1 Limite lorsque T'— o0 et L =1 ([7])

Afin de mettre en évidence les effets liés au spectre discret, on commence par s’intéresser
a asymptotique “temps grand/potentiel petit” dans (2.8) lorsque la taille de la boite est
fixée égale a un.

Dans ce cas, il est bien siur nécessaire de normaliser la constante de couplage A en fonc-
tion de I’échelle de temps T'. La traditionnelle limite faible couplage correspond au choix
A = 1/T"/2. Tl ressort néanmoins d’une analyse simple de (2.8) que la seule normalisation
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pertinente de (2.8) dans ce cas correspond au choix A = 1/T. Ce seul point indique déja
que le cas d’un systeme avec spectre discret sort d’emblée du cadre physique standard
permettant d’atteindre des dynamiques du type Boltzmann.

On obtient le résultat suivant ([7]),

Théoréme 2.1 Soit p(t,n,p) la solution de (2.8) avec donnée initiale (2.9). On se place
dans le régime,

L=1,A=1/T,T— 0. (2.11)
On se place finalement en dimension d > 1. Alors, la limite,
fl(t’n) = hmp(tvna n) ) (212)

existe dans C°(Ry; 11(Z%)), et elle satisfait une équation intégro-différenticlle en temps, de
la forme,

O fi(t,n) = /Ot Z [El(t —s,n, k) fi(s, k) — DLt — s, k, n)fl(s,n)} ds, (2.13)

kezd

avec donnée initiale f1(0,n) = p°(n), pour certaines fonctions L'(s,n, k) et L'(s,n, k)
explicitement calculables. En particulier, I’équation limite (2.13) est réversible en temps.

Remarque 2.2 On voit que ’équation limite (2.13) a bien la structure gain/perte de
I’équation de Boltzmann (2.2), mais présente un phénomene de mémoire en temps : la
dynamique a l'instant ¢ dépend de toute la dynamique passée entre 'instant 0 et 'instant
t, ce qui n’est bien sur pas le cas dans I’équation de Boltzmann (2.2). Qualitativement, la
solution de (2.13) a tendance a osciller sans converger vers aucun équilibre (contrairement
a la solution de (2.2)). Ce comportement qualitatif se rapproche d’un phénomene physique
connu sous le nom d”’oscillations Rabi” (voir [CTDRG]), caractéristique des systemes a
spectre discret.

Esquisse de preuve du Théoréme 2.1
On distingue d’abord partie diagonale et partie extra-diagonale dans (2.8). Ceci nous
amene a écrire pour la partie diagonale (compte-tenu de A = 1/T),

iOup(t,n.n) = 3 V(0 K)p(t,k,n) =V (k= n)p(tn. k)] (2.14)
k#n
et, pour la partie extra-diagonale (n # p),
i0ip(t,n,p) = T(p* — n*)p(t,n,p) + V(n = p)lp(t,p,p) — p(t,n,m)]  (2.15)

+ > Vin—k)p(t,k,p) = > V(k—p)o(t,n, k) .
k#p k#n

On résout alors (2.15) itérativement, pour obtenir un développement en puissances de 17,
de la forme,

p(t,n,p) = —i /Ot exp (iTS(n2 - p2)) V(n—p)p(s,p,p) — p(s,n,n)] ds + O(V?) , (2.16)
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lorsque n # p. Ce développement exprime explicitement les valeurs extra-diagonales
p(t,n,p) en fonction des valeurs diagonales p(t,n,n), et le terme O(V?2) dans (2.16) fait
référence aux termes d’ordre supérieur, dont la valeur est donnée dans [7]. On reporte
maintenant (2.16) dans I’équation (2.14), ce qui donne,

Op(t,m,n) = (2.17)

2Re /t > exp (iTs(k* = n?)) [V(n — k)*[o(s, k. k) = p(s,n,n)] ds + O(V?).
0 k#n

Il reste & passer a la limite 7' — oo dans le terme oscillant exp (iTs(k* — n?)). On utilise
a cette fin, pour I'essentiel, le Lemme de Riemann-Lebesgue, et on obtient,

Op(t,n,mn) = Q/Ot > IV (n—k)[p(s, k, k) — p(s,n,n)] ds + O(V?). (2.18)
k | k2=n?

(Comparer & (2.2) avec les sections efficaces (2.3) ou (2.6)). La encore, le terme O(V?3)
cache un développement qui est donné dans [7]. O

Remarque 2.3 Comme on le voit, la méthode de preuve proposée ici repose sur la
résolution explicite d’une certaine équation, par un développement itératif du type “for-
mule de Duhamel itérée” (voir (2.15) et (2.16)). Les preuves de tous les Théoremes donnés
dans cette section 2 ainsi que dans la suivante reposent également, & un moment donné,
sur un tel argument. Ce type d’approche est tres général (et, accessoirement, treés restric-
tif) dans le présent contexte ou l'on étudie I’éventuelle convergence de certains modeles
réversibles vers des modeles irréversibles. Nous renvoyons a 'article fondateur de O. Lan-
ford [Lan], mais aussi a I’abondante littérature sur le sujet, [CIP], [BGC], [Sp1,2,3], [BBS],

2.3.2 La limite simultanée L — c et T'— oo ([11], [12])

Le précédent résultat montre qu’en vue d’obtenir effectivement la convergence vers une
équation de Boltzmann (2.2) partant de (2.8), il est crucial de se placer dans une asymp-
totique ou le spectre du systeme tend a étre continu. Il est donc crucial de procéder a
la limite L — oo en méme temps qu’a la limite “potentiel petit/temps long” dans (2.8).
C’est ’'objet de ce paragraphe.

Commencons par préciser le régime pertinent. L’équation (2.8) décrit ’évolution d’un
électron dans une boite périodique de volume L% contenant un obstacle. Celui-ci occupe
par hypotheése un volume d’ordre 1 dans la boite. La “densité d’obstacles” est donc
petite, d’ordre 1/ L%, lorsque L est grand. En référence aux considérations générales du
paragraphe 2.1, il est donc a priori naturel de se placer dans une asymptotique “faible
densité”, et de choisir par conséquent 1’échelle de temps T de P’ordre de L%, et de prendre
d’autre part la constante de couplage A d’ordre 1.

Néanmoins, comme dans le paragraphe 2.3.1, le caractere périodique du systeme force
a se placer dans une asymptotique légerement différente de la limite faible densité prévue
comme étant “le bon” régime du point de vue de la physique. En effet, dans ce paragraphe,
on se donne un parametre § > 0 arbitrairement petit, et on se place dans le régime suivant,

2

L
L — oo —>oo,)\rv?—>0. (2.19)

b O[2+6
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(voir [11] pour des énoncés plus précis). Finalement, on se place en dimension d > 3.
Lorsque d > 3, la seconde contrainte inclut le cas faible densité pour lequel T = L%, mais
elle inclut plus généralement toute échelle de temps 7T telle que T' > L?. Le Théoréme
2.2 ci-dessous affirme que la dynamique limite est la méme, quelle que soit 1’échelle de
temps T > L? considérée. Ceci contraste déja avec le cadre physique et mathématique
“standard”, qui prévoit que la dynamique limite dépend fortement de ’échelle de temps
choisie (équation de type Boltzmann lorsque T = L%, équation de type diffusif pour les
échelles de temps plus grandes). On renvoie a [GN] pour un comportement similaire
dans certaines équations de Schrodinger périodiques. La troisieme contrainte impose un
couplage petit, ce qui est plus restrictif que le régime faible densité usuel, pour lequel
A ~ 1, et contraste de nouveau avec 'intuition du probleme.

Pour anticiper un peu sur la suite, nous présentons treés rapidement le mécanisme
élémentaire qui gouverne 'asymptotique considérée ici. L’équation (2.8) s’écrit idip =
(T/L2)(n2=p?)p + A\T/LYS,.V([n—k]/L)- - - . Pour cette raison, et comme le coefficient
T/L? tend vers l'infini, on commence par montrer que les contributions & p(t,n,p) liées
aux entiers n et p de Z% tels que n? = p? sont dominantes, et que les autres contributions
(n? # p?) tendent vers 0, & la vitesse L?*°/T, voir (2.27). Cette premiere partie de
I’analyse repose sur la caractérisation arithmétique précise de la répartition des valeurs
de n? lorsque n parcourt Z¢, et c’est 'objet du Théoreme 2.3 ci-dessous. La contrainte
T/L**° — 0 dans (2.19) provient de ces considérations arithmétiques. Dans un deuxicme
temps, on observe que la contribution de la somme (AXT'/L%) 3>, V([n—k]/L) - - - dans (2.8)
se réduit asymptotiquement & (AT/L%) Y, / k2=n? V([n —k]/L)---. On montre alors que
cette derniére somme, avec la contrainte arithmétique k% = n?, est d’ordre 1 lorsque A
satisfait (2.19), et on calcule sa limite. La troisiéme contrainte dans (2.19) provient de ces
considérations.

Nos résultats sont les suivants ([11]),

Théoréme 2.2 Soit p(t,n,p) la solution de (2.8) avec donnée initiale (2.9). On définit
(dans la représentation dite “d’interaction”) la distribution pr(t,n,p) par,

Tt n
pitnp)i= Y exp (i3~ 57) pltmp)dn— 1o By (220
(n,p)ez24

On se place dans le régime (2.19). On suppose aussi que la dimension de travail satisfait
d> 3.

Lorsque l’on suppose de plus d > 5, la distribution pr(t,n,p) admet un développement
en série convergent en puissances de V. Dans lasymptotique (2.19), chaque terme de ce
développement converge faiblement vers une distribution concentrée sur la sphere d’énergie
{n? = p?}, et que l'on peut explicitement calculer. La série limite ainsi obtenue définit
une distribution p?°(t,n,p) qui est un développement convergent en puissances de V. De
plus, lévolution en temps de p7°(t,n, p) est réversible, dans le sens ou elle est invariante
par le changement t — —t, i — —1i.

En dimensions d = 4 et d = 3, le méme résultat a lieu a condition de faire une
hypothése arithmétique qui est précisée dans [11] (voir remarque 2.5).

Remarque 2.4
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1- Le Théoreme 2.2 montre en particulier que la dynamique limite prévue par la physique
dans un régime faible densité differe, dans le présent cas périodique, de la dynamique limite
mathématiquement correcte. Comme indiqué ci-apres, ce fait repose sur des considérations
purement arithmétiques, et liées a la périodicité. Le résultat de non-convergence présenté
ici dans le cadre de la mécanique quantique est a mettre en parallele avec le résultat
suivant: il est montré dans [BBS] que la dynamique classique d’une sphere dure dans une
répartition aléatoire d’obstacles peut étre décrite, dans une limite de type faible densité,
par une équation de Boltzmann, et ce pour presque toute répartition d’obstacles. Il est
néanmoins prouvé dans [BGW] qu’une telle convergence n’a pas lieu dans le cas d’une
répartition périodique, et ce dernier résultat s’appuie sur des considérations arithmétiques.
2- Nous ne donnons pas 'expression explicite de p?°, qui ne présente pas d’intérét partic-
ulier.

3- Nous souhaitons souligner ici que la convergence mentionnée dans le Théoreme 2.2 est
relativement faible, dans la mesure ou ce n’est qu’une convergence terme par terme de
certaines séries en V. Nous ne sommes pas en mesure de dégager I'uniformité nécessaire
pour passer a un résultat de convergence des séries elles-mémes.

4- Le passage en représentation d’interaction tel que défini par (2.20) est un procédé
standard en mécanique quantique ([CTDLY]).

Comme nous en esquissons la preuve plus loin, le Théoreme 2.2 se trouve étre une
conséquence du Théoreme suivant, d’intérét indépendant. Il caractérise le comporte-
ment de sommes de Riemann de fonctions définies sur certains cones. Nous énoncons
ce Théoreme en dimension d > 5 pour simplifier les notations, mais il admet une formula-
tion semblable en dimensions d = 4 et d = 3 (voir remarque 2.5). Le point (i) est démontré
dans [11], tandis que (ii) est montré dans [12],

Théoréme 2.3 (i) Soit un entier N > 1 donné. Soit ¢(ko,--- ,kn) une fonction test
réguliére et décroissante définie sur RNTVE o0 d > 5. On définit la “somme de Riemann
avec contrainte quadratique”,

(o, k) €ZNF1

Alors, I1,(¢) admet une limite lorsque L — oo. De plus, on a,
lim I7(¢) = (2.22)
L—oo

+o0
YN /0 /( iy P HENE=2) gk vk, . rky) dr do(ko) - - - do(ky) |

ou do désigne la mesure de surface euclidienne associée & la sphére S¥=1, normalisée par
do(ST1) =1. Ici, le coefficient YN,d est un terme de nature arithmétique, qui dépend de
la dimension d, et refiete le comportement, lorsque L tend vers linfini, de la fonction
[S(L)]N, ot & est la série singuli¢re définie plus bas (2.25).

(ii) Le point (i) est une conséquence du Théoréme suivant : pour tout domaine Q C ST1,
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mesurable par rapport & la mesure de surface euclidienne do, et pour toute dimension
d > 5, Uasymptotique suivante a lieu,

#{n € 7% tels que n®> = L?, et n/L € Q}

~ do(Q 2.23
#{n € Z% tels que n? = L?} L—o0 (), (2.23)
o, comme il est connu,
I'(1/2)¢ _
d 2 _ r2y 2y 7d—2
#{n € Z* tels que n° =1L }LHOO T(d)2) S(L%) L=, (2.24)

et S(L?) est la “série singuliere”, définie comme,

9 1 ! a __am? I _al?
S(L?) = Z P Z Z exp | 2im . exp 7217r7 . (2.25)
q>1 a=1 m=1
ged(a,q) =1

Remarque 2.5

1- 11 est bien connu ([Gr], [Va]) que la série }° .-+ (2.25) qui définit S(L?) a un terme
général borné par 1/ q\4=2/2 est la raison pour laquelle la contrainte d > 5 apparait
naturellement dans notre énoncé du Théoreme 2.3. Pour cette méme raison, les coefficients
Yn,q de I'égalité (2.22) se calculent aisément en dimension d > 5. Le point (ii) est vrai "en
moyenne” dans les cas d = 4 ou d = 3, et nous renvoyons a [12] pour un énoncé précis. Le
point (i) s’adapte des lors facilement au cas de la dimension d = 4, avec des coefficients
vn,4 dont on peut montrer I'existence, et nous renvoyons a [11]. En revanche, en dimension
d = 3, le point (i) n’est vrai qu’a condition de faire une hypotheése arithmétique qui est
précisée dans [11], et qui revient en somme a supposer I'existence des coefficients vy 3.
L’hypothese qui intervient dans le Théoreme 2.2 en dimensions d = 4 et d = 3 consiste a
supposer une borne du type vy 4 < CN et N3 < cN pour une certaine constante C'. Pour
terminer, nous souhaitons mentionner qu’un résultat semblable a (ii) a déja été démontré,
par des méthodes différentes, dans [Lab].

2- Le résultat (2.24) est bien connu (|Gr], [Va]) et donne la répartition radiale des carrés
de vecteurs entiers. Le résultat (2.23) est plus délicat et fournit également la répartition
angulaire des vecteurs entiers de norme donnée.

3- La contrainte k3 = --- = k%, dans la somme de Riemann intervenant dans I’équation
(2.21) entraine que 'on considere ici une somme discrete échantillonnée sur une sous-
variété de codimension N de l'espace RVTD4 D'un point de vue naif, on s’attendrait
donc plutét & une pondération par 1/L4+N (d—1) (plutét que 1/LHN (d_2)) de la somme.
On voit que l'effet d’échantillonage discret a un effet non-trivial sur la convergence de
la somme de Riemann (2.21) des lors qu’elle est posée sur une variété qui possede de
la courbure, et que les considérations arithmétiques gouvernent completement la limite.
Notons a ce propos que, pour une sous-variété générale, on ne peut trouver a priori aucun
vecteur entier appartenant a cette sous-variété.

Esquisse de preuve des Théoremes 2.2 et 2.3

Premiere étape

Le point (i) du Théoreme 2.3 s’obtient comme une conséquence du point (ii), joint a
quelques considérations sur le comportement moyen de la série singuliere & (L?) lorsque
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L — oo. La preuve du point (ii) repose sur I'idée suivante : si 'on “oublie” la contrainte
angulaire n/L € ©, 'asymptotique du cardinal #{n € Z? tels que n? = L?} lorsque
L — oo est bien connue ([Gr]). Elle se calcule en faisant appel a la méthode du cercle
introduite par Hardy et Littlewood ([Va]). Celle-ci peut s’adapter de maniere naturelle
pour intégrer la contrainte angulaire n/L € Q. Le cas des dimensions d > 5 s’obtient
alors assez directement. C’est le cas des dimensions d = 4 et d = 3 qui ameéne des
difficultés analytiques sérieuses. Celles-ci sont dues au défaut de convergence absolue de
la série singuliere & pour les valeurs d = 3 et d = 4. Pour ces dimensions, on remédie
aux difficultés mentionnées en considérant, non pas directement 1’asymptotique du terme
de gauche de (2.23), mais l’asymptotique de certaines “moyennes” de tels termes. Nous
renvoyons a [12] pour les preuves et énoncés précis.

Deuzieme étape
Nous en venons & la preuve du Théoréme 2.2 (nous renvoyons a [11] pour les preuves
précises). Dans esprit de la démonstration du Théoréme 2.1 ci-dessus (voir aussi re-
marque 2.3), I’établissement du Théoreme 2.2 repose en premier lieu sur la résolution
de I’équation (2.8) par une méthode itérative. Dans le cas présent, on calcule d’abord
explicitement p(t,n,p) en fonction de la donnée initiale p(0,n,p). Ceci permet d’emblée
d’exprimer p;(t,n, p) en fonction de p°, comme un développement en série convergent en
puissances de V. On cherche alors & passer directement & la limite (terme A terme) dans
ce développement.

Pour ce faire, on est naturellement amené a étudier la convergence, dans le régime
(2.19), de termes dont la forme typique est,

1

ex 2 s> ) (" p) ds | 2.26
Ld+(d—2) %G:Z%/S 0 p ( P’ 'L ( )
pour une fonction test <I>(n, p) réguliere et a support compact. Le point important est
que cette “somme de Riemann” est a priori incorrectement normalisée en L (le préfacteur
attendu est 1/L%¢ au lieu de 1/L%(@=2)). Néanmoins, nous prouvons ci-dessous la con-
vergence du terme (2.26), ce qui montre que la normalisation 1/ L4+(d=2) egt 1a bonne.

Pour traiter 'asymptotique de (2.26), il est naturel de distinguer une contribution non
résonnante, libe aux entiers n et p tels que n? # p?, et une contribution résonnante pour
laquelle n? = p?, ce que nous faisons maintenant.

Deuxiéme étape - a : Le terme non-résonnant
On montre ci-dessous la borne,

n p
‘Ld-i-dz Z/ exp( n—p])@(L,L> ds‘
L2+5 InL
T )
pour une constante C(®,e) qui dépend de ® et de €, out € > 0 est arbitrairement petit

(on peut en fait prendre € = 0 en dimension d > 5). En effet, en décomposant la somme
2 n24p2 Suivant les valeurs de w := n? — p? € Z*, on obtient facilement,

n p
ISLd+d2) ’/ exp(zws) QZ (I)<L’L) ds

—p2=w

< O(®,¢) (2.27)
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et donc, apres calcul explicite de l'intégrale dans la variable s,

CL? 1 n p
=) w; o w)<1>(L,L)

7* | ‘ n27p2:

pour une constante C. Maintenant, on utilise que ® a un support compact, de sorte que
la somme ci-dessus est restreinte aux valeurs |w| < C(®)L?, et n? < C(®)L?. On obtient,

- L? 1
1<C®) s 2

1<|w|< L2

#{(n,p) € Z t.q. n2 < L% p* =n?—w). (2.28)

On utilise alors le résultat fondamental (voir [Gr]),
£{p? =n? — w} < CE)(n? —w)i1He (2.29)

valable pour tout € > 0, et pour toute dimension d > 3 (et on peut prendre € = 0 lorsque
d >5). Au vu de I'information |w| < L? et n? < L?, on obtient donc,

#{pQ _ n2 - w} < C(E)Ld_2+a ,

la puissance L9 2 étant la raison pour la normalisation en L utilisée dans (2.26). Ceci
donne,

C(®,e)L? 1
< Gl df(()i_Q) S S x Lk L2
rL 1<forzre 1)
L2+£1 L
< C(q)ag) Tn —0 )

grace a (2.19), et (2.27) est démontrée. Notons que le facteur In L dans (2.27) est relié a
la divergence logarithmique de la série harmonique.

Remarque 2.6 Nous utilisons ici fortement le fait que la différence n? —p? appartient a Z,
de sorte que nous n’avons pas de probleme de “petits diviseurs”. Si nous partons d’un tore
général H?Zl[—)\jL, —i—)\-L] pour certains A; > 0 (au lieu du tore [—mL,7L]%), la relation
w=n?-p = Z? 1( - p]) devient w = Z] 1#3( p]) pour certains coefficients
pj > 0, et on ne peut plus utiliser I'implication w # 0 2 |w| > 1. En particulier notre
méthode tombe en défaut dans ce dernier cas.

Deuzieme étape - b : Le terme résonnant
On a donc montré que la contribution non-résonnante du terme typique (2.26) tend vers
0. Il reste a étudier le terme résonnant, qui est défini comme,

IT = Ld+ Z <I>( ) (2.30)

Ce type de somme avec contrainte quadratique est précisément pris en compte dans le
Théoreme 2.3, et ’on obtient le Théoréme 2.2 comme une conséquence du Théoreme 2.3.
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Terminons en mentionnant au passage que, en dimension d > 5, il est tres aisé de
montrer que le terme (2.30) est borné, en utilisant la borne bien connue ([Gr]),

#{neztq n?=L* <CL"?. (2.31)

Le calcul de la limite du terme (2.30) est méme possible lorsque ® ne dépend que de
n?/L? et p?/L?, en utilisant uniquement Iasymptotique (2.24). Lorsque ® dépend aussi
des variables angulaires n/|n| et p/|p|, le calcul est plus délicat et nécessite vraiment 1'usage
de linformation plus précise (2.23). O

2.3.3 Introduction d’un parameétre d’amortissement « > 0 ; limite simultanée
T — o0, L — o0, suivie de la limite o — 0 ([8], [9], [10])

Les paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 ci-dessus considérent des limites temps long/potentiel pe-
tit dans I’équation de Von Neumann périodique (2.8). Contrairement aux considérations
formelles du paragraphe 2.1, aucune de ces deux limites ne fournit une dynamique asymp-
totique décrite par une équation de type Boltzmann (2.2). En particulier, le passage a
la limite L — oo n’ "améliore pas” la convergence, et les effets liés au spectre discret
dominent anormalement la dynamique tant dans le cas du paragraphe 2.3.1 (L = 1) que
dans le cas du paragraphe 2.3.2 (L — o0).

Pour cette raison, nous passons maintenant a la limite dans une forme modifiée de
I’équation de Von Neumann périodique (2.8). Suivant un procédé standard en physique
statistique, on se place en effet dans un cas ou le systeme {électron + obstacles} interagit
de plus avec un bain extérieur de particules, et ’on va passer a la limite sur la dynamique de
Pélectron ainsi modifiée. Nous renvoyons & [Hu] sur la nécessité physique de considérer de
telles dynamiques modifiées, mais aussi a [Sp2,3], [JP], [14], ou encore [Dii], par exemple,
pour des modeles dans le méme esprit.

Dans le cas qui nous intéresse, on suppose donc que le systeme {électron + obstacles}
décrit par (2.8) interagit de plus avec un bain extérieur de photons. Suivant [NM], [SSL],
[Boy], [Lo], une telle interaction induit une décroissance en temps de la partie diago-
nale comme de la partie extra-diagonale de la matrice densité p, mais la décroissance
est beaucoup plus rapide pour les termes extra-diagonaux. Un tel comportement peut
étre pris en compte de maniére phénoménologique, quitte & introduire comme dans [SSL],
[NM], ..., un modele simplifié ou I'on force la décroissance exponentielle des seuls termes
extra-diagonaux. En d’autres termes, on se donne un parametre a > 0, et I'on considere
I’équation,

1 p? —n? )
7op(t,n,p) = =—5—p(t,n,p) —iap(t,n.p)lin # p| (2.32)
A ~ (n—Ek ~ [k — p
kezd

avec donnée initiale (2.9). C’est maintenant sur cette forme modifiée de 1’équation de Von
Neumann périodique que ’on cherche a passer a la limite.

Avec ce point de vue, toute limite du type 7' — oo dans (2.32) est triviale tant que l'on
maintient L = 1 comme dans le paragraphe 2.3.1. Nous considérons donc d’emblée le cas
ou L — oco. L’analyse montre que le régime mathématique naturel dans le présent cadre
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coincide exactement avec le régime faible densité prévu par la physique. On considere en
effet "asymptotique,

T=L% A=1,L— 0, (2.33)
dans (2.32).

Notre résultat principal est le suivant ([9], [10], voir [8] pour I'annonce d’un résultat
plus faible, qui n’aborde, en particulier, pas le point (iii) ci-dessous),

Théoréme 2.4 Soit p(t,n,p) la solution de (2.32) avec donnée initiale (2.9). On suppose
d > 3. On considére la distribution,

ftm) = 3 p(t.n,n)s <n _ Z) , (2.34)

nezd

Alors,
(i) ([9]) la limite suivante existe au sens des distributions,

f(t,n):=1lim lim f(¢,n), (2.35)

a—0T,L—oco

avec la convention que le second symbole limr 1. désigne la limite prise dans l’asymptotique
(i1) ([9]) la distribution f(t,n) satsisfait une équation de Boltzmann,

0uf(tm) = [ [S(0,1)f(t.K) ~ (k. n)f(t.m)] dk (2.36)
R

ot la section efficace ¥ est donnée comme un développement en série convergent en puis-

sances de V.

(iii) ([10]) la section efficace ¥ obtenue dans (2.36) coincide avec la section efficace prévue

par la physique, dans le sens o1,

Y(n, k) = ¥9n, k), (2.37)
et ¥4 est défini en (2.8) via la série de Born.

La preuve du Théoreme 2.4 est longue, nous en esquissons les grandes lignes plus bas.
En particulier, la démonstration du point (iii) qui identifie la section efficace obtenue en
(ii) comme la “bonne” section efficace, est un point délicat. Nous souhaitons insister sur le
fait que le présent travail montre qu’une équation de Von Neumann convenablement mise
a ’échelle converge vers une équation de Boltzmann avec section efficace donnée par la
série de Born compléte définissant $!4 (voir (2.3) - voir [Dii] pour un résultat comparable).
De tres nombreux travaux dans ce contexte se restreignent en effet a des régimes faible
couplage, ou seule la section efficace ¥V¢ (voir (2.6)), c’est-a-dire le premier terme de la
série de Born, est obtenue. Nous soulignons aussi qu’un argument clé dans 1’établissement
du Théoreme 2.4 réside dans la définition de certaines distributions, et surtout certains
produits de distributions, comme intégrales oscillantes. C’est I'objet du Lemme 2.1 ci-
dessous.
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Esquisse de preuve du Théoréme 2.4
Premiere étape : obtention de bornes a priori
On commence par montrer ([9]) que le terme additionnel d’amortissement dans (2.32)
satisfait la propriété de Lindblad ([Li]). Celle-ci implique que la positivité de la matrice
densité en tant qu’opérateur est préservée par 1’évolution temporelle. De cela, on déduit
la borne L*° suivante,
C

Hp(t,n, n)HZOO(Zd) < 7d (2'38)
et d’autres bornes du méme type. Cette borne est cruciale pour la suite, et nous insistons
sur le fait que de telles bornes L ne sont pas du tout conventionnelles dans le cadre de
I’équation de Schrédinger.

Deuzieme étape: passage a la limite L, T — oo et “perte de mémoire”

Comme dans la preuve du Théoréme 2.1 (voir remarque 2.3), on commence par calculer,
par un procédé itératif, la valeur explicite des coefficients non diagonaux p(t,n,p) (n #
p) en fonction des coefficients diagonaux p(¢,n,n). On reporte alors cette valeur dans
I’équation donnant I’évolution de p(t,n,n) (voir (2.16), (2.17)). On obtient,

Lt n2 — p2
Op(t,n,n) = 2Re [/0 Z exp (7, 72 5~ as) (2.39)

kezd

“7 (n;k) ‘2[,0 (t - ;,k,k) —p (t— ;d,n,n)] ds]

+O(V3) |

ol le terme O(VE‘) cache un développement en série convergent en puissances de 1% (sa
valeur explicite est donnée dans [9]). L’information (2.38) permet des lors, pour 'essentiel,
de passer a la limite dans (2.39) comme dans une somme de Riemann. La difficulté
principale provient du fait que le développement en série caché dans le terme O(‘A/S) de
(2.39), fait intervenir certaines sommes d’exponentielles complexes fortement oscillantes.
Il est possible de contréler la taille des termes correspondants dans le cas de variables
n, k, continues (voir le Lemme 2.1 plus bas), grace aux intégrales oscillantes, et de faire
converger le développement en série sous-jacent. En revanche, dans le présent cas de
variables discretes, un tel contréole n’est pas possible, et un procédé alternatif est nécessaire.
On obtient ainsi pour t > 0,

O f(t,n) = (2.40)
2Re</0+oo ds /Rd exp (z’[n2 —k%s — as) ‘V(n — k)‘Q[f(t,k) — f(t,n)] dk)
+O(V%)

ol le terme O(‘A/?’) cache un nouveau développement en série convergent en puissances
de V, que nous n’écrivons pas (encore une fois, sa valeur explicite est donnée dans [9]).
Le point important ici réside dans le fait que la limite L,T — oo permet de passer de
Péquation (2.39), qui présente un effet de mémoire en temps, a ’équation (2.40) qui est
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cette fois ponctuelle en temps. C’est bien str crucial au regard, par exemple, de la situation
décrite par le Théoreme 2.1 ci-dessus.

Troisieme étape : passage a la limite o« — 0, et obtention d’intégrales oscillantes
Au vu de (2.40), la limite @ — 0 nous amene a écrire 1’égalité suivante, valable au sens
des distributions sur R% x R{,

+o0

+o00
lim exp (i[n2 —K?)s — as) ds = / exp (z’[n2 — k2]s> ds . (2.41)
a—0Jg 0

Pour cette raison, nous définissons la distribution,
+oo
An,k) = / oxp (iln® ~ 1%s) ds (2.42)
0

Cette distribution est bien définie en tant qu’intégrale oscillante pour les dimensions d > 3
(d’ou la restriction d > 3 dans ’énoncé du Théoreme 2.4), et les théoremes usuels de
composition des distributions [H61] fournissent méme 1’égalité,

1
_ 2 N
ou ¢ est la masse de Dirac et pv désigne la valeur principale.
On est des lors tenté d’écrire aprés passage a la limite @ — 0 dans (2.40) (la valeur
principale disparait en raison du facteur i et de la partie réelle),

Ouf (t,n) = 27 /Rd 5(n2 — k2)‘17(n - k)‘z[f(t, k) — f(t,n)] dk + O(V?3) . (2.44)

Grace a (2.41)-(2.43), il est en fait facile de justifier (2.44) pour le terme de plus bas ordre
en V. Pour établir rigoureusement (2.44), toute la difficulté réside dans le traitement
des termes d’ordre supérieur, c’est-a-dire du terme en 0(173) que nous n’avons pas écrit
jusqu’a présent. Tous calculs faits, la justification du passage a la limite faible o — 0 dans
(2.40) se ramene plus ou moins a donner un sens mathématique a la série suivante,

-1
D /Rm A, ki) - Adn, ko) A(Ksi1,n) - Ak, n) (2.45)
leN* s=1

~ ~ ~

Vin—k)V(k; — k) V(k; — n)¢(n) dndk; - - - dk; ,

pour une fonction test réguliere ¢. La difficulté est double. Il s’agit d’abord de définir
certains produits des distributions A(n,k;), A(k;,n), entre elles. Dans le cas présent,
la singularité du produit A(n,k;)- - A(n,ks)A(ksy1,n)--- Ak, n), est trop forte, et
l'on ne peut pas définir celui-ci par simple application des théoremes usuels de multi-
plication/composition de distributions dont le front d’onde satisfait certaines propriétés
géométriques [H61]. Deuxiemement, il s’agit de controler la dépendance en [ de chaque
terme de la série (2.45), de maniere & assurer la convergence de celle-ci.

La difficulté est levée en considérant le produit de distributions A(.,.) dans (2.45)
comme une intégrale oscillante. On utilise en particulier que la distribution exp(isn?) sur
R% est (faiblement) de taille s~%2 pour les grandes valeurs de s. On parvient alors &
obtenir le Lemme suivant (voir [9] pour une version plus générale),
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Lemme 2.1 Soitl € N, > 1. Soientm, kq, ..., k; appartenant a R®. Soit1 < s <l—1.
On suppose d > 3. Alors,
(i) la distribution suivante est bien définie sur RUT1D,

Alky,m) - Alks, m)A(m, kei1) - A(m, k) . (2.46)

Plus précisément, pour tout D > d + 1, il existe une constante C(D) telle que le produit
de dualité de la distribution (2.46) avec une fonction test ¢p(m, ki, ... k;) est borné par,

C(D)" Sup sup (1 + k) P20 ¢l oo (mits1ray - (2.47)
’y < (A

(i) Soit a« > 0. On pose,
+o0o
Ay(n,p) = / exp(i[n® — p*ls — as) ds . (2.48)
0

Alors la limite faible suivante a lieu, quitte a tester chaque membre de (2.49) contre une
fonction test ¢ comme ci-dessus,

1irr%) Agki,m) - Ay ks, m)Ag(m, ksiq) - - Ap(m, k) (2.49)
= A(kh m) U A(ksa m)A(m, ks+1) T A(m7 kl) :

Le Lemme 2.1 permet immédiatement de borner terme a terme (2.45) par,

> C@NIVI*el (2.50)

leN*

pour une constante C(d) qui ne dépend que de la dimension d > 3, et pour une norme ||.||
qui fait intervenir la norme L*° d’une quantité fixre de moments et de dérivées de Vet o.

Cette troisieme étape permet d’établir la convergence de (2.40) vers (2.44) lorsque
a — 0, et la preuve des points (i) et (ii) du Théoreme 2.4 est obtenue.

Quatrieme étape : identification de la section efficace
A ce stade du raisonnement, la section efficace ¥ obtenue dans (2.36) est donnée par
un développement en série convergent en puissances de ‘A/, qui fait apparaitre certains
produits et combinaisons des distributions A(.,.) déja manipulées plus haut. Le lien entre
ce développement et la série de Born est loin d’étre évident.

On fait alors ([10]) 'observation clé que certains termes dans le développement obtenu
s’annulent ou se compensent deux a deux. Ceci repose sur l'identité algébrique,

A(n,p)[A(n,m) + A(m,p)] = A(n,m)A(m, p) . (2.51)

En utilisant convenablement (2.51), on établit une chaine d’égalités qui donnent in fine
I’égalité terme a terme entre la série définissant ¥ dans (2.36) et la série de Born. |
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2.3.4 Conclusion sur les trois limites précédentes : comportement de certai-
nes sommes discrétes oscillantes

Nous souhaitons pour conclure souligner ici un point technique clé qui nous semble ex-
pliquer de maniére assez convaincante (quoique simpliste) le mécanisme mathématique
élémentaire a la base des trois limites différentes obtenues dans les paragraphes 2.3.1,
2.3.2, et 2.3.3 ci-dessus.

Au vu de (2.17), (2.26), et enfin (2.39), (2.40), (2.44), nous pouvons en effet, pour
caricaturer, dire que les trois limites étudiées plus haut s’appuient sur le comportement
suivant de certaines “sommes discretes oscillantes” (ici ¢ est une fonction test suffisamment
réguliere) :

e Le paragraphe 2.3.1 repose sur la limite suivante,

lim Z /exp iT[n kQ]s) p(n, k) ds =1 Z 1[n lo(n, k). (2.52)
cZ2d

T=oo n,kezd

C’est le Lemme de Riemann Lebesgue.
e Le paragraphe 2.3.2 repose en revanche sur la limite typique suivante,

L k:2 n k
Lh_}ngo L2d+d % Z / exp gi)(L L) ds (2.53)

n,k€Z4

t n k
= lim —————— E 1[n? = k2o < )
a2 7
L L+ ) (n,k)ez?d L'L

=t M,d /O+Oo ~/(Sd—1)2 r2d*3¢(7‘n, T‘k) dT‘dO’(H)dU(k) ,

la derniere égalité ressortant du Théoreme 2.3. La premiere égalité découle de ’esquisse de
preuve fournie au paragraphe 2.3.2, quitte & spécifier la preuve au cas T = L¢ (compatible
avec I’asymptotique (2.19)).

e Enfin, le paragraphe 2.3.3 repose sur la limite typique suivante,

- L — k? k
ilgbngJgoﬁ Z / exp L2 s—as qS(L L> ds (2.54)

n,kezd

—+00
= lim / exp (i[nQ — k%s — as) ¢ (n,k) dsdndk
R2d

a—0 Jo
—+00
= / / exp (i[n? — k?s) ¢ (n, k) dsdndk ,
0 R2d

cette derniére intégrale ayant un sens en tant qu’intégrale oscillante.
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3 L’équation de Fokker-Planck comme limite de systemes
quantiques réversibles

3.1 Le Hamiltonien de Caldeira et Leggett
Dans [CL1], A.O. Caldeira et A.J. Leggett introduisent le Hamiltonien suivant,

H = Hp+ Hpr+ M\Hp (3.1)
= - Ay +V + —Ag, +wi—=| | + A | —= iR
( (37)) ]le R; T Wi \/szl[w] R

Le premier terme Hp de (3.1) représente le Hamiltonien d’une particule test, disons
un électron, de position z € RY, et soumise & I'influence du potentiel extérieur V' (le terme
—A, désigne le Laplacien dans la variable ). On suppose que le potentiel V' confine
I’électron dans une région fixe de 'espace. Pour la clarté de I'exposé, et sans perte de
généralité (voir paragraphe 3.2 ci-dessous) on se place d’emblée, et pour toute la suite de
cette section 3, dans I'hypothése ou V' dans (3.1) est choisi harmonique, c’est-a-dire,

Vie) =2 . (3.2)

(voir remarque 3.2 sur ce point). Nous nous restreignons aussi au cas d = 1 dans toute la
suite, la encore sans perte de généralité.

Le second terme Hp modélise un réservoir constitué d’un grand nombre (entier), N2,
d’oscillateurs harmoniques. Ceux-ci sont représentés dans leurs variables dites “normales”,
R; € R? (voir [Re]), et possedent les pulsations respectives w; (j € [1, N©]). On suppose
w; € [0,9]. Ici, © représente donc la fréquence maximale des oscillateurs, et N est le
nombre d’oscillateurs par unité de fréquence. Le cas typique est celui d’une répartition
uniforme en fréquence,

wj = VS [[LNQ]] > (33)

N
cas auquel nous nous cantonnerons dans tout le paragraphe 3 (voir sur ce point la remarque
3.1, point 7). Un Hamiltonien tel que Hpr modélise naturellement un systéeme de phonons
([Re]), c’est-a-dire tout simplement un réseau cristallin constitué de N atomes, couplés
entre eux de maniere harmonique. On peut aussi penser a Hr comme associé a un systeme
de photons ([CTDRG]) : dans ce cas il modélise un rayonnement électromagnétique, et le
parametre €2 correspond a une troncature dans 'ultraviolet.

Le troisieme et dernier terme AH représente 'interaction entre 1’électron et le réservoir,
et la constante de couplage A € R en mesure 'intensité. C’est ce terme qui contient les
hypotheses et restrictions essentielles dans la modélisation proposée par [CL1]. Le point clé
réside dans le fait que l'interaction est ici supposée linéaire, c’est-a-dire qu’elle se présente
sous la forme d’une somme de termes en R; - z. Une telle hypothese repose implicitement
sur une linéarisation dans un terme de couplage plus réaliste : si I’on pense au réservoir
d’oscillateurs comme associé a des phonons, on aura supposé que I’électron reste dans
I'immédiat voisinage d’un atome fixe du réseau atomique sous-jacent, et avec lequel on
peut donc supposer qu’il interagit de maniere exclusive (on aura donc négligé I'influence des
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autres atomes) ; si I’on pense en revanche & un couplage avec des photons, on aura supposé
de méme que 1’électron évolue dans une région fixe et petite de l’espace, ou le champ
électromagnétique sous-jacent peut étre considéré comme approximativement constant.
Toutes ces hypotheses simplificatrices conduisent en effet a un terme d’interaction Hj
comme dans (3.1). Mentionnons pour terminer que la normalisation en N~1/2 du terme
d’interaction qui apparait dans (3.1), est naturelle, comme nous I’expliquons un peu plus
bas.

Fortement inspirés par les travaux de Feynman, Hibbs, et Vernon ([FH], [FV]), Caldeira
et Leggett consideérent dans [CL1] la dynamique quantique naturellement associée au
Hamiltonien H pour le systeme {électron + oscillateurs}. Ils se placent dans I'hypotheése
ou le systeme est initialement & 1’équilibre thermodynamique a la température inverse
G > 0, pour le Hamiltonien “sans interaction” Hg + Hpg, c’est-a-dire que la matrice den-
sité initiale du systeme vaut,

exp (=G [Hg + HR]) . (3.4)

L’hypothese (3.4) est treés classique, elle signifie que 'on s’intéresse a l'effet dynamique de
la perturbation AHj, sur un état initial qui est un équilibre de 'Hamiltonien Hr + Hp.
On renvoie par exemple a (2.9) pour une hypothese semblable, dans un contexte différent.

Ils posent des lors la question (naturelle, voir [FV], ou encore [Sp2,3] pour des con-
sidérations plus mathématiques) de décrire la dynamique de ’électron seul, c’est-a-dire
lorsque 'état du réservoir est considéré comme un parametre, par rapport auquel on
procede a une intégration - voir plus bas (3.8) pour le sens précis. Avant tout passage a la
limite, celle-ci est bien entendu réversible en temps. A ce niveau de la modélisation, elle
dépend de 4 parametres d’échelle : d’une part le nombre d’oscillateurs NV, que ’on souhaite
faire tendre vers I'infini comme il est naturel dans ce contexte ([Sp2,3]), d’autre part la
constante de couplage A, et enfin la température inverse § et le parametre de troncature
dans l'ultra-violet €2, qui jouent un role particulier.

Décrivons d’abord, de maniere tres simplifiée, le comportement qualitatif du modele.
En I’absence d’interaction (A = 0), 'électron suit un mouvement d’oscillateur harmonique
a la pulsation 1, a c6té d’un réservoir constitué de IV oscillateurs, indexés par j, et de pulsa-
tions respectives w;j. L’hypothese (3.4) sur I’état initial, jointe au fait que I'on s’intéresse
a Pévolution de Délectron seul, signifie que les photons/phonons présentent, au moins
initialement, certaines “fluctuations”, et les variables R; décrivant I’état du réservoir peu-
vent naturellement étre vues, a I'instant initial, comme N2 variables aléatoires Gaussi-
ennes, centrées. Lorsque 'on met en place l'interaction (A # 0), le systéeme de pho-
tons/phonons influe sur la dynamique de I'électron (proportionnellement aux Rj;), et
réciproquement. Toutefois, dans la limite ou N est grand, 'influence de I’électron sur
le réservoir est négligeable, et seule I'interaction inverse compte. De plus, un calcul simple
montre que chaque oscillateur se trouve exercer sur 1’électron une force approximativement
proportionnelle & Aw;R;x cos(w;t)//BN, et ici encore, R; est vue comme une variable
aléatoire normale centrée. Ainsi, le systeme de N oscillateur exerce une force cumulée
Fn(t) ~ Z;V:Ql Aw; Rjx cos(wjt)//BN. Celle-ci présente de tres fortes “fluctuations”, dues
tant au caractere aléatoire des variables R; qu’aux fortes oscillations des fonctions cos(w;t).
De plus, Fy(t) se trouve étre de taille A2/ (grace au Théoréme Central Limite, par ex-
emple). Pour cette raison, la dynamique de I’électron, en présence du couplage, est la
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superposition d’'un mouvement basique d’oscillation a la pulsation 1, et de “fluctuations”
dues au terme de forcage Fiv(t).

Partant de la, ’analyse proposée dans [CL1] repose sur l'idée suivante : dans la limite
ou les “fluctuations” de I’électron sont suffisamment “fortes”, un phénomene de diffusion
vient s’ajouter a ses oscillations de période 27. Pour cette raison, le travail [CL1] repose
de maniere cruciale sur une double limite 8 — 0 (la température du réservoir tend vers
I'infini), et 2 — oo (on enleve la troncature dans 'ultra-violet). Pour simplifier & out-
rance, cette analyse rend le terme de forgage Fy(t) mentionné ci-dessus égal a F(t) ~
(A/VB) limg—, 00 limy o0 Zé\g w;jRjx cos(w;t)/VN, cest-a-dire & F(t) ~ (\/v/B)zdW (t),
ou dW (t) est le bruit blanc. On trouve dans [CL1] une justification formelle de toutes ces
assertions, basée sur un usage systématique des intégrales de Feynman. La dynamique
limite de I’électron se trouve étre alors formellement décrite par une équation diffusive, de
type Fokker-Planck, qui est de la forme,

Ouf + 00 f — 20y f = By (Vf) + Auf . (3.5)

Ici, f = f(t,z,v) est la probabilité, a l'instant ¢, que I’électron possede la vitesse v et
la position z. Le terme de transport v0,f — xd,f décrit le mouvement d’oscillateur
harmonique de I’électron, et le terme de droite est la somme d’un terme de friction et d’un
terme de diffusion, qui sont la trace, a la limite, de l'interaction électron/réservoir. Cette
équation est irréversible en temps.

La dérivation formelle de [CL1] pose plusieurs questions :

1- comme nous le montrons dans [14], et comme nous ’expliquons rapidement ci-dessus,
I’émergence d’une diffusion dans ’approche de [CL1] repose sur les limites 8 — 0, 2 — oo,
qui forcent de maniere finalement assez artificielle ’'apparition d’un bruit blanc. Ainsi,
tout écart par rapport a ces deux limites dans [CL1] fournit un terme de forgage différent,
et donc une limite différente (non-diffusive). Or il est a priori possible dans ce contexte,
et au moins formellement, d’obtenir un régime diffusif pour un électron couplé avec un
systeme de photons/phonons de pulsations bornées et a température fixée (voir [Dil,2],
[HR], [UZ]). Pour cette raison, nous nous attachons dans [14] a lever ces restrictions fortes
de l'approche [CL1], et a voir la diffusion comme le résultat d’'un mécanisme plus général,
et plus proche de lesprit d’autres travaux physiques, comme par exemple [CTDRG].

2- 'usage de Hamiltoniens du type de (3.1) (systemes de N oscillateurs harmoniques
couplés linéairement & une particule test) en vue de dériver des équations de type Fokker-
Planck est fait dans de nombreux travaux de physique ([Dil,2], [Ha|, [HR], [UZ], [FV]). Les
travaux mathématiques rigoureux sur ce type de modeles sont moins abondants. Citons
[SDLL] pour une approche “algebre d’opérateurs”, [CLL] pour une approche par intégrales
de chemin, ou encore le programme de Jaksi¢ et Pillet [JP] visant & étudier la thermali-
sation par une approche spectrale. Citons aussi [Ar] et [FLM]. Tous ces travaux utilisent
néanmoins des Hamiltoniens du type (3.1), en particulier I'hypothese de couplage linéaire
est faite. Evidemment, une telle hypotheése simplificatrice donne lieu a un Hamiltonien
quadratique (pour les oscillateurs), de sorte que de nombreuses quantités deviennent ex-
plicitement calculables par simple intégration Gaussienne. Dans les travaux travaux cités,
comme dans [14], le traitement de la limite N — oo est en particulier rendu possible par
cette hypothese (sans elle, la limite lorsque N — oo pose & vrai dire des problemes tres
ardus). Nous soulignons toutefois dans [14], que le couplage linéaire, qui n’est valable a
priori que dans des régimes ou ’électron est “pres” de l'origine (voir plus haut), est peu
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compatible avec le régime diffusif obtenu a la limite : dans ce dernier cas en effet, I’électron
est censé diffuser loin de Dorigine, sur des échelles d’espace de taille t/2 en temps t.

3.2 Résultats présentés dans ce mémoire ([14])

On reprend ici un systeme {électron + réservoir d’oscillateurs} comme on I’a décrit dans le
paragraphe 3.1 ci-dessus. On adopte d’emblée un point de vue cinétique, et on considere
la distribution de Wigner W (t,z,v, Ry, P1,--- , Ry, Py) du systéme (voir [Wi]) : elle
décrit, a I'instant t, la probabilité que I’électron possede la position x et la vitesse v, et
que Poscillateur numéro un possede la position Ry et la vitesse Pi, etc ... La fonction WV
dépend bien stur de N, mais aussi (c’est implicite) des parametres d’échelle A, 3, et Q.

Au vu du Hamiltonien H (3.1), et de la valeur de V' (3.2), il est tres classique d’affirmer
que la fonction W satisfait 1’équation suivante,

Q N 4 ﬂ N Q N . i N 2 i N
oWV g W —ao W ;PaRW wR]aPW (3.6)

__- Z%R QWN_FZw]x—WN =0.

(voir par exemple [FH]). Si le potentiel V(z) dans (3.1) n’est pas quadratique, il faut
remplacer le terme —2(OW Y /9v) dans ’équation (3.6) par un opérateur pseudo-différentiel
en v, qui, dans la limite semi-classique, se comporte comme —(9V (x)/9z)(OW N /ov). Ce
fait est bien connu (voir [LP], [MRS]). Dans notre cas, notre motivation principale étant
de dériver rigoureusement un terme de diffusion partant de ’équation (3.6), nous nous
restreignons volontairement au cas particulier (3.2) : le passage & un potentiel général ne
pose pas de probléme supplémentaire (voir remarque 3.2 sur ce point).

L’hypothese (3.4) sur la donnée initiale, se traduit, pour présenter les choses simple-
ment, par le fait que la fonction de Wigner W initiale est gaussienne,

WHN(0,2z,v, Ry, Py,..., Ry, Px) = xexp(—[+z® + xv® + Z(*RJ2 + *sz)]) , (3.7)
J
ou les symboles * désignent des coefficients calculables dont nous ne donnons pas la valeur,
et qui dépendent de N, A.
On s’intéresse & la dynamique de I’électron seul. En notant w™ (¢, z,v) la probabilité
(marginale) de trouver 1’électron dans la position = et la vitesse v, il est classique d’écrire,

Ntz v) = WN(t,z,v,R1,Py,..., Ry, Py) dR1dP; - - - dRndPy . (3.8)

R2N

Nous ne notons pas la dépendance de w! par rapport a A\, 8, Q pour simplifier. Bien
que 'on dispose d’une équation simple sur la fonction W, on n’a pas a priori d’équation
naturelle sur la seule marginale w”. On sait simplement, par intégration de (3.6), que,

w4+ vo,w" — 29w = source(t, z,v) , (3.9)

et le terme de source dépend de toute la fonction W,
Nos résultats sont les suivants (voir [14] pour des résultats plus complets),
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Théoréme 3.1 Soit w” (t,z,v) comme ci-dessus.
(i) (limite thermodynamique) La limite suivante existe au sens des distributions,

w(t,z,v) == lim w™(t,z,v) . (3.10)

— 00

(i) (justification de [CL1]) On se place dans le régime,
A=872,8-0,0—00. (3.11)
Dans ce cas la limite suivante existe au sens des distributions,

fi(t,z,v) := lim lir% w(t,z,v) , (3.12)

—00 f—
et ces deux limites ne commutent pas. La fonction f1 satisfait [’équation de Fokker-Planck,
Ofi + 00 fr —x0uf1 = Auf1 . (3.13)

(111) (limite pour ) fixé) On se donne une échelle de temps T, et on se place dans le
régime

A=p8Y23-0,T — o0, et Q> 1est fixé . (3.14)
On considére le comportement asymptotique de la fonction w(Tt,T1/23:,T1/2v), i.e. le
comportement de w pour les temps d’ordre T, les positions d’ordre T2, et les vitesses

d’ordre TY2. Pour cela, on définit une quantité moyenne sur un cycle de Uoscillateur
harmonique,

T

w(t,z,v) = o
™

t+(27/T)
/ w(Ts, T %z, TV?v) ds (3.15)
t

Alors, la limite suivante existe au sens des distributions,

fo(t,z,v) := lim lim w(t,z,v), (3.16)

T—o0 —0

et les deuz limites ne commutent pas. La fonction fo satisfait I’équation de la chaleur,
Ocfo = Agfo+ Aufa. (3.17)

(iv) (limite & température fixée) On se donne une échelle de temps T', et on se place
dans le régime suivant, de type faible couplage (voir paragraphe 2.1),

A=T Y2, T 00, Q2 —00, et B>0est fixé. (3.18)

Alors, dans la limite limq_,o limy_o, un résultat analogue a (iii) ci-dessus a lieu pour
la fonction w(Tt, xz,v) (comportement en temps long d’ordre T et position/vitesses d’ordre
1), et les deux limites ne commutent pas. D’ou il résulte ’existence d’une fonction f3 qui
satisfait une équation de Fokker-Planck de la forme (ici cg est un coefficient qui dépend

de 3),

Oifs = Cﬁav (Uf?)) +Aufs . (3'19)
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Remarque 3.1

1- La partie (i) du Théoréme affirme que l'effet cumulé des N oscillateurs a une influence
bornée (en fait : d’ordre A\?/3) sur la dynamique de I’électron, comme 'analyse formelle
le montre.

2- La partie (ii) du Théoréme donne une formulation mathématique rigoureuse au résultat
présenté dans [CL1]. Ce n’est néanmoins pas une simple difficulté technique que nous
résolvons ici : la limite formelle proposée dans [CL1]| conduit en effet & une équation du
type Fokker-Planck, mais il s’avere que celle-ci ne satisfait pas le principe du maximum. En
précisant la limite comme nous le faisons, on restaure au passage le principe du maximum
(voir aussi [ALMS]).

3- La partie (iii) du Théoréme permet de s’affranchir de la contrainte 2 — oo de [CL1], et
exhibe en fait le terme de diffusion comme un effet cumulé, en temps long, de résonnances
entre les oscillations du réservoir aux pulsations w;, et les oscillations propres de I’électron a
la pulsation 1 (voir I'esquisse de preuve fournie). Le choix d’échelles de temps d’ordre T et,
simultanément, d’échelles d’espace (et de vitesses) d’ordre T2 est naturel, et correspond
bien & une dynamique diffusive : en temps T, I’électron atteint, grace a la diffusion, des
vitesses d’ordre T2, et donc (grace au mouvement basique d’oscillation a la pulsation
1) des positions d’ordre T’ 1/2 ¢galement. De ce fait, Popération de moyenne sur un cycle
de Toscillateur harmonique, telle qu’on la fait dans (3.15), est également naturelle. Elle
signifie que 'on filtre le mouvement d’oscillation de 1’électron pour “voir” la diffusion.

4- La partie (iv) du Théoreme permet de s’affranchir de la limite 5 — 0 de [CL1]. Ici,
le mécanisme est différent : comme nous ’avons rapidement écrit au paragraphe 3.1 ci-
dessus, l'interaction avec le bain de photons/phonons a ici naturellement une influence
d’ordre A\2/3 ~ A2 sur la dynamique de I’électron. Pour des temps d’ordre T ~ 1/)2,
Ieffet cumulé du couplage est bien d’ordre 1.

5- Le régime \ ~ (/2 utilisé dans les points (i) et (iii) est naturel, et provient du fait
que l'interaction avec le bain de photons/phonons a dans ces cas une influence d’ordre
A?/B ~ 1 sur la dynamique de 1’électron (voir paragraphe 3.1).

6- Tous les résultats ci-dessus affirment la convergence d’une dynamique réversible vers
une dynamique irréversible, dans un cadre parfaitement déterministe. Il n’y a la au-
cun paradoxe : un tel phénomene est rendu possible par 'opération d’intégration sur les
variables R;, P; faite des le départ (voir (3.8)). Il est néanmoins notable qu'un modele
tres simple, impliquant en fin de compte N + 1 oscillateurs harmoniques, présente selon
certaines asymptotiques un comportement diffusif.

7- Les parties (iii) & (iv) du Théoreme 3.1 ci-dessous s’adaptent aisément a d’autres
répartitions en fréquence que la répartition (3.3), a laquelle le présent exposé se restreint.
En revanche, la partie (ii), qui donne une version rigoureuse de [CL1], n’est valable que
sous I’hypothese (3.3) (’explication en est donnée au paragraphe 3.1). Ceci indique &
nouveau le caractere extrémement rigide de la limite [CL1].

8- L’équation (3.17) du point (iii) est une équation de type chaleur : elle ne contient pas le
terme de transport vd, — xd, (ce qui est normal car ce terme est précisément éliminé par
Popération de moyenne (3.15)) ; elle ne contient pas non plus de terme de friction 9, (v f2).
L’équation (3.13) du point (ii) inclut le terme de transport, mais la friction est également
nulle. Pour finir, ’équation (3.19) ne contient pas de terme de transport (la raison en est
la méme qu’au point (iii)), mais elle contient a la fois un terme de friction et un terme
de diffusion. On peut montrer de plus que le rapport friction/diffusion, égal a cg, est en
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fait de l'ordre de [ pour les petites valeurs de 5. En d’autres termes, dans le point (iv),
nous prouvons rigoureusement, au moins pour les grandes valeurs de la température, la
loi d’Einstein qui relie friction, diffusion, et température.

9- Il est également possible de traiter la limite lorsque N — oo du point (i) par des
méthodes abstraites usant du formalisme de la seconde quantification ([RS], [BR]). Nous
ne développons pas ce point.

Esquisse de preuve du Théoréme 3.1

Premiere étape

La premiere difficulté consiste a dériver, avant tout passage a la limite, une équation
fermée sur la marginale w” (voir (3.8)). Pour cela, on commence par résoudre I’équation
de transport (3.6) par la méthode des caractéristiques. On écrit pour cela le systéme
d’équations différentielles,

A NQ
X'(t)=P(t), P'(t)=—-X(t) - i > wiR;(t 520,

w; X (1),

avec données initiales X (0) = z, P(0) = v, R;(0) = R;, P;j(0) = P;. On peut alors, dans
(3.20), résoudre R;(t) et P;(t) en fonction de X (t) et des données initiales. Ceci, joint a
I'information sur la donnée initiale (3.7) et a la définition (3.8), donne une formule de la
forme,

N(t, z, U) — (321)

/ (0, Xn(t), Py (t)) — CSEETE gy i
szw » AN, N (QW)NGXP = B riapi-- - arNapn -

Ici, les fonctions Py et X dépendent implicitement des r;, p; (et de x, v, ainsi que des
parametres A\, 3, Q) . On a Py(t) = X} (t), et Xn(t) satisfait,

XU () + Xn(t) = fa(t) + A2Q Xy (8) / My (t — )X (s) ds — aMy(t),  (3.22)

quitte & définir,

)\NQ

In(t) = \/» ZAﬁ wj) [rj cos(wjt) + pj sin(w;t)] (3.23)

Ap(w) = \/w(l + cosh(fw)) ’

2sinh(fw)

E COS wj

En d’autres termes, la dynamique de w” est donnée par une intégration gaussienne (3.21),
et dépend des trajectoires Xy, solutions de I’équation différentielle ordinaire (3.22). La
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dynamique de X est d’abord gouvernée par un terme d’oscillateur harmonique a pulsation
1, mais l'interaction de I’électron avec le réservoir introduit des termes supplémentaires :
(i) une translation de la pulsation d'une quantité A?Q (“phase shift” : ce terme tend vers 0
dans toutes les asymptotiques considérées ici, voir néanmoins [14] pour des résultats plus
généraux) ; (ii) un terme de mémoire en temps ; (iii) un terme de forgage fn(t). Le terme
en —x My n’est pas pertinent.

Remarque 3.2 Dans le cas oll le mouvement de base de 1’électron est régi par un potentiel
V(x) qui n’est pas quadratique, il faut ici faire une limite semi-classique, et le terme en

N+ Xn dans (3.22) devient X3 — (9, V)(Xn). C’est une conséquence aisée des méthodes
développées dans [14], et nous ne développons pas ce point.

Deuzieme étape : limite lorsque N — oo

On calcule explicitement 'intégrale gaussienne (3.21) et on est ramené & passer a la limite
dans des sommes de Riemann. Alternativement, on peut utiliser des estimations standard
sur les processus gaussiens. Au terme de cette étape, si (Fw) (t, 8, o) désigne la transformée
de Fourier de w dans les variables x et v, on est ramené pour ’essentiel a,

(Fw) (t,0,0) = (Fw) (0,0sint 4 o cost,f cost — osint) exp (—Q(t)) , (3.24)

avec,
Q) = \? /0Q A%(w)’ /Ot [0sin s + o cos s] exp(—iws) cls’2 dw . (3.25)

Ici, le premier facteur dans (3.24) représente le mouvement basique d’oscillateur harmo-
nique de I’électron, tandis que le terme exponentiel est la trace de l'interaction avec le
réservoir. Techniquement, exhiber un comportement diffusif pour 1’électron revient des
lors & montrer que, dans certaines asymptotiques, Q(t) se comporte comme t62, ou bien
to? (comportement linéaire en temps, quadratique en 6 et/ou o).

Troisiéme étape
L’asymptotique (3.11) (ii) donne directement,

+o00 t . 2
Q) ~ )\26_1/ ‘/ [fsins + o coss|e *“* ds‘ dw (3.26)
0 0
t
~ / [fsins + o coss]? ds,
0

et le résultat (ii) en découle. La deuxieéme équivalence résulte de 1’égalité de Parseval, et
on voit 1a la nécessité absolue de prendre f — 0 (c’est ce qui donne A%(w) ~ 7Y, et
) — oo (c’est ce qui nous ramene a ’égalité de Parseval), dans ’asymptotique de [CL1].

Pour les points (iii) et (iv), on utilise que, en temps ¢ grand, le comportement de
Q(t) est dominé par les résonnances entre les termes sin s, coss d’une part, et le terme
exp(—iws), dans (3.25). La singularité principale est donc apportée par les contributions
w = 1, et 'on obtient,

Q(t) ~ N A5(1) x t[6* + 07] , (3.27)

lorsque t — 0o. On voit ici la nécessité de I'hypothese Q > 1 dans (iii) (c’est elle qui permet
Papparition de résonnances). L’estimation (3.27) présente toute I'uniformité nécessaire par
rapport a A, 3, Q, et les points (iii) et (iv) en découlent. O
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4 Limite haute-fréquence dans I’équation d’Helmholtz

4.1 L’équation d’Helmholtz haute-fréquence

Toute cette section 4 est consacrée a 1’étude de I'asymptotique, lorsque le parametre € > 0
tend vers zéro, de I’équation d’Helmholtz haute-fréquence avec un terme de source,

Qe n?(x
+ z?us(m) + Agut(z) + 6(2 )ug(x) = S(z) . (4.1)

Ici, l'inconnue est la fonction u®(z) € C, qui dépend d’une variable d’espace = € R,
L’équation d’Helmholtz peut étre vue comme une version indépendante du temps de
I’équation des ondes, et dans cette mesure il est naturel de penser que u® représente,
pour fixer les idées, l'intensité complexe, au point z, d’'un rayonnement électromagnétique
(propagation de lumiere, d’ondes radio, etc ...). Le petit parameétre £ mesure la longueur
d’onde du rayonnement considéré. Egalement, la fonction n(z) € R, qui est une donnée
du probleme, représente 'indice de réfraction du milieu de propagation, et il dépend de
x. Le second membre S.(x), dont la valeur est précisée plus loin, modélise une source
de rayonnement (on peut penser a4 une antenne émettrice par exemple), et c’est 1& encore
une donnée du probleme. Enfin, le facteur a. > 0, qui dépend de €, est un parametre de
régularisation : le terme i(a./e)u® dans (4.1) restaure le défaut d’ellipticité de 'opérateur
d’Helmholtz +A, + n?, et permet de spécifier u¢ de maniere unique. Alternativement, et
dans la limite ou a./e tend vers zéro par valeurs positives, une telle régularisation peut
étre vue comme une condition de comportement a 'infini pour u® (on parle de condition
de radiation & Uinfini), qui s’ajoute a I'équation Ayuf + (n?/e?)u® = S.. Dans toute la
suite on fait ’hypothese,

Qe —60 , et il existe v > 0 tel que a. > €7 . (4.2)
E—

Le premier point signifie que I'on se place dans une asymptotique ou la régularisation
disparait. Le second, plus technique, signifie que notre analyse nécessite un parametre
ae qui ne tend pas vers zéro plus vite qu’une puissance de €. Il est a noter que dans ces
conditions le terme a. /¢ dans (4.1) peut tendre vers 0.

Précisons maintenant le type de seconds membres S; considérés ici. Dans la mesure ou
une solution u® de (4.1) présente naturellement des oscillations a la fréquence 1/¢ (& cause
de 'opérateur d’Helmholtz haute-fréquence A + n?/e?), il est naturel de considérer des
termes S. qui présentent le méme type d’oscillations : on souhaite décrire quantitativement
I'interaction entre les oscillations de u® dues a 'opérateur d’Helmholtz, et celles créés par
S; elle-méme. Comme de plus S; modélise une source de rayonnement (une antenne par
exemple), on se place dans I’hypotheése ou celle-ci est bien localisée en espace. Pour ces
raisons, on considere dans la suite deux types de termes S; :

e cas d’une source concentrée pres d’un point (source ponctuelle),

S.(2) = S (’;) . (4.3)

e 2
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e cas d’une source concentrée pres d’une surface (source surfacique),

5@ = % [Awen (i) s (222) doty) (4.4
_ Siq [ AG®)ex GW)S(“J“”) dt .

Nous détaillons nos notations. Dans tous les cas, les fonctions réelles S, ¢ et A sont
des données. On les supposera régulieres, et on prendra S et A suffisamment petites a
linfini (voir plus bas). Dans (4.4), I est une variété réguliere, de dimension p dans R?
(p < d). La mesure de surface euclidienne de T est notée do, et dans la deuxiéme égalité
de (4.4), on suppose que I' admet une paramétrisation globale v(t), ¢ parcourant RP.

Dans le premier cas, la source est concentrée dans un petit volume de taille € pres de
l'origine, et S joue le role d'un profil de concentration. Le préfacteur e3+9/2 donne ici la
taille critique pour laquelle I'interaction entre les oscillations de I'opérateur d’Helmholtz
A, +n?/e2, et celles de S., a un effet d’ordre 1 sur la solution u®, dans la limite olt £ — 0.
Dans le second cas, la source est concentrée dans un petit voisinage, de taille €, de la
surface I', et .S joue encore le role d’un profil de concentration. Fait nouveau, la source S;
porte dans ce cas un signal oscillant a la fréquence 1/¢, d’amplitude A(y) et de phase ¢(y)
au point y € I'. L’exposant ¢ critique dépend des dimensions d et p, ainsi que de certaines
hypotheses géométriques sur la phase ¢, et nous précisons sa valeur dans la suite.

Suivant une problématique tres classique, nous souhaitons décrire la propagation de
quantités quadratiques en u®, comme par exemple 1’énergie locale |u(z)|? (énergie portée
par le rayonnement au point x), dans la limite ou ¢ — 0. Comme l'ont montré les
travaux de Tartar [Ta], Lions et Paul [LP], Gérard, Markowich, Mauser, et Poupaud [Ge],
[GMMP] (voir aussi la synthese [Bu]), un outil pertinent dans ce cadre est fourni par la
transformation de Wigner : a la fonction fortement oscillante u°(z) on associe une fonction
fé(z, &) qui mesure, pour caricaturer, I’énergie portée par la fonction u®(z), au point z et
a la fréquence ¢ € RY. Mathématiquement, elle est définie comme,

£ i= [ exp iy u (o4 ed)ur (- b dy, (4.5)

ol la barre désigne la conjuguaison complexe. Comme u® varie sur des échelles d’ordre ¢,
les décorrélations = + ey/2 et © — ey/2 dans (4.5) permettent de “lire” les oscillations de
u® a cette échelle. Pour citer un exemple illustratif, si u® est un état WKB, c’est-a-dire
uf(x) = a(x)exp(ivy(x)/e), avec a et ¥ réguliers, il est classique d’affirmer que f¢(z,¢&)
tend, lorsque € — 0, vers la mesure |a(z)[25(¢ — Vi(z)) : au point x, 'énergie est, dans
ce cas, asymptotiquement égale & |a(x)|?, et elle est portée par les fréquences & = Vi) (z),
ce qui correspond a l’intuition.

La suite de cette section 4 est dédiée a la description du comportement limite de
fé(z, &) définie par (4.5) lorsque u® résoud (4.1), avec source donnée par (4.3) ou (4.4).

4.2 Asymptotique formelle ([15], [16])

Afin de mettre en évidence les mécanismes importants qui gouvernent le comportement
asymptotique de f€, nous commencons par citer ici un résultat formel de convergence de
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f¢, sans poser pour l'instant de conditions sur les différentes données n, I', S, A, et ¢,
du probleme. Nous énongons notre résultat, établi dans ([15], [16]), comme un Théoreme.
Néanmoins, les conditions précises de validité du Théoreme 4.1 sont données plus loin,
dans les Théoreme 4.2 et 4.3 au paragraphe 4.3 ci-dessous.

Nous commencons par préciser un point de notation.

Notation Pour un point y € I' donné, et un vecteur & € R%, nous notons,
(= +& e, T+T,T. (4.6)

Suwant le contexte, & sera considéré comme un vecteur de RP, ou bien un vecteur d’un

sous-espace de dimension p de RY, sans distinction dans Uécriture. Egalement, si T est
une variété linéaire, on pourra oublier lindexation par y et nous noterons simplement
=&+ &Y. Dans le méme esprit, nous noterons, pour y € T,

Voly) = V7ély) + V'o(y) € T,0 + T, T . (4.7)
Enfin, nous noterons systématiquement par g la transformée de Fourier d’une fonction g,
définie par, (&) = / exp(—iz - §)g(x) dx
Rd
Avec ces notations, nous annoncons le,

Théoréme 4.1 (résultat formel : voir Théorémes 4.2 et 4.3 pour les conditions
précises de validité) Soit u® une solution de (4.1), ou S; est donnée par (4.3) ou bien
(4.4). Soit f¢ donnée par (4.5). Alors f¢ converge, lorsque ¢ — 0, vers une mesure

f(2,€). De plus,
(i) (source ponctuelle) (/15]) Supposons S: donnée par (4.3). Alors la fonction f(x,§)
est l'unique solution de,

FOf €V + 3 Van?(@) - Ve = Qi 6) (4.9
ot Q1(z, &) est définie par,

Qi(w,€) = 8(x)d (€2 = n*(0)) SO . (4.9)

(ii) (source surfacique, régime propagatif)(/16/) Supposons S. donnée par (4.4).
Nous supposons de plus que la phase ¢ satisfait [’hypothése géométrique,

vyel, |V7o(y)f <n’(y). (4.10)
Alors, quitte a choisir,
q= W : (4.11)

dans (4.4), f(z,€) est l'unique solution de,

+0f—|—§-fo+%anz(x)'V5f:Q2(x,f), (4.12)
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ot Qa(x, &) est définie par,
Qa(w,€) = /F S —)3 (& — V7o) 3 (€ —n()) ISE)PIAW)Pdo(y) . (4.13)

(i7i) (source surfacique, régime résonnant)(/16/) Supposons S, donnée par (4.4).
Nous supposons de plus que la phase ¢ satisfait [’hypothése géométrique,

vyel, [V >n’(y). (4.14)
Alors, quitte a choisir,
4+d
g = +2+P7 (4.15)

dans (4.4), f(x,&) est donnée comme,
1S(©)PAW)
[IVo(y)|? — n2(y)]

(iv) (source surfacique, régime caractéristique) (/16/) Supposons S donnée par (4.4).
Nous supposons de plus que la phase ¢ satisfait ’hypothese géométrique,

Fa,6) = [ 8 = )6 (& - V7o(w) do(y) (4.16)

vyel, [Vigy) =n(y). (4.17)

Nous supposons enfin que I' est une variété linéaire. Alors, quitte a choisir ¢ = (44 3d +
p)/4, on peut identifier la limite f de maniére analogue aux points (ii) et (iii).

Avant de donner une esquisse de preuve du Théoreme 4.1, nous donnons quelques
commentaires qui nous semblent importants :
1- (Condition de radiation) Les résultats (i) et (ii) affirment que f satisfait une équation
de transport, ce qui est tres classique dans ce contexte [LP]. Plus précisément, dans ces
cas I’énergie se trouve étre transportée par les rayons de 'optique géométrique,

X'(t)==(t), X(0)=z, (4.18)
=(1) = 5Ver® (X(1) . (0) =€

(1]

Dans cette perspective, le terme +0f dans (4.8) et (4.12) spécifie une condition de radiation
a linfini pour f, qui est la trace, a la limite, de la condition de radiation mise au départ
sur u°. Ce terme définit f comme la limite lorsque n — 0 de I'unique solution f, de
+nfy+---=Qk (k=1 ou 2), ou bien, alternativement, par,

+o0

[z, ) = ; Qr (X(s),E(s)) ds . (4.19)

2- Bien que le transport de I'énergie se fasse suivant les rayons de 'optique géométrique
dans (4.8) et (4.12), le terme de source Q. (k =1 ou 2), qui est la trace, a la limite, du
second membre S; dans (4.1), ne peut en revanche étre obtenu par des techniques de type
optique géométrique.
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3- L’équation (4.8) affirme que I'énergie f se propage dans le milieu d’indice n, tout en
étant alimentée par un terme source qui est (a) concentré en espace au point z = 0, et
(b) concentré sur les fréquences ¢ telles que €2 = n2(0). Le facteur |S(€)[? agit comme
une modulation. Le point (a) est bien str conséquence de la concentration de S; en z = 0
dans I’équation d’Helmholtz originale. Le point (b) traduit que l'opérateur d’Helmholtz
haute-fréquence A, + n?/e? force u® & osciller a la fréquence n/c.

4- De méme, le terme source Q2 dans (4.12) est naturellement concentré en espace sur
la surface I', repérée par le point courant y (c’est le sens du facteur d(z — y)). Il est
aussi concentré sur les fréquences ¢ telles que €2 = n?(y). La raison de ces deux faits est
la méme que dans le cas d’une source ponctuelle. Il apparait néanmoins un phénomene
nouveau dans le cas d’une source surfacique : le long de la surface I', la source S; définie
par (4.4) présente dans ce cas des oscillations de la forme A(y) exp(i¢(y)/e), qui ont lieu en
quelque sorte dans la direction tangentielle a I'. Dans la limite haute-fréquence, celles-ci
se trouvent alimenter de maniere sélective les fréquences & telles que £7 = V7¢ (c’est le
sens du terme §(§7 — V7¢(y)) dans (4.13)).

5- Le cas d’une source surfacique possede la spécificité de créer, a la limite, un terme
source qui sélectionne les ¢ tels que la double condition €2 = n? et £ = V"¢ est vérifiée.
Ceci explique I’émergence naturelle de trois régimes différents : dans le cas résonnant
par exemple, cette double condition ne peut étre satisfaite, et il se trouve que ce sont les
oscillations liées a l'opérateur d’Helmholtz qui dominent (c’est le sens de (4.16)). Pour
cette raison, et par comparaison au cas propagatif, il est alors nécessaire d’amplifier le
terme source S, pour “voir” son effet asymptotique (c’est pourquoi I'exposant fourni par
(4.15) est plus grand que celui de (4.11)). Une deuxiéme conséquence est que, dans le
cas résonnant, et contrairement au cas propagatif, I’énergie f elle-méme est entierement
concentrée sur la surface I' (voir (4.16)) : elle ne se propage pas.

6- la distinction entre régimes propagatif, résonnant, et caractéristique, est semblable a la
distinction entre rayons hyperboliques, elliptiques, et “glancing”, qui apparait en théorie
semi-classique dans les domaines possédant un bord ([Mi], [GL], [Wil]).

Esquisse de preuve du Théoréme 4.1

On se restreint ici aux cas (i) et (ii), les autres cas étant obtenus similairement.
Premiéere étape

On commence par effectuer une transformation de Wigner sur 1’équation d’Helmholtz
(4.1). On obtient facilement,

o fT+ & Vo f* + 0% (2,8) *¢ [7(2,6) = Qe(x,§) (4.20)

ou *¢ désigne la convolution en &, et I'on a,

51%(2,€) ~ 3 Van®(@) - Ved(E) (4.21)

e—
Q:(x, &) = dm/d exp(—iy - £)S: (x + 63) us (x - 53) dy . (4.22)
R
L’idée est des lors la suivante : on souhaite a priori calculer la limite de f©, une quantité

quadratique en u®. Néanmoins ’équation (4.20) (jointe & (4.21)) ramene manifestement
cette question au calcul de la limite du terme source Q). défini par (4.22), et c’est une
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quantité linéaire en u®. On s’attache donc dans la suite a (a) “résoudre” 1’équation (4.1)
en u®, (b) reporter la “valeur” de u® obtenue dans I’équation (4.22) et passer a la limite.
L’étape (b) revient a quantifier précisément 'interaction entre les oscillation de u® d’une
part, et les oscillations de S; d’autre part, pour des valeurs de x “proches” du support de
S (c’est-a-dire proches de l'origine, ou, respectivement, de la surface I'). La réalisation de
ce programme nécessite de distinguer le cas d’une source ponctuelle et le cas d’'une source
surfacique.

Deuziéme étape (cas d’une source ponctuelle)
En raison du profil de concentration S. dans (4.3), on introduit la fonction auxiliaire
suivante,

w(z) := V28 (ex) | (4.23)

qui prend en compte le comportement de u® dans un voisinage de taille € de 1'origine.
Par un changement de variable x — x/¢ dans (4.22), on se convainc que . se concentre
asymptotiquement a 'origine, et se comporte plus précisément comme,

Qc(w.€) ~ d(a) Im (S(©)@7(9)) - (4.24)
Il reste donc & caractériser la limite de w®. Or, par (4.1), w® est solution de,
+iccew® + Agw® + n?(ex)w® = S(x) . (4.25)
Ainsi, formellement, w® ~ w, ou,
+ 0w + Aw + n?(0)w = S(z) . (4.26)

Ici, le terme +i0w spécifie w comme la limite lorsque n — 0% de w,;, solution de +inw,, +
Aywy +n2(0)w, = S(z). Cest la trace,  la limite, du terme +icccw® dans (4.25).
L’équation asymptotique (4.26) donne alors,

o S
w(g) = €2y n2(0) +i0

(4.27)

et en reportant (4.27), (4.24), (4.21) dans (4.20), on obtient le point (i) du Théoreme 4.1.
En vertu de I’égalité bien connue 1/(x +1i0) = mpv(1/z) —id(z), on voit en particulier que
la masse de Dirac § (€2 — n?(0)) dans le terme source Q1 (4.9) provient bien de I'opérateur
d’Helmholtz.

Remarque 4.1 Nous mentionnons tout de suite que la justification mathématique rigoureuse
du passage a la limite de (4.25) a (4.26) constitue une difficulté clé de ce travail. Pour cari-
caturer, disons que ’équation (4.25) affirme que w*® est solution de Ay w®+n?(ex)w® = S, et
que, lorsque z tend vers I'infini, on a la condition aux limites (z/|x|)-V w®—in?(ex)w® — 0.
De méme, I’équation (4.26) affirme que w est solution de A w+n?(0)w = S, et que, lorsque
x tend vers l'infini, on a la condition aux limites (z/|z|) - Vzw —in?(0)w® — 0. (voir [Zh]).
Avec ce point de vue, il est facile de passer rigoureusement a la limite de (4.25) a (4.26)
lorsqu’on “oublie” la condition de radiation a l’infini, Il est en revanche tres difficile de
garder trace de la condition de radiation pour la limite w de w®. En effet, dans le cas
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général, n(0) # lim,_,oo n(x). Le probleme soulevé ici n’est que partiellement résolu a ce
jour (voir les Théorémes 4.2 et 4.3). Signalons toutefois que le passage a la limite de (4.25)
a (4.26) est facile lorsque l'indice de réfraction n(x) est constant. On peut en effet dans
ce cas inverser explicitement l'opérateur d’Helmholtz, par transformée de Fourier (voir
(4.27)).

Troisieme étape (cas d’une source surfacique)

La démarche est analogue au cas d’une source ponctuelle. Cette fois-ci, pour chaque point
y € I', on met en évidence les concentrations et oscillations de u® pres de y, en introduisant
la fonction auxiliaire,

wy () = eld=P=D/2y% (y 4 ex) exp (—i ¢(€y)> . (4.28)

On a d’abord un résultat semblable a (4.24) : compte-tenu de la valeur de S; (4.4), et de
(4.28), on voit que la source Q). se concentre sur la surface I', et plus précisément,

Qu(w.6) I [ 3 =) ([ AWSOTE de) doty). (4.29)

€

(comparer avec (4.24)). Ainsi, il nous reste & caractériser le comportement limite de wy,

pour chaque valeur de y. On a a ce stade une équation analogue & (4.25),

tieaswy(z) + Agwy(z) + n?(y + ex)wy(x) = (4.30)
1 A(z)S <;U + y;z) exp (th(y)—(b(z)> do(z) .

eP Jr 5

On passe alors formellement & la limite dans tous les termes de cette équation (y compris
la condition de radiation). L’intégrale sur I' au second membre de (4.30) devient une

intégrale sur le plan tangent 7}, I". On obtient ainsi la convergence wj, ~ wy, ou,

+ 0wy + Agwy(x) + n2(y)wy(m) = A(y) - S(x+7)exp (it -VTo(y)) dr . (4.31)

Une nouvelle fois, cette équation se résout en w,, et I’on obtient,

,(6) = AW)S(©) 6 (& - V'o(y)) ——— (4.32)

n?(y) — &2 +i0
En reportant (4.32) et (4.29) dans (4.20) on montre le point (ii) du Théoreme 4.1. On
notera en particulier que les masses de dirac § (€2 — n%(y)), et 0 (7 — V7 ¢(y)), dans le
terme source Q2 (4.13), proviennent respectivement de 'opérateur d’Helmholtz, et de
I'intégrale sur le plan tangent T,I" qui apparait dans (4.31). O

4.3 Résultats précis de convergence ([15], [16])

La justification mathématique complete du Théoreme 4.1 repose d’une part, bien sur, sur
les calculs déja présentés dans le paragraphe 4.2, mais aussi sur :

1- 'obtention de bornes uniformes en € pour les suites u° solutions de (4.1). Alterna-
tivement, il s’agit d’obtenir des estimations sur les suites w® (cas d’une source ponctuelle),
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respectivement w; (cas d’une source surfacique), introduites plus haut (voir (4.23) et
(4.28)).

2- I’obtention de bornes sur la fonction de Wigner f¢ naturellement associée a u®.

3- la justification du passage a la limite de (4.25) a (4.26) lorsque ¢ — 0 dans le
cas d’une source ponctuelle (respectivement, de (4.30) & (4.31) dans le cas d’une source
surfacique). Comme nous ’avons déja souligné, toute la difficulté réside ici dans l’analyse
de la condition de radiation a l'infini (voir remarque 4.1).

A I’égard de toutes ces questions, il est tres naturel de distinguer les cas d’une source
ponctuelle et d’une source surfacique. Dans le premier cas en effet, ’équation (4.1),
sur laquelle on souhaite passer a la limite, possede une homogénéité particuliere via le
changement de variables z — z/e. Ce point permet d’établir des résultats moins restrictifs
lorsque la source est ponctuelle. En particulier, soulignons que le Théoreme 4.2 inclut des
indices de réfraction n(z) variables, alors que le Théoreme 4.3 est restreint au cas d’indices
n(x) constants.

Avant d’énoncer nos résultats, nous introduisons les espace fonctionnels pertinents en
vue d’obtenir des bornes sur u®,

Définition 4.1 On définit la boule C_y := {x € R? / |x| < 1/2}, et, pour tout j € N, les
couronnes Cj := {x € R? / 2071 <|z| < 27}. Soit maintenant s € R. Alors, on définit
Uespace Bs(R?) comme I’ensemble des fonctions u € L2 _(R?) telles que,

loc
oo 1/2
|lullB, == Z 27¢ </ |u(z)|? dm) < 400. (4.33)
i=1 i
Le dual B* , de B est défini par sa norme,
1/2
|ul|g= = sup 27° </ |u(z)|? dm) < 400 (4.34)
> Cj
On introduit enfin lespace L2(R?) par,
1/2

lullzz == (/Rd (1+2?) Ju@)P ds) | (4.35)

L’usage des espaces B, qui sont des espaces de type L? & poids, est tres classique dans
I’analyse de 'opérateur d’Helmholtz, et en théorie du scattering quantique. Il repose sur
le fait simple suivant : pour un indice de réfraction constant (pour tout z, n(x) = ng avec
ng # 0), la résolvante (A, +ng +40) ™! est continue de By /5 dans B*, 5. Nous renvoyons
a [AH], et plus récemment & [PV] pour l'estimation correspondante dans le cas d’indices
variables.

Avec ces notations, nos résultats sont les suivants,

Théoréme 4.2 (cas d’une source ponctuelle)([15])
Soit u® la solution de (4.1) avec second membre donné par (4.3). Soit f¢ la transformée
de Wigner de u®, donnée par (4.5). Soit enfin w® définie par (4.23). On suppose :
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e Vn2(x) est une fonction continue qui appartient a L?V pour un N suffisamment
grand, et telle que la partie négative (z - Vn?(x))_ est “petite” (voir [PV] et [15]). De
plus, pour tout © € R, 0 < nypin < n(x) < npaz-

eS¢ L%\f pour un N suffisamment grand.

Alors,

(i) w® et u® sont uniformément bornées dans Bf1/2. Egalement, f¢ est bornée dans un
espace de distributions.

(ii) (condition de radiation) la solution w® de (4.25) converge faiblement vers w, solution
de (4.26) dans les trois cas suivants : (a) n(z) est une fonction radiale décroissante, (b)
n(x) est de la forme no(z) + co ot ¢y est une constante réelle, et no(z) est un profil fize,
auquel cas la convergence w® — w a lieu pour presque tout cg, (¢) n(x) est une constante.

(iii) Sous I’hypothése que w® converge faiblement vers w, la suite f¢ converge faiblement
vers une mesure localement finie f(x,&) solution de (4.8). La condition de radiation pour

f est satisfaite faiblement, dans le sens suivant : pour tout R(z,&) € C° (RQd\{é’ = 0}),
et toute solution g(x,€) de —0g+ & -V, =R, on a,

o F@ R, dads = (4.36)

— [ 3V @) Veglaw, ). dod + [ | Q1w g(a6) dods
Remarque 4.2

1- Les hypotheses faites sur n dans le Théoreme 4.2 sont tres faibles, dans la mesure ou
elles ne permettent méme pas de définir les rayons de l'optique géométrique (4.18). Elles
proviennent du travail [PV], ou il est montré qu’elles suffisent pour obtenir des bornes
uniformes sur les opérateurs (A, + n?(z) + ia)fl de By/y dans Bi1/2. Le Théoreme 4.2
repose donc de maniére essentielle sur les estimations obtenues dans [PV].

2- Dire que I'équation (4.8) est satisfaite faiblement signifie que I’égalité a lieu lorsqu’on
la “teste” contre une fonction g(x, &) € C°(R??). Le point (iii) du Théoreme 4.2 indique
que la méme égalité a encore lieu lorsqu’on la teste contre des fonctions de la forme
g(z,§) = 0+°° R(z — £s,&) ds, solution de —0g + & - V,g = R, avec R comme ci-dessus.
Une telle fonction g n’a pas la propriété de support compact, puisqu’elle est constante
(non nulle) dans des demi-espaces de R??.

Théoréme 4.3 (cas d’une source surfacique)(/16])
Soit u® la solution de (4.1) avec second membre donné par (4.4). Soit f€ la transformée
de Wigner de u®, donnée par (4.5). Soit enfin, pour tout y € I', wy, définie par (4.28).
On suppose :
e lindice de réfraction est constant, c’est-a-dire, n(x) = ng # 0, pour tout x € R4,
o [a surface I' est une variété affine.
e Se L?V pour un N suffisamment grand. L’amplitude A et la phase ¢ sont régulieres,
et A est a support compact.
Alors,
(i) wy, est bornée dans Bi(p—‘,—l)/Q’ uniformément par rapport a y et €. Conséquemment,
f€ est bornée dans un espace de distributions.
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(ii) dans le régime propagatif (voir Théoréme 4.1), la suite f€ converge faiblement vers
une mesure localement finie f(x,&) solution de (4.12). La condition de radiation pour f
est satisfaite faiblement, dans le sens du Théoréme 4.2. Des énoncés analogues ont lieu
dans le cas résonnant et le cas caractéristique.

Remarque 4.3

1- Le Théoreme 4.3 est limité au cas d’'un indice constant. Comme on l’a dit, cette
hypothese correspond a une difficulté profonde. En revanche, ’hypothese que I' est une
variété affine, qui simplifie grandement la géométrie du probléeme, peut étre levée, au prix
d’une analyse géométrique plus fine. C’est I'objet d’un travail en cours avec O. Runborg
[17].

2- La régularité Bf(p +1y/2 SUr wj, est optimale.

3- I'hypothese de support compact sur A, qui signifie que la source S. est elle-méme
localisée, est naturelle.

Esquisse de preuve des Théorémes 4.2 et 4.3
Premieére étape (source ponctuelle) : obtention de bornes sur u®, w®, f¢
Les estimations uniformes de [PV] donnent immédiatement, grace a 'homogénéité de 1’é-
quation (4.1) avec source ponctuelle (4.3), que u® et w® sont uniformément bornées dans
i1/2'
Pour en déduire une borne sur f¢, on écrit, par définition de f¢ (4.5), et pour une
fonction test ¥ (z, &) € C°,

/R?d [ (@, §)b(x, €) dad§ = /de ut (g; + e‘g> Mq}(z,y) dedy . (4.37)

Ici, @Z désigne la transformée de Fourier de v dans la variable £. On observe maintenant
que la borne Bil/Q sur uf fournit une borne L? & poids sur uf (u° € L271/276 pour tout
d > 0). On découpe alors l'intégration en (z,y) dans (4.37) suivant les tailles respectives
de x et de ey. Dans chaque zone, on utilise la borne L? & poids sur u®. Ceci permet de
borner le second membre de (4.37) indépendamment de £, grace a une norme fixe de . 1l
en résulte que f¢ est bornée dans un espace de distribution que nous ne décrivons pas ici.

L’idée de borner par un procédé de dualité la transformée de Wigner de fonctions de
type L? remonte & [LP].

Deuziéme étape (source ponctuelle) : conclusion
Nous renvoyons a [15] pour la preuve du point (ii) du Théoreme 4.2, et nous nous concen-
trons sur ’énoncé (iii).

Comme indiqué dans la remarque 4.2, la difficulté principale dans la preuve du point
(iii) réside dans ’établissement de la condition de radiation sous sa forme faible (4.36).
Pour cela, on commence par tester effectivement f° contre une fonction R(z,&) comme
dans I’énoncé du Théoréme 4.2. On utilise que f* satisfait 1’équation (4.20), et on procede
par dualité. On cherche alors & passer directement & la limite dans la formulation duale
de (4.20) ainsi obtenue, avec le but d’obtenir (4.36) lorsque ¢ — 0.

Pour l'essentiel, la difficulté principale consiste & montrer la convergence,

[0y @@, )9-.€) dods — [ Qu(a,€)g(a.) dod (438)
R2d E— R2d
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ou g est comme dans le Théoreme 4.2, et g. satisfait,

—Qeg: +&-Vege =R . (4.39)
(Alternativement, g.(z,&) =[5> exp(—aes)R(x — &s,&) ds). Pour simplifier encore un
peu, on est ramené ainsi & borner, indépendamment de ¢, des intégrales du type (4.37)
avec 1 remplacée par g.. Il est important de noter qu’une telle borne est fausse si I’on
remplace directement v par g dans (4.37), car g ne présente aucune décroissance dans
certaines régions de 'espace. Ce défaut de décroissance est en revanche compensé par le
facteur d’amortissement exponentiel —a.g. de (4.39). C’est la qu’apparait la contrainte
technique o > €7 de (4.2), qui dit que e ne peut pas étre “trop petit”. En utilisant
judicieusement ce fait, et en utilisant une nouvelle fois les bornes L? & poids sur uf, on
peut appliquer les méthodes de la premiere étape et conclure.

Troisieme étape (source surfacique) : obtention de bornes sur wy,
L’obtention de bornes sur wy constitue la difficulté principale du Théoreme 4.3. On se
limite ici au régime propagatif.

L’analyse formelle du paragraphe 4.2 indique que, dans la limite ou ¢ — 0, wf se

Y
comporte comme,

1
n3 —&+i0 "’

~

@5(6) ~ AW)S(E) 3 (5 - Vo))

e—0

(4.40)

(voir (4.32)). L’hypothese que I est une variété affine permet d’abord de préciser ’asymptotique
(4.40) de maniere quantitative. L’obtention de bornes sur wy, repose des lors sur le traite-
ment de la double singularité en 2 = nZ et &, = V7d(y) dans (4.40).

L’hypothese de régime propagatif affirme que les surfaces {¢2 = n2} (qui est une sphere)
et {¢€7 = V7¢(y)} (qui est une variété affine de dimension p) s’intersectent transversale-
ment. On distingue donc naturellement, dans (4.40), les valeurs de & suivant que £ est
“loin” ou “pres” de I'une ou 'autre de ces surfaces, et le cas le “pire” étant celui ou £ est
“pres” de 'intersection de ces dernieres. L’hypothese de transversalité permet alors de se
placer localement dans un nouveau repere, de coordonnées notées par =, ou la sphere est
décrite par I’équation =1 = 0, et 'autre surface est 5 = --- = 5,41 = 0. Dans ce repere
local, wy se comporte comme,

@(E) ~ AW)S(E) 5 (Zy) -5 (1)

: (4.41)

=1 +1i0

L’obtention de bornes uniformes sur w;, est donc ramenée a la question suivante : pour

une régularité donnée de S , quelle est la régularité, dans la variable =, du second membre
de (4.41) 7 En d’autres termes, il s’agit de montrer un Théoréme de trace permettant
d’assigner une certaine régularité a la trace de g(E), sur la surface =1 = 25 = .-+ =
Zp+1 = 0, de codimension p + 1.

A ce stade, on adapte un argument dia a Agmon et Hérmander [AH], qui permet
d’affirmer,

HJ—"I (3@5@) 0@ =) <|sl,, - (1.42)

L o))z
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Ici, F~! désigne la transformée de Fourier inverse. Ainsi, 'opération de “prise de trace”,
en variables de Fourier, sur des variétés linéaires de codimension p + 1, est continue de
B(p41)/2 dans son dual. Par (4.41), w;, possede donc, au moins localement et dans un
repere adapté en variables de Fourier, la régularité Bf(p +1)/2° L’invariance des normes B,
et B*, par changement de repere et troncature (en variables de Fourier), permet alors de
passer d’estimations locales de la forme (4.42), & une estimation globale sur wy, via les
formules (4.40) et (4.41), et l'on a,

3
|5

<C, (4.43)

BZ (p11y/2

ol C' est indépendante de y et €.

Quatrieme étape (source surfacique) : conclusion
De la borne (4.43) sur wy, et de la définition (4.28) de wy, on déduit aisément une borne
uniforme sur u® dans B* ) 5. En procédant alors comme dans (4.37), on en déduit une
borne uniforme sur f¢ dans un espace de distributions que nous n’écrivons pas.

Pour l'obtention de (4.12), on proceéde comme dans le cas d’une source ponctuelle (deu-
xieéme étape ci-dessus) : on utilise que f¢ satisfait (4.20), et on passe a la limite par dualité.

Les difficultés sont essentiellement les mémes que dans le cas d’une source ponctuelle. O
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5 Appendice : effets dispersifs dans les équations de Vlasov
et de Schrodinger ([1], [2], [3], [4], [5], [6])

Nous regroupons ici en appendice ’essentiel des résultats obtenus dans le travail de these.

Les travaux [1] & [6] visent & approfondir I’analogie de structure entre 1’équation de
Schrodinger de la Mécanique Quantique et les équations cinétiques de la Mécanique Clas-
sique (équation de Vlasov), au-dela des limites déja connues lorsque la constante de Planck
h tend vers 0 (limite semi-classique). Cette analogie repose sur les propriétés dispersives
des deux équations, et permet d’exhiber des effets régularisants nouveaux dans les équation
cinétiques, qui sont pourtant réversibles dans le temps. Plus précisément, on sait que
’équation de Schrodinger posée sur 1) := 9 (t,z) (t € R, 2 € RY),

ihow /Ot = B2 Az + non-linéarité | (5.1)

"converge” quand h tend vers 0 vers I’équation de Vlasov posée sur f(t,z,v) (t € R,
(z,v) € RN x RY),

Of /0t +v -V, f = non-linéarité , (5.2)

(voir [LP], [GMMP]). Ces deux équations ont en apparence des structures tres différentes,
Vopérateur ihd; — h®’A, tendant & générer des oscillations de la fonction d’une variable
d’espace (t,z) € L?(x), quand l'opérateur d; + v - V, incite & regarder des phénomenes
de transport selon le flot d’un Hamiltonien pour la fonction de deux variables d’espace et
de vitesse f(t,z,v) € L'(z,v). Néanmoins, grace aux propriétés communes de dispersion
de ces deux équations, mon objectif est d’éclairer en quoi celles-ci peuvent étre étudiées
a l'aide d’outils tres semblables, et d’en déduire des résultats nouveaux tant au niveau
Schrédinger qu’au niveau cinétique, comme je le décris ci-dessous. 1l est & noter que ce
point de vue a déja été adopté dans de nombreux travaux, parmi lesquels on peut citer
[LPel], [Col].

Dans un premier travail ([1], [2]), je considere un systeme infini d’équations de Schrédinger
non-linéaires couplées. Ce systeme décrit, au niveau quantique, 1’évolution d’un ensemble
de particules chargées soumises a l'interaction coulombienne avec les particules voisines ;
il est fréquemment utilisé pour la modélisation des phénomenes quantiques dans les semi-
conducteurs. Ici, la fonction d’onde (¢, z) prend ses valeurs dans un espace de Hilbert
de dimension infinie. Dans ce modele, je démontre d’abord ’existence et 'unicité d’une
solution pour le probléme de Cauchy dans un cadre L? (les particules ont une masse totale
finie), améliorant ainsi la théorie H! (énergie cinétique finie) développée dans [ILZ], [Arn].
Ce travail fait appel a des résultats connus dans le cas ou ¢ prend ses valeurs dans C ([Cz],
[GV]), et nécessite une estimation de type Strichartz sur les fonctions ¢ a valeurs Hilbert
(¢ € I?(C)). Cette estimation constitue la principale difficulté de I'article, et utilise des
outils d’analyse harmonique et d’interpolation. Puis je démontre divers effets régularisants,
ainsi que diverses estimations de décroissance de 9 (t,x) quand ¢ — oo. Dans ces effets
régularisants, j’estime en particulier ’explosion des normes " plus régulieres” lorsque ¢ — 0.
Le point clé dans tous ces résultats est le caractere dispersif de 'opérateur de Schrodinger
libre 0y —iA;, donné par la décroissance explicite en temps de certaines normes liées a cet
opérateur.
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Ce travail, valable au niveau Schrédinger, pose naturellement deux questions lorsque
’on fait ’analogie semi-classique (Cf (5.1)-(5.2)) : que deviennent les inégalités de Strichartz
au niveau cinétique (équation de Vlasov) ? Qu’advient-il des effets régularisants ci-dessus
lorsque A — 07

La premiere question est I'objet d’un article en collaboration avec B. Perthame ([3]).
Soit en effet fO(x,v) € L% x,v) pour un a > 1, et f(¢,z,v) la solution de I’équation de
Vlasov linéaire avec donnée initiale fO :

Of+v-Vaf=0. (5.3)

On a la formule explicite f(t,z,v) = f%(z — vt,v), et la seule borne a priori évidente sur
fest alors : || f(t,2,0)|| Loy < I1f%(2,v)|| Le(s)- Néanmoins nous montrons le résultat
suivant : la densité p'(t,z) := [ fO(z — vt,v)dv appartient & 'espace L9(t; LP(x)) pour
certains exposants ¢ et p (p > 1). La difficulté est que cette densité n’est pas définie pour
tout ¢, mais seulement presque partout. Notons que cette estimation remarquable, bien
qu’elle semble liée aux Lemmes de Moyenne ([DPLM]), aux effets dispersifs ([LPel]), et
aux estimations de Strichartz valables au niveau quantique ([Cz], [1], [2], [GV]), est en fait
indépendante de tous ces outils. La encore, c’est le caractere dispersif de 'opérateur de
transport libre d; + v - V, qui est a la base de ces estimations.

Pour répondre a la deuxieme question, je considere dans [4] I'équation de Vlasov-
Poisson, limite semi-classique du systeme de Schrodinger décrit plus haut. Il s’écrit, en
dimension 3 d’espace (t € R, (z,v) € R? x R3) ) :

atf(t7xav) +v- v:tf - vxv(t’ :E) . vvf =0 )
avec : V(t,z) = j:|i| *g p(t, ), (5.4)
et s plt,x) = J, f(ta,v)dv,

pour la donnée initiale fO(x,v) € L' L*®(x,v). De maniere standard, la résolution
de ce probleéme non-linéaire se raméne a l'obtention de bornes LP sur la densité p(t, )
pour certains exposants p > 1, en fonction de I'inconnue f. Comme dans (5.3), la seule
borne évidente est f(t,z,v) € L>®(t; L' L>®(x,v)), ce qui ne fournit guére mieux que
p(t,x) € L>=(t; LL). L'outil classiquement utilisé pour palier & ce défaut repose alors sur la
conservation de I’énergie, qui fournit une borne sur la quantité [, v2f(t,z,v)dzdv (énergie
cinétique) et permet de déduire des estimations du type : || b(t, z)||» < Cste, pour
certains p > 1. La quantité [v?f est I'analogue de la norme H' au niveau de I'’équation
de Schrddinger. Par analogie avec le cas quantique (Cf [1], [2]), je montre des lors dans [4]
comment ’on peut se débarrasser de ’hypothese d’énergie cinétique finie dans ’équation
de Vlasov-Poisson. Plus précisément, si la donnée initiale fO(x,v) possede des moments
dans la seule variable d’espace : [ |z|™ f%(z,v)dxdv < oo pour un m > 0, je montre que 'on
peut construire une solution f (¢, z,v) qui satisfait X,,(t) = [, , [z —vt[" f(¢, 2, v)dzdv < o0
pour tout temps ¢t (propagation des moments en espace). On en déduit immédiatement
des estimations singulieres en temps, du type : [|p(t, )|/ » < C- t=% au voisinage de t = 0
(effet régularisant), pour certains p > 1 et 6 > 0. Physiquement, les particules d’énergie
cinétique trop grande ”partent a l'infini” de maniere instantanée, ce qui régularise le
probleme. La difficulté dans cette analyse est bien sir de résoudre le probleme de Cauchy
alors que toutes les normes ”explosent” & 'instant initial, et I’estimation clé de ce travail
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est en effet une estimation de Gronwall dans un cas ”limite”,

%Xm(t) <t X (1) log Xon(1) |
pour un certain € > 0. A cet égard, ce travail se situe dans le prolongement naturel
des résultats fondamentaux de P.L. Lions et B. Perthame [LPe2], ou un probleme de
propagation de moments est traité dans le cas régulier d’énergie cinétique finie, et de B.
Perthame [Pe] ol une solution singuliere de Vlasov-Poisson est exhibée a l'aide d’une loi
de conservation spécifique pour la quantité Xs(t).

La encore, c’est la structure dispersive de I'opérateur de transport d; + v - V; qui est
a la base de ces estimations, et il est naturel deés lors de chercher a exhiber des effets
régularisants semblables dans des cas ou l'opérateur de transport est perturbé. Ainsi,
le travail ci-dessus est étendu dans [5], ou je construis des solutions singuliéres (énergie
cinétique infinie) du systeme de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP), ou apparaissent
des termes perturbateurs de Laplacien en vitesse et de friction. Ce systeme s’écrit,

O f(t,x,v)+v-Vaf —divy(vf) =V V(t,x) - Vof —Apf =0, (5.5)

et le potentiel V' est donné par ’équation de Poisson comme dans (5.4). Cette équation
décrit I’évolution classique d’un ensemble d’électrons en interaction Coulombienne (comme
le systeme de Vlasov-Poisson) ot interviennent de plus des collision aléatoires entre électrons
(terme de diffusion —A,). Celles-ci ont pour effet de mieux répartir les vitesses des
électrons. Je montre la un effet régularisant beaucoup plus fort que dans ’équation de
Vlasov-Poisson ci-dessus, dans ’esprit des travaux de F. Bouchut sur le systeme VPFP
avec énergie cinétique finie [Bou|. La nouveauté dans ce résultat consiste d’abord & dériver
une loi de conservation originale sur un certain moment de f, analogue aux quantités X, (t)
invoquées plus haut. On en déduit des estimations du type : [|p(t, )|z < C'- =9 au voisi-
nage de t = 0, pour p variant entre certaines bornes finies, et ces estimations traduisent un
effet de dispersion par le terme de transport 0; + vV,. Puis 'on exploite I’hypoellipticité
de l'opérateur de Fokker-Planck v-V, — A, (Cf [H62]), ce qui permet, comme dans [Bou],
d’obtenir des estimations L*° et méme Holder sur la densité macroscopique p. Il est a
noter que 'obtention d’une telle borne L* est un point crucial dans ce type d’équations.
Une synthese sur les travaux présentés ci-dessus est faite dans [6].
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6 Travaux de l’auteur ou en collaboration, classés par the-
mes

1- Questions de régularisation par effet dispersif dans des équations de type
Schrodinger ou Vlasov

[1] F. Castella, L%-solutions to the Schridinger-Poisson System : Existence, Uniqueness,
Time Behaviour, and Smoothing Effects, Math. Mod. Meth. Appl. Sci., Vol. 7, N. 8, pp.
1051-1083 (1997).

[2] F. Castella, L%-solutions to the Schridinger-Poisson System : Existence, Uniqueness,
Time Behaviour, and Smoothing Effects, C. R. Acad. Sci., t. 323, sér. I, p. 1243-1248
(1996).

La note [2] est une annonce de [1].

[3] F. Castella, B. Perthame, Estimations de Strichartz pour les Equations de transport
Cinétique, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 322, Série I, p. 535-540 (1996).

La note [3] est un travail a part entiere et ne fera pas l'objet d’une publication
ultérieure.

[4] F. Castella, Propagation of space moments in the Vlasov-Poisson Equation and further
results, Ann. I.H.P., Anal. NonLinéaire, Vol. 16, N. 4, p. 503-533 (1999).

[5] F. Castella, The Viasov-Poisson-Fokker-Planck System with infinite kinetic energy,
Indiana Univ. Math. J., Vol. 47, N. 3. p. 939-964 (1998).

[6] F. Castella, Effets dispersifs dans les équations de Schroedinger et de Vlasov, Séminaire
E.D.P., Ecole Polytechnique, Exp. No. XXIV, 14 pp., 1997-1998.
Le texte [6] constitue un article de synthese des travaux [1] & [5].

2- Sur la convergence de I’équation de Von Neumann vers 1’équation de Boltz-
mann

[7] F. Castella, On the derivation of a Quantum Boltzmann Equation From the periodic
Von-Neumann equation, Math. Mod. An. Num. Vol. 33, N. 2, pp. 329-350 (1999).

[8] F. Castella, P. Degond, Convergence de l’équation de Von Neumann vers ’équation de
Boltzmann Quantique dans un cadre déterministe, C. R. Acad. Sci., t. 329, sér. 1, pp.
231-236 (1999).

La note [8] annonce une forme plus faible du résultat présenté dans [9].

[9] F. Castella, From the Von Neumann equation to the Quantum Boltzmann equation in
a deterministic framework, J. Stat. Phys., Vol. 104, N. 1/2, pp. 387-447 (2001).

[10] F. Castella, From the Von-Neumann equation to the Quantum Boltzmann equation II:
identifying the Born series, 19 pp., a paraitre dans J. Stat. Phys. (2002).
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[11] F. Castella, A. Plagne, Non-derivation of the Quantum Boltzmann equation from the
periodic Von-Neumann equation, 49 pp., Preprint soumis (2001).

[12] F. Castella, A. Plagne, A distribution result for slices of sums of squares, Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc., Vol. 132, N.1, pp. 1-22 (2002).

[13] F. Castella, Résultats de convergence et de non-convergence de l’équation de Von
Neumann périodique vers l’équation de Boltzmann quantique, Séminaire E.D.P., Ecole
Polytechnique, exposé N. XXI, 18 pp., 1999-2000.

Le texte [13] constitue un article de synthese des travaux [7] a [12].

3- Convergence d’une équation de Von Neumann vers une équation de type
Fokker-Planck

[14] F. Castella, L. Erdos, F. Frommlet, P.A. Markowich, Fokker-Planck equations as
Scaling limits of Reversible Quantum Systems, J. Statist. Phys., Vol. 100, no. 3-4, pp.
543-601 (2000).

4- Analyse haute-fréquence de I’équation d’Helmholtz

[15] J.D. Benamou, F. Castella, Th. Katsaounis, B. Perthame, High frequency limit in the
Helmholtz equation, 27 pp., & paraitre dans Rev. Mat. Iberoam.

et Séminaire E.D.P., Ecole Polytechnique, exposé N. V, 27 pp., 1999-2000.

[16] F. Castella, B. Perthame, O. Runborg, High frequency limit of the Helmholtz equation
II: source on a general smooth manifold, 49 pp., a paraitre dans Comm. P.D.E. (2001).

[17] F. Castella, O. Runborg, extension des résultats de [16], travail en cours.
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