UNIVERSITE DE €Y

RENNES 1

HABILITATION A DIRIGER
DES RECHERCHES

Université de Rennes 1
Mention : Mathématiques

Ecole doctorale Matisse

MOTIFS MIXTES,
FAISCEAUX PERVERS,
CYCLES PROCHES ET

RECIPROCITE

présentée par
Florian lvorra
préparée a |'Institut de recherche

mathématique de Rennes,
UMR 6625 du CNRS

soutenue le 26 novembre 2014

devant le jury composé de :

Pierre Berthelot

Professeur émérite, Université de Rennes 1 / examinateur
Jean-Benoit Bost

Professeur, Université Paris 11 / examinateur

Bernard Le Stum

Maitre de conférences, Université de Rennes 1 / examinateur
Marc Levine

Professeur, Universitdt Duisburg-Essen / rapporteur
Francois Loeser

Professeur, Université Paris 6 / rapporteur

Claude Sabbah

Directeur de recherche, Ecole polytechnique / examinateur

au vu des rapports de :

Annette Huber-Klawitter

Professeur, Universitat Freiburg

Marc Levine

Professeur, Universitat Duisburg-Essen
Francois Loeser

Professeur, Université Paris 6






1. Présentation générale des travauX...........covviiviiivirinnennnnnnennn. 3
1.1 Introduction.........co.iiiiiiiii i e e 3
1.2 Faisceaux pervers, modules de Hodges mixtes et motifs.................. 5
1.3 Fibres de Milnor, cycles proches motiviques et motifs rigides............. 11
1.4 Modules de cycles et foncteurs a réciprocité......c.ovveiiiiiiviiieennnn. 14
1.5 Autres contributions. ... v. ettt e 18

Bibliographie personnelle........... ..ottt 24

2. Interlude : quelques éléments de théorie des motifs................... 25
2.1 Catégories abéliennes de motifS. ..ot 25
2.2 Théorie homotopique stable des schémas.............coiiiiiie ..., 33
2.3 Catégories triangulées de motifs...... ..o 38
2.4 Coefficients : exemple de la théorie de Hodge...............ooooiiiii.. 41
2.5 Les motifs virtuels et 'intégration motivique............. ...t 49

3. Faisceaux pervers, modules de Hodge et motifs mixtes............... 57
3.1 Présentation des principaux résultats...........c.cooiiiiiiiiiiii. 57
3.2 Complexes de Hodge et modules de Hodge mixtes..............coovv..n. 60
3.3 Motifs pervers sur les schémas quasi-projectifs........................... 71
3.4 « Basic lemma » et complexes cellulaires pervers......................... 76
3.5 Reéalisation de Hodge et vers les motifs pervers...............coooiia... 80

4. Motifs proches, fibres de Milnor et géométrie rigide.................. 87
4.1 Motifs proches et géométrie rigide : le cas des fibres génériques.......... 87
4.2 Calcul des motifs de tubes dans le cas semi-stable........................ 90
4.3 Le calcul des cycles proches dans le cas semi-stable...................... 94
4.4 Motifs proches et géométrie rigide : le cas des tubes..................... 97
4.5 Fibre de Milnor motivique et cycles proches motiviques.................. 98

5. Foncteurs a réciprocité ; modules de cycles............................ 103
5.1 Autour du théoreme de Nesterenko-Suslin..............ooooiiiiiiiii.. 103
5.2 Foncteurs a réciproCité.........oviiiiiiii i e 107
5.3 K-groupe associé a une famille de faisceaux a réciprocité................. 110
5.4 Calculs explicites et lien avec les constructions antérieures............... 113
5.5 Modules de cycles et théorie de l'intersection............... .. ... .. 117

Bibliographie. ..... ... e 132






Remerciements

Je suis extrémement reconnaissant envers ANNETTE HUBER-KLAWITTER,
FrRANCOIS LOESER et MARC LEVINE d’avoir accepté d’étre les rapporteurs de
mon habilitation et les remercie chaleureusement du temps qu’ils ont bien voulu
consacrer a ce travail et de 'intérét qu’ils y ont porté. Je voudrais associer également
a ces remerciements PIERRE BERTHELOT, JEAN-BENOIT BOST, BERNARD LE STUM
et CLAUDE SABBAH qui me font 'honneur et le plaisir de participer également au
jury de cette habilitation.

Certains des travaux présentés dans ce mémoire ont été obtenus en collaboration.
Je remercie vivement mes co-auteurs, JOSEPH AYOUB, KAy RULLING et JULIEN SE-
BAG, pour le plaisir que j’ai eu a travailler avec eux et leur amitié. Mes remerciements
vont aussi & BRUNO KAHN pour m’avoir fait part de ses idées autour de la notion
de faisceaux a réciprocité et pour m’avoir suggéré et incité a travailler dans cette
direction.

Je dois des remerciements particulierement & MARC LEVINE qui m’a offert a de
nombreuses reprises la possibilité de séjourner longuement a Essen, ainsi qu’aux mem-
bres de I'Institut de mathématiques de Rennes, collegues et personnels administratifs,
pour les excellentes conditions de travail qu’ils ont pu me fournir durant ces années.






1.1

1.1.1

Introduction

Imaginée par A. GROTHENDIECK au début des années 60 comme théorie co-
homologique universelle des variétés algébriques et intimement liée aux cycles al-
gébriques, la théorie des motifs apres une longue phase de gestation a connu a partir
des années 90 un renouveau et un essor tres important avec tout particulierement
le développement de la théorie de ’homotopie motivique, analogue en géométrie al-
gébrique de la topologie algébrique classique.

C’est dans ce contexte que s’inscrivent mes travaux que le présent mémoire de
synthese se propose de présenter. S’agissant d’une habilitation a diriger des recherches
j’ai choisi d’exclure de cette présentation les travaux issus de ma these de doctorat afin
de me concentrer sur les recherches réalisées depuis ma soutenance. Ainsi le travail
[KSIWO06], prolongement de mon travail de DEA| ainsi que les travaux [[vo06, Ivo07,
Ivo10, Ivol1b] qui ont fait I'objet de ma thése de doctorat ne figureront pas dans cette
exposition, tout comme [Ivolla] qui est un texte d’exposition. Le lecteur trouvera &
la fin de ce chapitre la liste complete de mes travaux.

Travaux présentés

Si 'on tente de regrouper les recherches que j’ai menées ces dernieres années par
thémes, trois directions principales émergent, les travaux [Ivo08] et [[S12] par les
questions qu’ils abordent étant plus isolés.

Je me suis intéressé aux relations entre la théorie des motifs, les faisceaux pervers
et la théorie de Hodge développée par M. SAITO. Mes travaux [Ivol2, Ivoldb, Ivol4d,
Ivol4c] se rattachent & ces questions.

La théorie des cycles proches motiviques, sous différentes formes, constitue le théme
central de [IS13, AIS13]. En collaboration avec J. AYOUB et J. SEBAG, j'y étudie en
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effet certains liens entre la théorie des cycles proches développée dans le cadre de la
théorie homotopique stable des schémas par J. AYOUB, la géométrie analytique rigide
ou les travaux de J. DENEF et F. LOESER basés sur 'intégration motivique.

Quant aux articles [Ivol4a], ou [IR12] en collaboration avec K. RULLING, ils portent
sur la notion de modules de cycles, de faisceaux invariants par homotopie et d’une
généralisation de ces derniers introduite par B. KAHN basée sur la théorie du corps
de classes de M. ROSENLICHT et J.-P. SERRE pour les groupes algébriques.

La théorie des motifs forme le dénominateur commun de ces recherches, les motifs
y apparaissent cependant sous diverses formes :

— catégories abéliennes de motifs [Ivol4d, Ivoldc], les travaux de M. NORI jouant
alors un role essentiel ;

— catégories triangulées de motifs qu’il s’agisse de celles produites par la théorie
homotopique des schémas [[S13, AIS13, Ivol4c] ou bien de celle construite par
M. LEVINE [Ivo08] ;

— motifs rigides associés aux variétés analytiques rigides [AIS13] ;

— motifs virtuels (sous la forme du groupe de Grothendieck des variétés ou bien des
groupes de Grothendieck des catégories de motifs) apparaissant dans la théorie
de lintégration motivique [[S12, IS13] ;

— motifs non invariants par homotopie, ou une ébauche de ceux-ci dans [TR12].

Dans la suite de ce chapitre, je donne un apercu, sans preuves, des résultats que
j’ai obtenus depuis la these et indique quelques motivations. Le lecteur souhaitant
avoir de plus amples détails pourra se référer aux chapitres suivants, que ’on pourra
lire indépendamment les uns des autres, et dans lesquels j’ai essayé de donner une
présentation relativement détaillée et précise des résultats obtenus en essayant toute-
fois d’éviter les considérations les plus techniques. De ce fait, plutdét que de donner
des preuves complétes (que 'on pourra trouver dans les articles), j’ai préféré présenter
les étapes les plus importantes des démonstrations ainsi que les idées essentielles.

Le lecteur trouvera au second chapitre un survol de différents aspects de la théorie
des motifs intervenant dans mes travaux. Cela constitue l'occasion, je lespeére, de
mettre en évidence les principaux travaux sur lesquels mes recherches s’appuient, le
role joué par les travaux de nombreux mathématiciens et toute 'influence qu’ils ont
pu avoir. On trouvera également certains rappels au cours du texte.

Les chapitres restants refletent les principaux thémes de mes recherches dont ils
reprennent ’organisation. Mes travaux sont ainsi regroupés suivant les trois directions
principales, un chapitre étant dédié a chacune d’entre elles, et pour ne pas allonger
trop le présent mémoire, j’ai choisi de ne pas détailler plus les résultats de [Ivo08] et
[IS12].
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Faisceaux pervers, modules de Hodges mixtes et motifs

Les travaux [Ivol2, Ivol4b, Ivol4d, Ivol4c] ont pour origine le probléme de con-
struire un foncteur de réalisation de Hodge dans un contexte relatif, probleme auquel
nous avons finalement pu apporter une solution dans [Ivol4c]. Soit X un k-schéma,
on peut associer a tout X-schéma quasi-projectif lisse, son homologie de Hodge

ai” by (QY) € D*(MHM(X, Q)) (1)

en appliquant le formalisme des six opérations au morphisme structural a : ¥ — X
[Sai90]. Ceci fournit un foncteur

Sm/X — D"(MHM(X,Q))

dont on souhaite montrer qu’il provient d’un foncteur DA (X, Q) — DP(MHM(X, Q))
de sorte que (1) soit 'image du motif homologique de Y. Les travaux [Hub00, Ayo10,
Hub04, Ayol4] et [Ivo07, Ivol0] apportent une réponse compléte a I’analogue ¢-adique
ou Betti de ce probléeme. En théorie de Hodge, les résultats fournis par la littérature
sont bien moins satisfaisants puisqu’ils ne concernent que les coefficients absolus i.e.
les motifs mixtes sur Spec(C). En notant MHSj la catégorie abélienne des struc-
tures de Hodge mixtes polarisables, plusieurs constructions différentes de foncteurs
triangulés

DMy (k, @) — D°(MHS)

ont été données : celle de A. HUBER que 'on trouvera dans [Hub00, Hub04], celle
de M. LEVINE donnée dans [Lev98] et une construction due & M. NORI qui bien que
non publiée se trouve esquissée dans [Lev05, Nor].

lvol2, Ilvol4b

Dans un premier temps, nous avons essayé de généraliser I’approche de A. HUBER
et M. LEVINE. Pour cela le prérequis est de pouvoir disposer d’une version relative
de I’équivalence de A. BEILINSON entre la catégorie dérivée des structures de Hodge
mixtes polarisables et la catégorie de complexes de Hodge mixtes polarisables [Bei86].
Cela conduit purement a un probléme de théorie de Hodge auquel nous avons apporté
une réponse partielle dans [Ivol2, Ivol4b].

Rappelons que si X est une variété algébrique complexe, M. SAITO a introduit
dans [Sai00] des catégories de complexes de Hodge mixtes sur X. Plus précisément, il
construit deux catégories triangulées Db, (X, Q) et D5, (X, Q) ainsi que des foncteurs
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triangulés :

D" (MHM(X, Q)) — D5%(X, Q)2

DRIT

DY, (X, Q)

ou MHM(X, Q) est la catégorie abélienne des modules de Hodge mixtes [Sai88, Saif0)].

Lorsque X = Spec(C) l'un des théorémes principaux de [Sai90] assure que les
catégories MHM (Spec C, Q) et MHS% sont équivalentes, M. Saito montre alors dans
ce cas [Sai00, 2.10] que le foncteur €

¢ : DP(MHM(Spec C,Q)) — D% (SpecC, Q)

est une équivalence, ce qui montre en particulier que la catégorie des complexes de
Hodge mixtes de M. SAITO et celle de A. BEILINSON sont équivalentes. Bien que
leurs définitions soient tres similaires, la construction de M. SAITO est plus complexe
que celle de A. BEILINSON et il n’est pas clair a priori qu’elles produisent un résultat
équivalent.

Bien que la définition de la catégorie de complexes de Hodge mixtes D‘;Z;(X ,Q)a
soit un peu trop grossiere pour espérer que le foncteur € soit essentiellement surjectif,
on peut néamoins se poser la question suivante :

Question. — Soit X wune variété algébrique complexe lisse. Le foncteur € de M.
SAITO est-il pleinement fidéle ? Autrement dit, le morphisme induit

Home(MHM(X,Q)) (M, N) — Hong{)(X,Q)@ (e(A),e(L))

est-il un isomorphisme pour tout complexe de modules de Hodge miztes M, N ?

Remarquons que 'on a un carré commutatif (& un 2-isomorphisme pres) de fonc-

teurs
DP(MHM(X,Q)) —— D} (X, Q)% (2)
forgetfull \Lforgetful
D*(2(X)) D2(X,Q)

ot D2(X, Q) est la catégorie dérivée bornée des complexes de faisceaux de Q-espaces
vectoriels sur X2 & cohomologie algébriquement constructible, &2(X) est la catégorie
des faisceaux pervers et le foncteur DP(Z(X)) — D2(X,Q) est celui construit dans
[BBD82, 3.1]. Comme I’a montré A. BEILINSON dans [Bei87c], ce foncteur est une
équivalence de catégories. Une réponse positive a la question précédente peut donc
étre vue comme une généralisation en dimension supérieure de I’équivalence de [Bei86]
et comme un relévement en théorie de Hodge de 1'équivalence de [Bei87c].

La construction de € dans [Sai00] dépend de choix assez arbitraires. Dans [Ivol2]
nous avons apporté quelques compléments sur les catégories de complexes de Hodge
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nécessaires pour établir le résultat principal de [Ivol4b]. Nous vérifions directe-
ment que les catégories DY, (SpecC,Q) 4 et D?%ap sont équivalentes, et donnons dif-
férentes présentations des catégories D';f(X ,Q)%. Nous montrons que la catégorie
DE‘hF(@X,@) des complexes, munis de Q-structures, de Zx-modules filtrés a coho-
mologie holonome réguliere, est munie d'une t-structure relevant la ¢-structure per-
verse et utilisons cette t-structure pour construire une variante du foncteur ¢ :

D" (MHM(X, Q) “*% Db, (X, Q).

pour laquelle les choix sont effectués de maniére plus canonique. Il s’agit d’un point
essentiellement technique mais qui a son importance dans [[vol4b]. Dans la suite nous
considérerons cette version du foncteur e.

Rappelons que si X est une variété algébrique complexe lisse purement de dimen-
sion dx, un module de Hodge mixte .# sur X est dit lisse lorsque rat(.#)[—dx] est
un systéme local, ol

rat : D"(MHM(X, Q)) — D2(X,Q)
est la composée des foncteurs du carré (2). Enoncons maintenant le résultat principal
de [Ivol4b].

Théoréme ([Ivol2, Ivoldb]). — Soient X une variété algébrique complexe projec-
tive et lisse et M, N deuxr complexes de modules de Hodge miztes sur X. Si # est
a cohomologie lisse i.e. si les modules de Hodge mivtes H'(.#) sont lisses pour tout
1 € Z, alors le morphisme

Hompe (v x,0)) (4, A7) = Hompy (x q),, (realx (#), realx (A7)
est un isomorphisme.

Notons que ce résultat est insuffisant pour permettre de construire les foncteurs de
réalisations de Hodge pour des variétés algébriques complexes lisses. Il I’est probable-
ment si I'on accepte de se restreindre aux motifs lisses mais nous n’avons pas cherché
a vérifier ce point.

lvol4d

Fixons un corps k de caractéristique zéro ainsi qu’un plongement o : k — C.
En utilisant une approche tannakienne, MADHAV NORI a construit une catégorie
abélienne EHM(k, Q). Bien que M. NORI n’ait pas lui méme publié son travail, on en
trouvera plusieurs survol dans la littérature (voir e.g. [Lev05, viW11l, HMS12]). Tres
grossierement la catégorie des motifs de Nori N.Z#Z (k) est la catégorie abélienne
universelle ayant un foncteur, Q-linéaire exact et fidele, de réalisation de Betti, a
valeurs dans la catégorie des Q-espaces vectoriels et une théorie homologique pour les
couples formés d’une k-variété quasi-projective et d’un sous-schéma fermé. Etre un
motif dans N.ZZ (k) est la meilleure structure que I’on puisse mettre sur ’homologie
relative des k-schémas quasi-projectifs. En particulier, puisque ’homologie relative
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porte une structure de Hodge mixte polarisable, la construction de M. NORI assure
que le foncteur de réalisation de Betti se factorise en un foncteur exact et fidéle

N (k) — MHS,.

Dans [Ivol4d] nous généralisons le travail de M. NORI aux k-schémas quasi-
projectifs obtenant une catégorie abélienne de motifs de réalisation des faisceaux
pervers. Ceci repose sur le théoréme suivant qui permet en particulier d’appliquer
les idées de M. NORI aux catégories de faisceaux pervers puisqu’elles en vérifient les
hypotheses.

Théoréme ([Ivol4d]). — Soient K un corps de caractéristique zéro et & une caté-
gorie abélienne K -linéaire, noethérienne, artinienne et telle que Hom 4 (P, Q) soit de
dimension finie sur K pour tout P,Q € £. Alors pour tout carquois Q et toute
représentation T : Q — PP, il existe une catégorie abélienne K-linéaire <f, une
représentation R : Q — &7, un foncteur K-linéaire exact et fidéle F : of — & et un
isomorphisme de représentations o : F o R — T tels que le quadruplet (<, R, F, )
satisfasse la propriété universelle suivante.

Pour tout quadruplet (%,S,G, ), o B est une catégorie abélienne K-linéaire,
S Q — A est une représentation, G : B — P est un foncteur K-linéaire exact et
fidele G : B — P, et f:GoS — T est un isomorphisme de représentations, les
conditions suivantes sont satisfaites.

— Il existe un foncteur K-linéaire H : of — A et deuzx isomorphismes (le premier
de représentations et le second de foncteurs)

v:HoR = S; §:GoH S F
tels que le carré
GoHoR-Z2%GoS
ié*R J{B
FoR—*—T

soit commutatif.
- Si H : of — B est un foncteur K -linéaire et

v :H oR= S, 8 :GoH S F

sont deux isomorphismes (le premier de représentations et le second de fonc-
teurs) tels que le carré

GOH’ORG;’Y;GOS

Joon |s

FoR—2% T
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soit commutatif, alors il existe une unique transformation naturelle 0 : H — H'

telle que ¥/ o (B x R) =y et §' o (Gx0) = 4.

Lorsque & est la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie, ce résultat
est dii a M. NoRrI. Nous déduisons la version générale donnée ci-dessus du théoréme de
M. NORI en utilisant la caractérisation des catégories de modules sur une K-coalgebre
obtenue par M. TAKEUCHI dans [Tak77].

Ceci permet alors de paraphraser la construction de la catégorie de motifs mixtes
de M. NoORI en utilisant cette fois I’homologie perverse relative. Le travail de A.
BEILINSON dans [Bei87c] munit en effet les catégories dérivées DP(Z2(X)) d'un for-
malisme des six foncteurs donnant notamment les adjonctions

D2 (X)) —__DP(2(Y)) ___ DP(2(X))
rz I

Fixons alors une k-variété quasi-projective X et définissons un triplet relatif (Y, Z, 1)
comme la donnée d’une k-variété Y munie d’un morphisme de k-variétés a : Y — X,
d’un sous-schéma fermé Z de Y et d’un entier relatif i € Z. A un tel triplet (Y, Z,1)
se trouve associé un faisceau pervers sur X

TZ(Y, Z,i) == H i (0] (u” u'5a'%(QF)))

ot u:U — Y est 'immersion ouverte du complémentaire de Z dans Y.

En considérant, comme dans la construction de M. NORI, le carquois 23" ayant
pour sommets les triplets relatifs et deux types d’arétes différentes, celles correspon-
dant a la fonctorialité de I’homologie perverse relative et celles correspondant aux
morphismes bord, ’homologie perverse définit une représentation

T IR — #(X).

En appliquant le théoréme a cette représentation, ’on obtient une catégorie abélienne
Q-linéaire .4 °f(X) munie d’un foncteur Q-linéaire exact et fideéle

raty : A (X)) = 2(X)
et d’'une factorisation
T 2R - (X))

de la représentation d’homologie perverse T)gf . Par construction .4 f(Speck) coin-
cide avec la catégorie EHM(k, Q) des motifs effectifs homologiques de M. NoORI. La
propriété universelle assure en outre que le foncteur ratj{ se factorise par la catégorie
MHM(X, Q)&° des modules de Hodge mixtes d’origine géométrique de M. SAITO. On
peut également définir une catégorie abélienne 4 (X) de motifs pervers qui ne sont
plus nécessairement effectifs.
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lvolac

Soit &7 une catégorie abélienne. Notons Sha(«/, Q) la catégorie des faisceaux addi-
tifs de Q-espaces vectoriels sur &7 pour la topologie des épimorphismes. Le théoréme
de plongement prouvé par P. GABRIEL dans [Gab62] et généralisé aux catégorie ex-
actes par D. QUILLEN dans [Qui73] assure que le foncteur de Yoneda

i:«/ — Sha(«,Q)
A — Homg(—,A)

est exact, pleinement fidele et qu’il induit
D"(&/) — D, (Sha(«/,Q)),
un foncteur triangulé pleinement fidele.

Résultats principaux de [Ivoljc]. — Soit X un k-schéma quasi-projectif lisse.
Nous construisons une adjonction

RLY : DA% (X,Q) = D(Sha(MHM(X,Q),Q)) : RR¥

le terme de droite étant la catégorie dérivée non bornée de la catégorie abélienne
Sha(MHM(X)),Q).

1. En notant DAY (X, Q) la sous-catégorie triangulée pleine de DA% (X, Q) for-
mée des motifs €tales constructibles, l'adjoint a gauche RL?& induit un foncteur
triangulé

RLY : DAY(X,Q) — D"(MHM(X,Q)).

2. Sia:Y — X est un morphisme lisse de k-schémas quasi-projectif et Y est un
schéma affine, alors limage du motif homologique Mx (Y') par le foncteur RL?
est isomorphe au complexe d’homologie de Hodge a,ffaf%((@ff) ot

a : DP(MHM(Y, Q)) = DP(MHM(X,Q)) : a),

sont les foncteurs fournis par le formalisme des six opérations construit par M.
SAITO dans [Said0).

Notons que dans la construction, ’on peut considérer la catégorie des modules
de Hodge mixtes d’origine géométrique. On peut en outre montrer, comme pour les
motifs de M. NORI, que 'on dispose d’un résultat plus fin. Par construction, de
la catégorie de motifs pervers de [Ivol4d], 'on peut remarquer que le foncteur de
réalisation de Hodge RLY se factorise par la catégorie dérivée bornée de .4/ (X)

DP(A (X)) — DP(MHM(X, Q))

A /
RLyY
RLY

DA% (X, Q).
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Lorsque X = Spec(C), l'on retrouve en particulier le foncteur de réalisation construit
par M. NORI.

Fibres de Milnor, cycles proches motiviques et motifs rigides

I1S13

Dans [IS13], en collaboration avec J. SEBAG, nous nous sommes intéressés au lien
entre la théorie des cycles proches motiviques développée par J. DENEF et F. LOESER
via lintégration motivique et la théorie des cycles proches construite par J. AYOUB
en théorie homotopique stable des schémas.

Le contexte est le suivant : on se donne un corps k de caractéristique zéro, un
k-schéma quasi-projectif lisse X et un morphisme de k-schémas f : X — Af. On a
donc un diagramme commutatif de morphismes de k-schémas

X, X X,

lfn ] J{f ] J{fa
n:= Gk 7, A} <’ o :=Spec(k),

ou ¢ est la section nulle et j désigne I'immersion ouverte canonique.

Dans [DL.98, DLO1, DL02, Loe00, Loe09], par analogie avec les travaux de J.-I.
Icusa, J. DENEF and F. LOESER ont associé au morphisme f une série formelle Z;(T')
a coefficients dans le groupe de Grothendieck .#x_ . Les coefficients de cette fonction
Zéta sont construits a partir du schéma des arcs de X et J. DENEF et F. LOESER
ont montré, en utilisant la formule de changement de variables pour les intégrales
motiviques, que 1'on pouvait explicitement les calculer a ’aide de n’importe qu’elle
résolution plongée des singularités de la fibre spéciale dans X. L’expression obtenue
montre que la fonction Zéta de J. DENEF et F. LOESER est une fonction rationnelle
de T'. Ce résultat de rationalité leur permet de définir un élément 3¢ du groupe de
Grothendieck .#x, par passage a la limite :

Yy i=— <le£®0 Zf(T)>

les cycles proches virtuels de J. DENEF et LOESER. Si z € X,(k) est un point
rationnel, en prenant l'image de 1y par le morphisme canonique z* : #x, — .#}, on
obtient un élément de .#},

wf,:r = x*djf

que J. DENEF et F. LOESER appellent la fibre de Milnor motivique au point . Leur
terminologie se trouve justifiée notamment par le fait que, pour k£ = C, la fibre de
Milnor usuelle et 95, ont méme caractéristique d’Euler (& support compact).
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Dans la méme situation, J. AYOUB a construit dans [Ayo07b] un foncteur cycles
proches

‘Ilf : SHEm,ct(Xn) — SHDJI,ct(Xa)

ou SHyy ¢ désigne la sous-catégorie pleine de la catégorie homotopique stable des
schémas a coefficients dans 9t formée par les objets constructibles. Cette construction
s’inspire du travail de M. RAPOPORT et T. ZINK [RZ82] et se réalise sur le complexe
des cycles proches classiques lorsque k = C (voir [Ayol0, Théoréme 4.9]).

Le théoréme principal de [IS13] (raffiné grace & un résultat de [AIS13]) montre que
les deux théories coincident. Pour cela remarquons que 1'on dispose d’un morphisme
d’anneaux canonique (voir [IS13, Lemma 2.1])

XX, - e%X(7 — KO(SHDJT,ct(XU))

uniquement déterminé par la formule

Xxq.o([Y]) = [Mx, (V)]

ou Y est un X,-schéma quasi-projectif et M\)/(U’C(Y) est le motif cohomologique a
support compact de Y.
Le résultat principal de [IS13] est alors le théoréme suivant :

Théoréme ([IS13]). — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X un k-
schéma quasi-projectif lisse et f : X — AL un morphisme de k-schémas. On a alors
l’égalité

[Wy(Ix,)] = Xx,.c(tr)
dans Ko(SHop t(X5)).

En appliquant le théoréme de changement de base propre de [Ayo07a], on en déduit
que la fibre de Milnor motivique de J. DENEF et F. LOESER est un avatar au moins
dans le K¢ de la catégorie SHoy (k) de la théorie des cycles proches de J. AYOUB.

Corollaire ([IS13]). — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X un k-
schéma quasi-projectif lisse et f : X — A} un morphisme plat de k-schémas. Soit
x € Xy (k) un point rationnel. On a alors l’égalité

("W (Lx,)] = Xkc(Vr0)-
dans Ko(SHop (k))

Notons que les fonctions Zéta de J. DENEF et F. LOESER, et donc les cycles
proches motiviques qui s’en déduisent, ne sont a priori motiviques que dans un sens
virtuel puisque définies uniquement dans le groupe de Grothendieck .#x, . Dans
[DLI8], J. DENEF et F. LOESER ont posé la question de savoir si elles sont réellement
motiviques c’est-a-dire définissables dans une catégorie de motifs convenables. Le
théoreme précédent peut étre vu comme un début de réponse positive a cette question.
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Il montre que la limite de la fonction Zéta est motivique puisque donnée par le motif
proche ¥ s(1x) de J. AYOus.

Notons qu’avec les fonctions Zéta de J. DENEF et F. LOESER l'on se trouve dans
une situation un peu orthogonale & celle des fonctions Zéta de M. KAPRANOV [Kap00]
qui généralisent les fonctions Zéta de Hasse-Weil. En effet ces derniéres sont mo-
tiviques par définition, mais 'on ignore cependant si elles sont rationnelles dans
A [T] (ce qui fournirait une preuve motivique du théoréme de rationalité de B.
DWORK prouvé dans [Dwo60]). Lorsqu’on les regarde plutot dans Ko(Ma(k,Q)),
la rationalité des fonctions Zéta de M. KAPRANOV se déduit de la conjecture sur
la dimension finie des motifs de Chow de S.-I. KIMURA et P. O’SULLIVAN qui est
largement ouverte (voir par exemple [[volla] ou [And04] pour un survol).

AlIS13

Dans [AIS13], en collaboration avec J. AYOUB et J. SEBAG nous nous somimes
intéressés au lien entre la théorie des cycles proches motiviques de J. AYOUB et la
géométrie rigide. En cohomologie f-adique un tel lien avait été conjecturé par P.
DELIGNE et établi par V. BERKOVICH dans [Ber94, Ber96].

On suppose que k est un corps de caractéristique zéro, on note R = k[[t]] 'anneau
des séries formelles en une variable ¢ et K sont corps des fractions. Soient f : X —
Spec(R) un R-schéma séparé de type fini et f : 2~ — Spf(R) son completé t-adique
qui est un R-schéma formel topologiquement de type fini.

Les travaux de J. AYOUB [Ayo07b, Ayo09] fournissent également dans ce contexte
un foncteur cycles proches

U : SHyn(X,)) — SHop(X,)

ainsi qu'un foncteur d’analytification Rig* : SHop (K) — RigSHgy (K).

Soit Z est un sous-ensemble localement fermé de la fibre spéciale X,. Le théoreme
principal de [AIS13] permet de relier d’une part l'image directe de restriction des
cycles proches a Z au motif rigide du tube de Z dans la fibre générique %;,. Notons
qu’une telle comparaison nécessite un pont entre deux mondes a priori différents : le
motif rigide du tube appartient en effet a la catégorie RigSH,y; (K) des motifs rigides
sur le corps K tandis que 'image directe des cycles proches appartient a la catégorie
SHoy (k) des motifs sur le corps résiduel k.

Un tel pont a été construit par J. AYyouB dans [Ayo09]. En effet I'un des principaux
résultats de ce travail est la construction d’une équivalence

R : RigSHyy, (K) = QUSH,y, (k)
entre la catégorie des motifs rigides sur K et la sous-catégorie pleine QUSHy (k)

de SHop (G, i) formée des motifs quasi-unipotents. En composant avec I'image ré-
ciproque par la section unité de G,y ;, I’on obtient ainsi un foncteur triangulé

1* o R : RigSHyy (K) — SHay (k).
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Le résultat principal de [AIS13] s’énonce alors comme suit :

Théoréme ([AIS13]). — Soit f : X — Spec(R) un R-schéma séparé de type fini
de fibre générique X, lisse sur K. On note & la complétion t-adique de X. Soient
z: Z < X, Vinclusion d’un sous-ensemble localement fermé et |Z[ le tube de Z dans
Zy. Soit M un objet de SHon (K). Alors, il existe un isomorphisme canonique dans
SHy (k):

1" o M(Hom (My4(] Z[), Rig"(M))) 2 (f5 0 2)« (¥ (M|x,)|2)-
On obtient en particulier le corollaire suivant :

Corollaire ([AIS13]). — II existe un isomorphisme canonique dans SHop(k):
1o R(M5,(12]) = (f7 0 2) (¥ (1x,))lz-

Ce résultat peut-étre vu comme un analogue motivique des résultats de V.
BERKOVICH reliant cycles proches étales, et cohomologie étale non-archimédienne
des tubes. Pour obtenir ce résultat, nous montrons dans [AIS13] comment calculer
les motifs de tubes ou les cycles proches dans le cas semi-stable généralisant ainsi les
résultats obtenus par J. AYOUB dans [Ayo07b] pour les motifs étales & coefficients
rationnels.

Supposons que X soit un k-schéma quasi-projectif et f : X — A} un morphisme
de k-schémas. Rappelons que si 2" désigne le complété du R-schéma obtenu & partir
de X par changement de base le long du morphisme canonique Spec(R) — A}, J.
NICAISE et J. SEBAG appellent fibre de Milnor analytique le tube %, :=]z[ dans
2. La conjonction des résultats de [AIS13] et [IS13] montre que la fibre de Milnor
introduite par J. DENEF et F. LOESER ne dépend dans Ko(SHop (k) que du motif
de la fibre de Milnor analytique :

Corollaire ([AIS13]). — On a, dans Ko(SHom «(k)), I’égalité :
[17 0 ROM(F2))] = Xie (Vs .2)-

Modules de cycles et foncteurs a réciprocité

Une notion de foncteurs a réciprocité a été introduite en 1991 par B. KAHN (voir
par exemple [Kah]) suite aux généralisations de la K-théorie de Milnor développées par
M. SOMEKAWA pour les groupes algébriques commutatifs. Le but de B. KAHN était
de s’inspirer des symboles locaux pour les groupes algébriques commutatifs lisses, con-
struits par M. ROSENLICHT et J.-P. SERRE [Rosb7, Ser84], et des lois de réciprocité
qu'’ils satisfont, pour développer une théorie contenant a la fois les groupes algébriques
commutatifs lisses et les faisceaux invariants par homotopie avec transferts de V. Vo-
EVODSKY.
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Les travaux de M. SOMEKAWA, inspirés par K. KATO, puis leurs prolongements
par M. SpiEsS, W. RASKIND et R. AKHTAR ont mis en évidence un suprenant
LEGO® permettant de fabriquer certains groupes de zéro cycles a partir d’autres
via une construction de type K-théorique. Fixons un corps k. On peut ainsi, en par-
tant de certains foncteurs du type E/k — G(E), E/k — €Hy(X)(F) := CHo(Xg) ou
E/k est une extension de type fini, G est une variété semi-abélienne sur k et X une
variété projective lisse sur k, définir des groupes de K-théorie généralisant la K-théorie
de Milnor et dans lesquels les relations de Steinberg sont remplacées par des relations
plus complexes faisant intervenir des symboles locaux. On dispose ainsi du théoréme
suivant qui généralise le théoréme de Y. NESTERENKO et A. SUSLIN [NS89] :

Théoréme (M. Spiefl - W. Raskind ; R. Akhtar). — Soient k wun corps et
X1,..., X, des k-variétés projectives lisses et équidimensionnelles. Pour tout entier
n = 0, on a un isomorphisme

K(k;€Ho(X1),...,€Ho(X,),Gpm, ..., Gy,) ~ CHT™ (X n)
N————

n facteurs

ou X := X1 Xp - X X, et d est la dimension de X.

Lorsque n = 0 ce résultat est dii & M. SPIESS et W. RASKIND dans [RS00] et la
version plus générale est un théoréme prouvé par R. AKHTAR dans [AkhO4]. On sup-
pose maintenant k parfait. Si Z1,...,.%, sont des faisceaux Nisnevich avec transferts
sur k invariants par homotopie, B. KAHN et T. YAMAZAKI ont défini un K-groupe

Kk, #1,...,%n)

et montrent dans [KY13] le théoréme suivant qui permet grace a la théorie des motifs
de récupérer les résultats précédents :

Théoréme (B. Kahn - T. Yamazaki). — Soient k un corps parfait et #1,...,. %,
des faisceaur Nisnevich avec transferts sur k invariants par homotopie. On a un
isomorphisme

K(k,yl,7yn) ~ HomDMiﬁ(k)(Z,ﬁl & - ®yn)

Tous ces résultats concernent le monde invariant par homotopie, mais ’on dispose
cependant d’un analogue additif du théoréme de Y. NESTERENKO et A. SUSLIN (voir
[BE03] pour m = 1 et [RO7] en général) :

Théoréme (S. Bloch - H. Esnault ; K. Riilling). — Soient k un corps etn > 1,
m > 1 des entiers. Il existe un isomorphisme

Wmﬂg;; ~ TCH"(k,n;m)

qui identifie les groupes de Chow additifs de zéro cycles avec le complexe de de Rham-
Witt généralisé.
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IR12

En collaboration avec K. RULLING, notre principale contribution dans [IR12], a
consisté a montrer que, comme conjecturé par B. KAHN, ce LEGO® des zéros cycles
s'intégre dans la théorie des foncteurs a réciprocité. Cela permet d’enrichir en retour
ce LEGO® en permettant de fabriquer des groupes de zéros cycles a partir de foncteurs
a réciprocité comme G, et de retrouver ce faisant les groupes de zéro cycles additifs
de S. BLocH et H. ESNAULT.

Dans [IR12], nous avons introduit une certaine notion de foncteurs a réciprocité (a
comparer avec la définition plus récente de [KSY]). Comme suggéré par B. KAHN,
nous avons vérifié que (a) les k-groupes algébriques commutatifs et lisses''’ ; (b) les
faisceaux Nisnevich invariants avec transferts par homotopie ; (¢) les modules de cycles
de M. ROsT ; (d) les différentielles de Kéhler absolues fournissent autant d’exemples
de foncteurs a réciprocité. Notons que dans le cas des faisceaux Nisnevich avec trans-
ferts invariant par homotopie, pour étre plus précis, I’on attache canoniquement & un
tel faisceau .# € Hlyjs un foncteur a réciprocité Z € RF

La construction principale de [IR12] permet de fabriquer & partir d’une famille
de foncteurs a réciprocité .#4,...,.#, un nouveau foncteur a reciprocité noté
T( A, ..., Hy,) et satisfaisant une propriété universelle analogue & celle d’un pro-
duit tensoriel. Notre construction est compatible au produit tensoriel de faisceaux
Nisnevich avec transferts. Plus précisément :

Théoréme ([IR12]). — Soient F#1,...,F, € Hlnis. Il existe un isomorphisme
dans RF
T(F1,...,Fn) = (F1 OHLy,, - OHIy, Fn) -

On peut comparer ce résultat & celui de B. KAHN et T. YAMAZAKI dans [KY13] qui
montre que le terme de droite évalué en k est isomorphe au groupe K(k; %1, ..., %#,).
En particulier, on obtient que T(Gq,...,Gy)(k) avec G; des variétés semi-abéliennes
n’est autre que le groupe défini par M. SOMEKAWA. L’on en déduit comme dans
[KY13] le résultat suivant :

Corollaire ([IR12]). — Soient Xi,...,X, des k-variétés projectives lisses et
équidimensionnelles. Pour tout entier n > 0 et toute extension de type fini E/k, on
a un isomorphisme

T(€Ho(X1),...,CHo(X,),Gpm,...,Gp)(E) = CH™ (X, n).
N————

n facteurs

ot X = Xq Xy - X X, et d est la dimension de X

Le lien avec les différentielles de Kédhler, et donc les groupes de zéros cycles additifs
TCH"(k,n, 1) via le théoreme de [BEO03], est fourni par le théoréme suivant :

(1) Ceci est essentiellement une conséquence d’un théoréme de M. ROSENLICHT [Ros57].
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Théoréme ([IR12]). — Supposons k de caractéristique nulle. Alors on a un iso-
morphisme pour toute extension de type fini E/k

T(Gaa Gma B Gm)(E) = Q%/Z
—
n facteurs

Ce résultat a été conjecturé par B. KAHN. Comme nous l’avons montré dans
[TR12], il n’est pas valable en caractéristique positive. La raison essentielle est que le
groupe algébrique G, (ou le foncteur a réciprocité G, ) a alors plus d’endomorphismes
qu’en caractéristique nulle : il faut prendre en compte le Frobenius. Nous avons
également vérifié le résultat suivant :

Théoréme ([IR12]). — Supposons char(k) # 2. Si M, ..., M, € RF, alors
T(Gq, Gy, A, ..., M) = 0.

Présentons succintement le résultat de [Tvol4a]. Dans [Ros96] M. ROST a généralisé
la théorie de 'intersection classique dans deux directions, tout d’abord en considérant
le complexe de Gersten dans son entier et non plus seulement son homologie en degré
zéro mais également en autorisant des coefficients plus généraux que la K-théorie
de Milnor : les modules de cycles (ces derniers étant essentiellement des modules
gradués sur la K-théorie de Milnor munis de certains morphismes supplémentaires).
A un module de cycles M, M. ROST associe un complexe de cycles C, (X, M), qui est
un complexe analogue au complexe de Gersten de composantes données par

Co(X, M) i= @ Musp (@),
z€X(p)

et construit une théorie de l'intersection sur les groupes d’homologie de ce complexe.

Théoréme ([Ivolda]). — Soit X un k-schéma lisse de type fini et M un module
de cycles muni d’une structure d’anneauz. Alors, il existe sur le compleze de cycles
CH(X,M)q := C*(X, M)®zQ, une structure de Ax-algébre qui induit sur I’homologie
le produit d’intersection défini dans [Ros96].

Dans [Ivol4a], on construit ainsi par perturbation homologique une famille de
morphismes gradués de bidegré (2 — n, 0),
my, : C*(X, M)g" — C*(X, M)qg

que l'on peut voir comme des produits d’intersection supérieurs. Pour tout n > 1, ces
derniers vérifient la relation

Z (=)™ *'my 144 0 (1®T Q@M ® 1®t) =0,
r+s+t=n
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la somme étant prise sur tous les entiers positifs r,s,t tels que r + s+t = n. Le
morphisme m; est la différentielle du complexe de cycles et ms un morphisme fermé
qui induit sur la cohomologie le produit d’intersection de [Ros96].

Autres contributions

lvo08

Soit k un corps. Dans [Lev98], M. LEVINE a construit une catégorie triangulée de
motifs. Sa construction tire parti des possibilités offertes par les DG catégories qui
permettent d’imposer des relations a homotopie pres entre morphismes et s’appuie
également sur les lemmes de déplacements. Grossiérement ’idée consiste a construire
une catégorie triangulée DM (k) par générateurs et relations de sorte qu’elle puisse
se réaliser dans des théories de type Bloch-Ogus et définisse la bonne cohomologie
motivique. Ainsi si X est un k-schéma quasi-projectif lisse, on a un isomorphisme
canonique

CHP (X, q) = Homp (i) (Z, Zx (p)[2p — q])
ou Zx est le motif cohomologique de X dans DM (k). L’approche de V. VOEVODSKY
via les correspondances finies aboutissant a la construction de la catégorie triangulée
des motifs géométriques DMgy, (k) dans [Voe00] est radicalement différente. Elle évite
les lemmes de déplacements (tout au moins dans la construction puisque ceux-ci sont
essentiels pour démontrer certains des théorémes clefs). Tout comme dans la théorie
de M. LEVINE, on dispose d’un isomorphisme

CHP(X, q) = Homp,,, k) (M(X), Z(p)[2p — q])

ou M(X) désigne le motif homologique de X dans DMy, (k) (voir [Voe00] pour une
preuve en caractéristique zéro et [Voe02] en général)

Lorsque k est de caractéristique zéro, M. LEVINE a montré dans [Lev98, Part I, Ch.
VI, 2.5.5] que les deux approches produisent des catégories triangulées équivalentes.
Dans [Ivo08], en utilisant certains résultats de [Ivo07], nous avons étendu son résultat
aux corps parfaits de caractéristique positive :

Théoréme ([Ivo08]). — Soit k un corps parfait. On suppose que lune des hy-
pothéses suivantes est satisfaite

— char(k) =0 et A=2Z, ou

— char(k) >0 et A=Q.

Alors il existe une équivalence de catégories triangulées tensorielles
DM(k, A) 5 DMy (k, A)

telle que pour tout k-schéma quasi-projectif lisse X et tout entier relatif n, l'on ait
un tsomorphisme
T(Zx (n)) ~ M(X)"(n)
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ot M(X)* désigne le dual du motif de X dans DMgm(k, A). En outre, I’équivalence
T induit une équivalence de catégories triangulées tensorielles

DM (k)P 5 DMy (k)P

entre les enveloppes pseudo-abéliennes des sous-catégories triangulées o coefficients
entiers engendrées par les motifs des k-schémas projectifs lisses.

1S12

Dans [IS12], nous nous sommes intéressés, en collaboration avec J. SEBAG, aux
liens entre motifs, K-équivalence et géométrie algébrique par morceaux.

Soit k un corps de caractéristique zéro. Rappelons que deux k-variétés X et Y
connexes, propres et lisses sur k, sont dites K -équivalentes s’il existe une k-variété
Z connexe, propre et lisse sur k, et des morphismes birationnels de k-schémas X <
Z —'Y tels que les diviseurs canoniques relatifs K, x et Kz/y soient égaux.

Dans [Bat99] V. BATYREV a montré l'invariance par K-équivalence des nombres
de Betti des variétés algébriques complexes projectives lisses. Puis M. KONTSEVICH,
en utilisant I'intégration motivique, a raffiné ce résultat aux nombres de Hodge dans
[Kon95]. Les nombres de Betti ou de Hodge d’une k-variété, projective et lisse sur
k, n’étant que des avatars numériques de son motif, il apparait raisonnable de se
demander si 'invariance des nombres de Hodge au sein d’une méme classe de K-
équivalence ne serait pas simplement le reflet d’un résultat de nature motivique.

Question KM. — Deux k-variétés X et Y connexes, projectives et lisses sur k, et
K -équivalentes ont-elles des motifs de Chow isomorphes dans M. (k; Q) ou tout au
moins des groupes de Chow isomorphes ?

Cette question peut se trouver dans la littérature (voir, par exemple, [Wan04]
pour un énoncé légéremment affiné) et une réponse positive lui a été donnée dans
un certain nombre de cas tres spécifiques de K-équivalence, comme le flop ordinaire
(voir [LLW10, Theorem 01] ou [Orl05, Theorem 1] pour une preuve radicalement
différente).

Dans [IS12] nous avons avancé, et justifié dans certains cas simples, la possibilité
d’une division de la question KM en deux sous-questions faisant intervenir la géométrie
par morceaux. La premiére peut-étre vu comme un raffinement du résultat obtenu
par M. KONTSEVICH via l'intégration motivique :

Question KP. — Deux k-variétés conneres, projectives et lisses sur k, K-
équivalentes sont-elles isomorphes par morceaux, ou ont-elles méme classe dans
Panneau de Grothendieck des variétés Ko(Vary) ¢

La seconde fait apparaitre un lien, assez surprenant & premiére vue, entre le groupe
de Grothendieck des variétés et la catégorie des motifs de Chow :
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Question PM. — Deux k-variétés connexes, projectives et lisses sur k, qui ont la
méme classe dans l'anneau de Grothendieck des variétés Ko(Vary), ont-elles des mo-
tifs de Chow isomorphes dans Mat(k, Q), ou des groupes de Chow isomorphes ¢

Comme nous l’avons expliqué dans [[S12], la question PM admet une réponse posi-
tive si la conjecture de dimension finie de S.-I. KIMURA [Kim05] et P. O’SULLIVAN est
vraie. Ceci se déduit du théoreme de nilpotence de S.-I. KIMURA et du théoreme de
semi-simplicité de U. JANNSEN [Jan92]. Inconditionnellement la réponse a la question
PM se trouve positive pour les surfaces. Nous avons en effet le résultat suivant :

Proposition ([IS12]). — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique
zéro. Soient X et Y deux k-surfaces projectives et lisses sur k. Supposons que [X] =
[Y] dans Uanneau Ko(Varg). Alors il existe un isomorphisme de motifs heat(X)
heat (YY) dans M (k; Q).

12

En utilisant le présentation du Ky des variétés obtenue par F. BITTNER dans
[Bit04] ainsi que le théoréme de finitude de [GJRW96, Proposition 6.1], 'on peut
également vérifier que PM est encore valable en codimension un. Plus précisément,
on a la proposition suivante :

Proposition ([IS12]). — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X et Y
deuz k-variétés connexes, projectives et lisses sur k, telles que [X] = [Y] dans l'anneau
Ko(VaI‘k).
1. Les groupes de Néron-Severi NS(X) et NS(Y') sont isomorphes.
2. Si le corps k est une extension de type fini de Q, alors les groupes de Picard
Pic(X) et Pic(Y') sont isomorphes.

En ce qui concerne le probleme KP nous obtenons le théoréme suivant (nous ren-
voyons a [[S12] pour la notion de lieu K-exceptionnel) :

Théoréme ([IS12]). — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.
Soient X et Y deux k-variétés connexes, projectives et lisses sur k, K-équivalentes.
Fizons (Cx,Cy) un lieu K-exceptionnel. Supposons
1. ou bien dim(Cx) < 2 ;
2. ou bien que les k-variétés Cx et Cy sont isomorphes da des sommes disjointes
de k-variétés de la forme S Xy szz (r = 3), ou S est une k-surface intégre
projective.

Alors les k-variétés X et Y sont isomorphes par morceaut.
Ceci implique en particulier le résultat suivant :

Corollaire 1.5.1. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X, Y deux
k-variétés propres et lisses, K-équivalentes, de dimension d < 4. Alors X, Y sont
isomorphes par morceauz et ont la méme classe dans l'anneau Ko(Vary).
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Notons que des problemes de simplication « a la Zariski » peuvent constituer a
priori des obstructions a la validité de KP. Ce type de problémes semble pouvoir étre
formellement contourné en remplagant l’existence d’un isomorphisme par morceaux
(resp. 1'égalité des classes dans 'anneau Kq(Varg)) dans la formulation de la question
KP par 1'égalité des classes dans I'anneau .4, = Ko(Vary)[L™1].

Le diagramme ci-dessous résument certaines des questions autour de la géométrie
par morceaux, des motifs et de la K-équivalence. Le symbole LL fait référence au

probléme posé par M. LARSEN et V. LUNTS dans [LL03].

£

Les groupes de Chow
de X et YV
sont isomorphes (®QQ)

PM

Les motifs P

Les variétés
X et Y ont

dans Kq(Vary)

I

méme classe <

Les varietés

X et Y sont
isomorphes
par morceaux

Les motifs
de X et Y ont
méme classe

[Arat (X)] = [hrat(Y)]

dans Ko (Mrat)

KS ﬂ
\i

Les motifs
de X et Y sont
de dimension finie,
ont méme classe
dans Ko (Mrat)

de X et Y sont
isomorphes dans
Mrat(k§ @)

IPM

KP
<

Les varietés
X et Y sont
K-équivalentes

KM




Fibre de Milnor motivique
de J. DENEF & F. LOESER :
Vpo=x "y € My

{Théoréme c.f. [DL98] }

/

Cycles proches motiviques
de J. DENEF & F. LOESER

vy € Axg,

Fibre de Milnor
topologique

Cycles proches
transcendants :

v#(Qx,) € DL (Xo, Q)

[Théoréme [ISlii]] ‘ \

Fy

Il
Bcr(yt Qo) ®Q€

Cycles proches en
cohomologie étale :

Motif proche de J. AvyouB

Vyi(lx,) € SHop o(Xo)

Qe x,) ®q, C = ¥2(Qx,) ® c :
‘ [ f ( £,Xn Q[ Xn Q \I/ (QXn 2)®q C = Hl(q’;t(Q(.X,,,)w> ®Q4 c
_ [
‘ B(FT,Q) ®QC = H' (V" (Qq a,)2) ®q, C
I

24(Qr,x,,) € DY o (Xo: Qu)

[‘Il?or(Q[>%n) = q’?t(Qﬂ=Xn )j Fibre de Milnor
analytique

‘ Fy i=]a|

N\ _—

(e rs ) = v @e x|

{Théoréme [AIS13] J
Hi (2], Qe)
I

Cycles proches étales analytiques
de V. BERKOVICH :

YR (Qy 4,)) € DY 4 (X0, Qp)

Hi(‘l’?er(Qz,x,])\Z)

N

Tube ]Z[C Xy d’un
sous-schéma Z C X,

Motif rigide d’un tube
de J. AYOUB :

MY, (1Z]) € RigSH(k(t))

Fi1cure 1. Différentes incarnations des cycles proches et des fibres de Milnor
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2.1
2.1.1

Dans ce chapitre nous donnons un rapide apercu de certains aspects de la théorie
des motifs qui jouent un réle important dans les travaux exposés dans les chapitres
suivants. Pour nos besoins, il sera suffisant de considérer les motifs sur des k-schémas

quasi-projectifs ou k est un corps de caractéristique zéro. Dans certaines constructions
comme celle des catégories homotopiques stables et pour certains théoréemes cette
hypothese est compléetement inutile mais pour d’autres comme la construction de M.
NoORI elle devient essentielle.

Pour simplifier I'exposition et rendre la présentation homogene nous supposons
dans la suite que k est un corps de caractéristique zéro. Parfois nous aurons besoin
de supposer donné un plongement de k dans C.

Catégories abéliennes de motifs

Motifs purs (et mixtes) : la vision de A. Grothendieck

C’est en travaillant a la preuve des conjectures de A. WEIL que A. GROTHENDIECK
imagine la notion de motifs au cours des années 1963-1969. Ses travaux lui ont permis
de développer les outils cohomologiques nécessaires pour aborder ces conjectures et
en démontrer une partie''’ mais il est alors frappé par « l’abondance déconcertante de
théories cohomologiques différentes » [Grob, 2.16, p.44] qu’il a mises en évidence. Afin
d’en expliquer les propriétés communes ainsi que les isomorphismes qui permettent de
les comparer, il imagine que ces théories sont autant d’incarnations différentes d’une
théorie plus fine : la théorie des motifs. Cependant comme ’avait expliqué J.-P.
SERRE, il n’existe pas de cohomologie de Weil a coefficients rationnels sur un corps
fini (voir [Gro68, §1.7]). Pour tenir compte de cette obstruction, il envisage que la

M 1a preuve de ’hypothése de Riemann sur les corps finis sera donnée par P. DELIGNE [Del74a, Del80]
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cohomologie recherchée pourrait prendre ses valeurs non plus dans la catégorie des
QQ-espaces vectoriels, mais dans une certaine catégorie abélienne Q-linéaire dont les
objets sont baptisés motifs (voir [And04]).

Cette vision s’appuie également sur la notion de poids, inspirée initialement par
J.-P. SERRE. En partant des conjectures de Weil, A. GROTHENDIECK réalise que
les motifs associés aux variétés algébriques projectives lisses sont « purs », formant
les briques de bases semi-simples de la théorie tandis que les motifs des variétés
quelconques se décomposent virtuellement comme des sommes de motifs purs [Grob,
p.185, p. 792]. A partir de 14, P. DELIGNE imagine que cette décomposition virtuelle
provient de ’existence d’une filtration par le poids dans la catégorie des motifs, dont
les gradués sont purs, intuition dont il montre toute I'importance en développant la
théorie de Hodge mixte [Del71, Del74b].

Pour donner corps a ses idées et fonder la notion de motif semi-simples (ou purs)
sur un corps, A. GROTHENDIECK construit & partir des cycles algébriques, la caté-
gorie Mpum(k, Q) des motifs numériques et énonce, sous forme conjecturale, certaines
des propriétés attendues de ces motifs en termes de cohomologie f-adique et de
groupes de cycles algébriques. Ces conjectures standard [Gro69] constituent pour
A. GROTHENDIECK la « “quintessence” de ce qui devait rester valable, dans le cadre
des variétés algébriques dites “abstraites”, de la classique “théorie de Hodge”, wval-
able pour les variétés algébriques “ordinaires” » [Grob, 2.16, p.44] (E. BOMBIERI est
également parvenu a ces conjectures indépendamment).

Malheureusement pratiquement aucun progres n’a été obtenu dans la direction de
ces conjectures qui demeurent essentiellement entierement ouvertes a ’heure actuelle.
Dans [Jan92], U. JANNSEN a cependant pu montrer que la catégorie Myym(k, Q) est
une catégorie abélienne Q-linéaire semi-simple (et méme que 1’équivalence numérique
est la seule relation d’équivalence adéquate sur les cycles algébriques pour laquelle
cette propriété est vraie).

Dans lesprit de A. GROTHENDIECK, les catégories de motifs (purs ou mixtes)
doivent fournir une théorie de Galois motivique par I'intermédiaire du formalisme des
catégories tannakiennes développé par N. SAAVEDRA sous sa direction [SR72] (voir
[DMOS82, Del90] également). L’on se heurte alors aux conjectures standard puisque
pour qu'une cohomologie de Weil puisse se factoriser par Mp,m(k, Q) et définir un
foncteur fibre, il est nécessaire par exemple que 1’équivalence homologique définie par
cette cohomologie coincide avec ’équivalence numérique ce qui est I'une des conjec-
tures standard.

Soit k£ un corps de caractéristique zéro. Pour éviter le recours aux conjectures stan-
dard et disposer d’une catégorie de motifs purs sur k non conjecturale, P. DELIGNE
a introduit dans [DMOS82] la notion de cycles de Hodge absolus. L’idée est de
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remplacer les cycles algébriques par les classes de cohomologie qui devraient étre al-
gébriques si la conjecture de Hodge est vraie (cette idée a été raffinée par Y. ANDRE
dans [And96]).

En reprenant la construction de Grothendieck, en utilisant cette fois les cycles de
Hodge absolus, P. DELIGNE et J.-S. MILNE obtiennent une catégorie tannakienne
semi-simple sur Q dont les objets sont appelés des motifs de Hodge absolus (voir
[DMOS82, II, Proposition 6.5]).

Dans [Jan90], U. JANNSEN étend le travail de P. DELIGNE aux motifs mixtes (voir
également [Jan95] pour un survol). Plus précisément, en considérant simultanément
les réalisations f-adiques, de de Rham, et de Betti' "/, il construit une catégorie abéli-
enne Q-linéaire MR}, montre que les différentes cohomologies (de Rham, ¢-adiques,
Betti) munies de leurs structures additionnelles et des isomorphismes de comparaison
définissent des foncteurs

Him : SM/K® — MR), i €N

et prouve que les objets de MRy, sont munis d’une filtration par le poids [Jan90, 2.5]
(exhaustive et finie). La catégorie des motifs mixtes J.Z# (k,Q) est alors la sous-
catégorie tannakienne de MRy, engendrée par les Hi, o (X) ot X est un k-schéma
quasi-projectif lisse. Elle est stable par la filtration par le poids et la sous-catégorie
tannakienne engendrée par les vam des k-schémas projectifs lisses, s’identifie canon-
iquement & la catégorie des motifs purs de Hodge absolus (voir [Jan90, 4.4 Theorem)]).
La catégorie triangulée correspondante est construite par A. HUBER dans [Hub95].
Cette catégorie, notée Dy g, est munie d’une t-structure dont le coeur est la catégorie
MRy de U. JANNSEN. A un k-schéma quasi-projectif X est associé un objet Rz (X)
de sorte que les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure composés avec Ry
redonnent les Hﬁ\,m. Cela permet de définir une cohomologie absolue (pour les cycles
de Hodge absolus) qui raffine la cohomologie de Hodge absolue de A. BEILINSON:

HY (X, Q(q)) = Homp, o (1, Rasr (X)(9) ).

et que 'on peut comparer avec la cohomologie motivique. En effet A. HUBER con-
struit des classes de Chern supérieures et celles-ci définissent des morphismes foncto-
riels:

Ky(X)§ = Hz"(X.Q(p))
le terme de droite étant les sous-espaces propres de la K-théorie algébrique pour les
opérations de Adams.

En utilisant une approche tannakienne, MADHAV NORI a construit une catégorie
abélienne N.Z.# (k) de motifs sur le corps k. Bien que M. NORI n’est pas lui

(2)chaque plongement k < C définissant une telle réalisation
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méme publié son travail, on en trouvera plusieurs survol dans la littérature (voir
e.g. [Lev05, vW11l, HMS12]). Tres grossierement la catégorie des motifs de Nori
N (k) est la catégorie abélienne universelle ayant un foncteur, Q-linéaire exact
et fidele, de réalisation de Betti a valeurs dans la catégorie des QQ-espaces vectoriels
et une théorie homologique pour les couples formés d’une k-variété quasi-projective
et d’un sous-schéma fermé. Etre un motif dans N.Z.# (k) est la meilleure structure
que l'on puisse mettre sur I’homologie relative des k-schémas quasi-projectifs. La con-
struction de M. NORI s’inspire de la philosophie des groupes de Galois motiviques de
A. GROTHENDIECK et plus particulierement du formalisme tannakien qui en forme
l’ossature.

Dans la suite, nous donnons plus de détails sur la construction de M. NORI dont
les idées jouent un role essentiel dans [Ivoldd, Ivoldc].

Soit mod(K) la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie. Si V' est un
K-espace vectoriel de dimension finie, on note V' := Homg (V, K) I'espace vectoriel
dual. Les K-coalgebres dans la suite sont supposées coassociatives et counitaires.

Soient Q un carquois et

T:Q — mod(K)
une représentation de ce carquois Q & valeurs dans la catégorie mod(K) des K-espaces
vectoriels de dimension finie.

A partir de cette représentation, M. NORI construit un quadruplet (,R,F,a)
ou &/ est une catégorie abélienne K-linéaire, R : Q — &/ est une représentation,
F : o/ — mod(K) est un foncteur K-linéaire exact et fidele, et o« : Fo R — T est
un isomorphisme de représentations du carquois Q. Le quadruplet construit par M.
NoORI satisfait la propriété universelle suivante:

Théoréme 2.1.1 (M. Nori). — Pour tout quadruplet (#,S,G,[), ou & est une
catégorie abélienne K -linéaire, S : Q — A est une représentation, G : B — mod(K)
est un foncteur K-linéaire exact et fidéle G: B — mod(K), et f: Go S — T est un
isomorphisme de représentations, les conditions suivantes sont satisfaites.

— Il existe un foncteur K-linéaire H : of — A et deux isomorphismes (le premier
de représentations et le second de foncteurs)

v:HoR = S; §:GoH S F
tels que le carré
GoHoR-GoS
ié*R J{B
FoR—2 =T

soit commutatif.
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- SiH : of — P est un foncteur K-linéaire et
v :H'oR= S, 8 :GoH S F

sont deux isomorphismes (le premier de représentations et le second de fonc-
teurs) tels que le carré

GOH’OR%GOS

Joun E

FoR—2% T

soit commutatif, alors il existe une unique transformation naturelle  : H — H'
telle que v/ o (0% R) = et 6’ o (Gx0) = 4.

On notera que la propriété universelle n’est en général pas exactement énoncée tel
que nous venons de le faire (pour une preuve sous cette forme on pourra se référer a
[Ivol4d]). Cette formulation est celle que nous utilisons dans [Ivol4d] pour étendre le
formalisme tannakien de M. NORI aux représentations a valeurs dans les catégories
de faisceaux pervers.

Résumons brievement la construction de M. NORI lorsque le carquois Q ne possede
qu’un nombre fini de sommets (le cas général s’obtenant par un procédé de passage
a la limite a partir de ce cas particulier, il ne s’agit pas la d’une hypothese trop
réductrice).

On peut considérer I'anneau des endomorphismes a gauche de la représentation 7T'.
Par définition, il s’agit du sous-anneau, noté End g (7'), du produit

[ Endx(T(q))
qeQ

formé par les éléments e = (e4)qe0 tel que pour tout sommet p € Q et toute arréte
m € Q(p, q) le carré

est commutatif. L’anneau Endg (T) est K-algebre dont le K-espace vectoriel sous-
jacent est de dimension finie. Son dual

A = Endg(T)"

est donc muni d’une structure de K-coalgebre de dimension finie sur K. Pour tout
sommet g € Q, le K-espace vectoriel de dimension finie T'(¢) est muni d’une structure
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de End g (T)-module & gauche via la projection
Endg(T) — Endg (T(q))

et donc d’une structure de A-comodule a gauche. Ceci montre que la représentation
T se reléve en une représentation R : @ — comod(A) ou lon voit simplement T'(q)
comme un A-comodule & gauche. La catégorie abélienne de M. NORI & est la caté-
gorie comod(A) des A-comodules de dimension finie. La représentation 7" est obtenue
comme la composition de R et du foncteur d’oubli F' : comod(A) — mod(K) qui est
K-linéaire exact et fidele.

Remarque 2.1.2. — Si Q ne posséde pas un nombre fini de sommets, la catégorie
abélienne o7 de M. NORI est encore une catégorie de comodules de dimension finie sur
une K-coalgebre A. C’est la tout 'intérét de considérer le dual des endomorphismes
de la représentation T et de privilégier plutot le point de vue des comodules que le
point de vue des modules.

Le point de départ de la construction de M. NORI est le carquois & défini comme
suit. Un sommet de 2 est la donnée d’un triplet (X, Z,4) ou X est un k-schéma
quasi-projectif, Z est un sous-schéma fermé de X et i € Z est un entier relatif. Les
sommets sont reliés entre eux par deux types d’arrétes, les arétes de type fonctorialité
et les arétes de type bord:

— si (Y1,721,4) et (Yo, Za,i) sont des triplets relatifs, alors chaque morphisme de
X-schémas [ : Yy — Y] tel que f(Z2) C Z; définit une aréte
(}/'272272')—)(}/172177;); (3)
— si (Y, Z,4) est un triplet relatif, alors tout sous-schéma fermé W C Z définit une
aréte
(Y, Z,i) = (Z,W,i — 1), (4)
A un triplet (X,Z,i) on peut associer le groupe d’homologie de Betti relative

H;(X,Z,Q) qui est un Q-espace vectoriel de dimension finie. On peut envoyer ’aréte
(3) sur le morphisme de fonctorialité

H;(Yz, Z2,Q) — H;(Y1,21,Q) (5)
et laréte (4) sur le morphisme bord
H;(Y,Z,Q) = Hi—1(Z,W,Q). (6)
Cela donne une représentation
T:2 — mod(Q)

du carquois Z et la catégorie EHM(k, Q) des motifs homologiques effectifs est la
catégorie abélienne associée a cette représentation du carquois Z. Par construction,
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tout triplet (X, Z,4) définit un motif H;(Y, Z) dans EHM(k, Q) de Q-espace vectoriel
sous-jacent H;(Y, Z,Q) et les morphismes (5), (6) proviennent de morphismes entre
ces motifs dans EHM(k, Q).

La théorie de Hodge mixte permet de voir que la représentation T se factorise par
la catégorie MHS& des structures de Hodge polarisables a coefficients rationnels. La
propriété universelle du théoreme montre ainsi que le foncteur de réalisation de
Betti se factorise en un foncteur

EHM(k,Q) — MHS% (7)

Q-linéaire exact et fidele et s’étend en un foncteur Q-linéaire exact et fidele
N (k,Q) — MHS&. (8)
Remarque 2.1.3. — En considérant la cohomologie plutét que I'’homologie, M.

NoORI définit une catégorie de motifs cohomologiques effectifs ECM(k, Q) qui redonne
également N.Z# (k,Q) par localisation.

Dans [Jan90], U. JANNSEN montre que les foncteurs H'y 5 : Sm/k — J.Z4 (k, Q)
sont en fait définis pour les paires, de sorte que ’on peut associer & un triplet (X, Z, 1)
un motif mixte

Hiyvr (X, 2) € Jauu (k,Q).
On obtient donc un foncteur Q-linéaire fidele et exact

ECM(k, Q) — J.4.a (k,Q)

qui s’étend lui aussi en un foncteur Q-linéaire exact et fidele N.Z# (k,Q) —
JAu (k,Q).

L’un des points remarquables de la théorie de M. NORI est que la catégorie
EHM(k, Q) contient en fait bien plus de motifs que ne le suggere a priori la défi-
nition: (a) M. NORI a construit un foncteur de réalisation (voir e.g. [Lev05] pour
une esquisse de construction)

DM (k) — DP(EHM(k)) (9)

ol DM;ﬁl(k) est la catégorie triangulée des motifs effectifs géométriques construite par
V. VOEVODSKY dans [Voe00]; (b) dans [Ara05, Theorem 3.1], D. ARAPURA a montré
que la suite spectrale de Leray en cohomologie de betti associée a un morphisme
projectif de k-schémas quasi-projectifs est motivique au sens de Nori i.e. qu’elle est
I'image, via le foncteur de réalisation de Betti, d’une suite spectrale dans EHM(k).

En particulier, en composant les foncteurs (9) et (7), on obtient un foncteur de
réalisation de Hodge dont la construction est tres différente de celle donnée par A.
HUBER dans [Hub00, Hub04] puisqu’elle n’utilise plus les complexes de Hodge et
I’équivalence construite par A. BEILINSON.
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Ces applications reposent sur une conséquence particuliere, le « basic lemma
» [Nor02, Basic Lemma — first form|, d’un résultat bien plus général dii & A.
BEILINSON [Bei87c, Lemma 3.3]. Le résultat de A. BEILINSON joue un rdle crucial
dans la définition des foncteurs image directe et image directe a support propre

i
DP(MHM(Y, Q)) —= D*(MHM(X, Q)),
17
associés a un morphisme f : Y — X de variétés quasi-projectives complexes, dans la
théorie de Hodge-Saito [Sai90]. Rappelons I’énoncé du « basic lemma »:

Lemme 2.1.4 (A. Beilinson). — Soit Y un k-schéma quasi-projectif. On suppose
Y affine et dim(Y') = n. Pour tout fermé W de'Y de dimension < n— 1, il existe un

fermé Z de'Y contenant W de dimension < n — 1 et tel que pour tout entier i # n

SiY est intégre, on peut en outre choisir Z de sorte que son complémentaire dans'Y
soit lisse sur k.

Ce lemme permet, partant d’un k-schéma quasi-projectif affine réduit Y de dimen-
sion n, de fabriquer par récurrence une suite de sous-schémas fermés réduits

PCYyCYViC---CY,=Y

tels que dim(Y;) < ¢ pour tout 0 < i < n et tels que les conditions suivantes soient
vérifiées:

— si dim(Y;) = ¢ alors Hg(Y;,Y;—1,Q) = 0 pour tout k € Z, k # i ;

— sidim(Y;) <i¢—1,alors Y; =Y;_;.
En utilisant les morphismes bord, cette suite de sous-schémas fermés définit un com-
plexe,

Hn(Yn, Yn—la@) — Hn—l(Yn—la Yn_Q,Q) — s —> H()(Yb, Q)

L’on vérifie aisément par récurrence que le groupe d’homologie H; de ce complexe
est égal au groupe d’homologie H;(Y,Q) de Y. Mais, par définition de la catégorie
EHM(k,Q), le complexe provient d’un complexe d’objets de EHM(k, Q), complexe
que I'on peut considérer comme étant le motif homologique du schéma affine Y dans
DP(EHM(k, Q)) c’est-a-dire I'image du motif de Y par foncteur de réalisation (9).

Dans [Aral3] D. ARAPURA propose une généralisation de la théorie de M. NORI
dans le cadre relatif. Son approche a pour modele la théorie des faisceaux con-
structibles et non la théorie des faisceaux pervers. Plus précisément a un k-schéma
quasi-projectif X, il associe une catégorie abélienne Q-linéaire M (X, Q) qui est mu-
nie d’un foncteur exact et fidele a valeurs dans la catégorie abélienne des faisceaux
de Q-espaces vectoriels sur X" algébriquement constructibles. L’idée de base de sa
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construction est d’utiliser le formalisme tannakien sous la forme donnée par M. NORI.
Pour se ramener a des représentations de carquois a valeurs dans des Q-espaces vec-
toriels de dimension finie & partir de faisceaux constructibles, il faut travailler dans
un premier temps & stratifications fixées, choisir un point dans chaque strate (pour
pouvoir considérer la fibre du faisceau qui est localement constant sur la strate en
ce point) et puis effectuer un passage a la limite sur les stratifications techniquement
tres délicat.

Dans [Ivol4d, Ivoldc] nous avons développé une approche différente dans laquelle
les faisceaux pervers jouent le réle de modele cette fois.

Théorie homotopique stable des schémas

Nous fixons un corps k de caractéristique zéro. Les constructions ainsi qu’un certain
nombre de propriétés ou de théorémes sont vrais dans un contexte plus général. Celui-
ci sera suffisant pour nos besoins.

La théorie homotopique stable des schémas a été initiée par F. MOREL et V. VO-
EVODSKY [MV99, Voe98] et par la suite de nombreux mathématiciens ont contribué &
son développement, notamment J. AYOUB dont les travaux [Ayo07a, Ayo07b, Ayo09]
jouent un role important dans notre travail. Elle constitue le pendant, en géométrie
algébrique, de la topologie algébrique classique et plus précisément de la théorie ho-
motopique stable des espaces topologiques dont elle emprunte le langage (catégorie
de modeles, ensembles simpliciaux, spectres. .. ) et les méthodes.

Résumons rapidement les principaux résultats de [Ayo07a, Ayo07b]. Soit X un k-
schéma, quasi-projectif. La théorie homotopique stable des schémas permet d’associer
a tout X-schéma quasi-projectif lisse Y son type d’homotopie stable qui vit dans la
catégorie homotopique stable des X-schémas SHay (X)

Rappelons les grandes lignes de la construction de cette catégorie triangulée (voir
[Ayo07b] pour les détails). Rappelons que celle-ci dépend du choix d’une topologie sur
la catégorie Sm/X des X-schémas quasi-projectifs lisses qui peut-étre soit la topologie
de Nisnevich, soit la topologie étale suivant les besoins (les catégories obtenues étant
différentes naturellement). Le point de départ est la catégorie PSh(Sm/X,91) des
préfaisceaux sur Sm/X & valeurs dans 9 que 'on munit de la structure de modele
projective. Par localisation de Bousfield, on peut imposer I'invariance par homotopie
ainsi que la descente pour la topologie Nisnevich ou étale suivant le choix, pour obtenir

() La lettre M fait référence & une catégorie de modele stable 9 qui sert de coefficients dans la
construction. Pour nos besoins, il est suffisant de supposer que Mt est soit la catégorie des Sl-
spectres d’ensemble simpliciaux, soit la catégorie Ch(Q) des complexes de Q-espaces vectoriels munie
de sa structure de modeéle projective.
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une nouvelle structure de modele sur PSh(Sm/X, 9) appelé la structure de modele
Al-locale. Notons alors T « la sphére de Tate »
G’rmX & 1

X®1

et considérons la catégorie SptZ(PSh(Sm/X, 9M)) des T-spectres symétriques d’objets
de PSh(Sm/X, M) que 'on munit de la structure de modéle stable induite par la
structure de modele Al-locale sur PSh(Sm/X,9). La catégorie homotopique stable
SHy» (X) est par définition la catégorie homotopique de cette catégorie de spectres

SHyn(X) := Ho(Sptr(PSh(Sm/X, Ch(Q))))

pour cette structure de modele. Le type d’homotopie stable de Y est alors le T-spectre
symmétrique Susy(X @ 1).

Dans [Ayo07b], J. AYOUB a construit le formalisme des opérations de Grothendieck
sur les catégories homotopiques stables SHyy. Plus précisément, pour tout morphisme
de k-schémas quasi-projectifs f : X — Y il construit des adjonctions (voir [Ayo07a,
Scholie 1.4.2])

fx fi
SHyy (X) SHyy (Y) SHyy, (X)
S F

vérifiant les relations attendues entre ces foncteurs (adjonctions, théoréme de change-
ment de base propre, théoréme de changement de base lisse), un produit tensoriel ®,
un Hom interne Hom ainsi qu’'un foncteur de dualité vérifiant les propriétés familieres
en théorie f-adique.

Les foncteurs cycles proches ont été introduits par A. GROTHENDIECK et son
école dans le cadre transcendant et en cohomologie ¢-adique [SGA73]. Dans [Ayo07a,
Ayo07b] J. AYOUB a montré que I'on pouvait les définir non seulement en théorie des
motifs mais également en théorie homotopique stable des schémas. La construction
de J. AYOUB s’inspire du travail de M. RAPOPORT et T. ZINK [RZ82] et s’inscrit
plus généralement dans une étude systématique et axiomatique de foncteurs du type
cycles proches : les foncteurs de spécialisation.

Résumons succintement le travail de J. AYOUB en commengant par la théorie des
cycles proches associés & un morphisme de k-schémas quasi-projectifs f : X — A}.
L’on a dans ce cas le diagramme commutatif de morphismes de k-schémas
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ol 7 est la section nulle et j désigne 'immersion ouverte canonique. Le foncteur cycles
proches motiviques
\I/f : SHgm(Xn) — SHgm(XU)

de [Ayo07b] est obtenu & partir du systéme de spécialisation trivial xy = ¢*j. et d’une
sorte de revétement universel motivique de G, ;; via la technique de construction de
systémes de spécialisation exposée dans [Ayo07b, §3.2]. Ce revétement universel est
en fait un diagramme de k-schémas (£, A x N*) muni d’un morphisme

(07 paxnx) : (2, A x N*) = Gy .

Ici A désigne comme d’habitude la catégorie dont les objets sont les ensembles ordon-
nésn={0<1<---<n}, pour n €N, et dont les morphismes sont les applications
croissantes tandis que N* = N\ {0} est muni de la relation d’ordre opposée a la
relation de division.

Le foncteur Wy est alors explicitement donné par la formule :

Uy = (paxnx)g 0 Xfpasxnx © (9}?)* ° (9?)* o (paxnx)”

dans laquelle le morphisme (Qf‘%, PAaxN®) i (Zf,paxNx) — X, obtenu par changement
de base le long du morphisme f,. Comme dans la théorie transcendante ou f-adique,
ces foncteurs sont compatibles aux images réciproques par des morphismes lisses, aux
images directes par des morphismes propres et préservent la constructibilité [Ayo07b].
De plus, lorsque l'on se donne un plongement o : kK — C, J. AYOUB a construit
dans [Ayo10] des foncteurs de réalisation de Betti et montré que ces foncteurs sont
compatibles aux six opérations ainsi qu’aux foncteurs cycles proches (voir [Ayol0,
Théoréme 4.9]).

Dans [Ayo09] J. AYOUB introduit également des foncteurs cycles proches dans le
cas ot la droite affine A} := Spec(k[t]) est remplacée par le spectre de I'anneau des
séries formelles R = k[[t]]. Cette situation se rameéne a la précédente en considérant le
morphisme Spec(R) — Al. Ce dernier n’est certes pas de type fini mais ceci ne pose
pas de problémes pour la définition des cycles proches (tout comme pour les foncteurs
f« et f* d’ailleurs). Ainsisi f: X — Spec(R) est un morphisme de type fini, on a un
diagramme commutatif de morphismes de schémas
J

X, X i X,

lfn O lf m] fo

n = Spec(K) . Spec(R) <t Spec(k) =: o,

ou K = k((t)) est le corps des fractions de R et un foncteur cycles proches
\I/f : SHgm(Xn) — SHgm(XU)

A nouveau ces foncteurs sont compatibles aux images réciproques par des morphismes
lisses, aux images directes par des morphismes propres et préservent la constructibilité
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[Ayo07b, Ayol4]. Ils sont de plus compatibles avec les foncteurs cycles proches de la
théorie (-adique via le foncteur de réalisation de [Ayol4].

Nous reprenons maintenant la situation arithmétique précédente. Ainsi R = k[[t]
est anneau des séries formelles en la variable ¢ et K = k((t)) est son corps des
fractions qui est un corps valué complet non-archimédien. Dans [Ayo09], J. AYOUB
a construit, sur le modele de la théorie algébrique, la catégorie homotopique stable
RigSH,y(K) des K-variétés analytiques rigides. Les ingrédients de base sont cette
fois les K-variétés analytiques rigides lisses, la topologie de Nisnevich ou étale en
géométrie rigide et la boule de Tate.

Nous ne ferons pas de rappel de géométrie rigide dans ce paragraphe, et renvoyons
par exemple & [Gro60, §10], [Abb10, Ray74, BGR8&4] ou [Ayo09, §1.1]. Rappelons tout
de méme que 'on peut associer, a un K-schéma séparé de type fini X, une variété
analytique rigide X" et que cette construction se traduit au niveau des catégories
homotopiques stables par une adjonction

Rig* : SHon(K) S RigSHyy, (K) : Rig,

provenant d’une adjonction de Quillen au niveau des catégories de spectres correspo-
dantes. Si X est un K-schéma lisse de type fini, alors par construction Rig*(M(X)) =
M,iq(X20).

Par ailleurs si 2~ est un R-schéma formel séparé topologiquement de type fini, sa
fibre générique %, est une variété analytique rigide quasi-compacte. Rappelons que
si X est un R-schéma séparé de type fini, alors en notant 2" le complété t-adique de
X et X;, = X xg K le K-schéma obtenu par changement de base, on a une immersion
ouverte canonique

Xy = (Xy)™

qui est un isomorphisme lorsque X est propre sur R.

Rappelons les principaux résultats de [Ayo09] concernant la structure de la caté-
gorie RigSH;, (K) et ses relations avec la catégorie homotopique stable SHoy (k) du
corps résiduel k.

Soient X un k-schéma, g € T'(X, Ox)* et r € N*. On pose

QF"(X,9) = (X xx R)V]/(V" — gt)

A partir de ce R-schéma, on peut considérer son completé formel QL7 (X,g) et sa
fibre générique au sens de Raynaud Q79(X,g) ou bien le K-schéma Q9 (X,g) =
Q:"(X,g)k et son analytifié Q2"(X).

Théoréme 2.2.1 (J. Ayoub [Ayo09]). — La catégorie triangulée RigSHgy(K)
est compactement engendrée par les objets de la forme Sush..(Qr9(X,g) ® 1) ou X
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est un k-schéma lisse de type fini, p € N, r € N\ {0} et g € O(X)*. De plus le
morphisme canonique

Sushan (Q77(X, 9) @ 1) = Sushn (Q)"(X, 9) © 1)

est un isomorphisme dans RigSHyy, (K).
Du théoreme on peut déduire le lemme suivant :
Lemme 2.2.2. — Les objets compacts de RigSHyy (K) sont fortement dualisables.

En effet d’apres le théoréme , il suffit de prouver que les les objets
Sush.. (QI(X, g) ® 1) =~ Sush.. (Q"(X, g) ® 1) = Rig*(Sush(QI°(X, 9) ® 1))

sont fortement dualisables dans RigSHgy, (K). Comme Rig* est un foncteur monoi-
dal symétrique unitaire, il suffit de vérifier que Sush(Q9°°(X, g) ® 1) est fortement
dualisable dans SHyy (K). Ceci découle de [Rio05] (voir également [Ayo09, Lemme
1.3.29)).

Rappelons que par définition, la catégorie QUSH,y (k) des motifs quasi-unipotents
est la sous-catégorie triangulée pleine de SHoy(G,, 1) stable par sommes infinies et
engendrée par les objets de la forme Sus?(Q9™ (X, g) ®1) o par définition Q4™ (X; g)
est le G, ;-schéma

QI™(X; g) := Spec(Ox [T, T, V]/(V" — ¢gT)) — Spec(k[T, T~ ']) = G 1.

En utilisant notamment le théoreme , J. AYOUB démontre alors le théoreme
suivant :

Théoréme 2.2.3 (J. Ayoub [Ayo09]). — La composée des foncteurs
§ : QUSHyp (k) < SH(Gyy i) - SHon(K) 225 RigSHyy (K)
est une équivalence de catégories.

Fixons maintenant un quasi-inverse 8. On peut alors passer de la catégorie homo-
topique stable du corps K a la catégorie homotopique stable du corps résiduel k& de
deux maniéres a priori distinctes : soit en considérant le foncteur cycles proches ¥igq
soit en considérant le foncteur composé

SHoy (K) &7 RigSHy, (K) 25 QUSH,y, (k) s SHon (k).

Théoréme 2.2.4 (J. Ayoub [Ayo09]). — I existe un 2-morphisme inversible en-
tre Uiq et la composée

SHop(K) 225 RigSHyy (K) 2 QUSHy (k) 5 SHon (k).
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Ce théoreme montre, dans le cas le plus simple possible, que les cycles proches
motiviques proviennent en fait de la géométrie rigide puisque ¥iq coincide essentielle-
ment modulo analytification avec le foncteur 1* o R. Le lien plus général entre les
cycles proches et la géométrie rigide suggéré par ce théoreme fait 'objet de I'article
[AIS13] et les théorémes et permettent de mieux comprendre ces relations.

Catégories triangulées de motifs

Dans [Grob, p. 193, p. 237] A. GROTHENDIECK considére le formalisme des six
opérations et le comportement des poids sous ces opérations comme « indissolublement
lié » a la théorie des motifs qui en constitue « la ligne d’horizon idéale ». L’existence
de catégories triangulées de motifs sur un schéma munies d’'un formalisme des six
opérations fait partie intégrante de la facon dont il voit la théorie des motifs. Dans
[Groa], il envisage ainsi Pexistence pour tout schéma X d’une catégorie abélienne
Q-linéaire .4 (X) de motifs mixtes sur X se réalisant en des faisceaux ¢-adiques
constructibles et dont les catégories dérivées bornées sont munies d’un formalisme
des six opérations compatibles avec celui qu’il vient de construire avec son école en
théorie f-adique (le foncteur de réalisation étant exact fidéle et tensoriel).

Cette esquisse a été précisée et étendue par A. BEILINSON dans [Bei87b, 5.10].
Notons que par rapport a la vision de A. GROTHENDIECK ['une des différences est
que la catégorie des motifs mixtes .Z.#(X) recherchée n’est plus modelée sur la
catégorie des faisceaux constructibles mais sur la catégorie des faisceaux pervers.
Comme observé par P. DELIGNE dans [Del94, 2.1], « ce n’est que dans un tel cadre
qu’on peut espérer une filtration par le poids ». Celle-ci possédent en effet de bien
meilleures propriétés. En effet la catégorie des faisceaux pervers ¢-adiques de [BBD8&2]
est noethérienne, artinienne (tous les objets sont donc de longueur finie) et munie
d’une filtration par le poids [BBD82, Théoréme 5.3.5].

Notons que dans I’énoncé apparaissant dans [Bei87b, 5.10], la catégorie 2.4 (X)
est la catégorie dérivée de la catégorie abélienne .Z.# (X ) (ce qui est compatible avec
les équivalences prouvées par A. BEILINSON au niveau des réalisations [Bei87c]). Dans
[Del94, 3.1], P. DELIGNE suggere que ceci pourrait étre trop optimiste. Rappelons le
cadre conjectural tel qu’exposé dans [Jan94, Conjecture 4.8] :

Conjecture 2.3.1 (A. Grothendieck ; A. Beilinson). — Soit X un k-schéma
quasi-projectif, il existe une catégorie triangulée Q-linéaire D4 (X) ayant les pro-

priétés suivantes :
1. Les catégories D4 (X) sont munies d’un formalisme des six opérations. Pour
f: X =Y un morphisme de k-schémas quasi-projectifs, on a donc les foncteurs
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triangulés
fou e
DM (X) QM (Y) DM (X)
i fou

ainst que le produit tensoriel et le Hom interne
®: QM (X) x DM (X) = DM (X) Hom : 2.4 (X)°° x 9.4 (X) — 9.4 (X).

Ces foncteurs vérifiant les compatibilités usuelles.
2. 1l existe un foncteur triangulé

9.4 (X) — D°(MHM(X, Q)) (10)

compatible avec le formalisme des six opérations.
3. Pour tout k-schéma quasi-projectif X, il existe un isomorphisme « classe de
cycles » :

CH'(X, j)o = Hg 4 (X, Qi) := Homg, 4(x) (Q¥”, Q¥ (1)[2i — )
ot le terme de gauche est le groupe de Chow supérieur de S. BLOCH.

4. Il existe sur 2.4 (X) une t-structure non dégénérée de coeur MM (X) telle que
(a) le foncteur de réalisation (10) soit t-exact et le foncteur exact induit

M (X) — MHM(X, Q) (11)

soit fidele.
(b) pour tout objet A € MM (X) il existe une filtration canonique (filtration
par le poids)

gWa(A)gWa+1(A)ggA

compatible via (11) avec la filtration par le poids .
(c) la sous-catégorie de MM (X) formée des objets purs est semi-simple.

Dans la conjecture précédente MHM(X, Q) est la catégorie abélienne Q-linéaire
des modules de Hodge mixtes construite par M. SAITO [Sai88, Sai90].

La théorie homotopique stable des schémas introduite par F. MOREL et V. VO-
EVODSKY permet de construire en particulier sur tout k-schéma quasi-projectif X une
catégorie triangulée des motifs étales a coefficients rationnels. En effet en prenant la
topologie étale dans la construction de SHoy pour 9t = Ch(Q) la catégorie des com-
plexes de Q-espaces vectoriels, on obtient la catégorie des motifs étales DAét(X , Q)
étudiée notamment dans [Ayo07b, Ayol4]. Les travaux de J. AYOUB [Ayo07a, Ayo07b,
Ayo10, Ayol4] fournissent le formalisme des six opérations, le formalisme des cycles
proches, les réalisations f-adiques et de Betti ainsi que leurs compatibilités aux opéra-
tions.
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Dans [Ayo07a] est également introduit une notion de constructibilité, un motif
étant dit constructible lorsqu’il appartient la sous-catégorie pleine DAﬁf (X, Q) stable
par facteur direct et contenant les motifs homologiques des X-schémas quasi-projectifs
lisses. J. AYOUB montre également que les six opérations et les cycles proches préser-
vent la constructibilité.

La catégorie DAff (X, Q) des motifs étales constructibles constitue le meilleur can-
didat dont on dispose actuellement pour jouer le rdle de catégorie 2.4 (X) de la
conjecture . En effet Dexistence du formalisme des six opérations comme dans

.1. découle du travail de J. AYOUB [Ayo07a, Ayo07b] et .3. est une con-
séquence des travaux de V. VOEVODSKY de la maniere suivante. On dispose de
foncteurs canoniques

DA (k, Q) — DM (k, Q)

|

DM(k, Q)

ou DM(k, Q) désigne la catégorie des motifs construite par V. VOEVODSKY dans
[Voe00] via les faisceaux Nisnevich avec transferts et DM® (k, Q) sa variante étale.
Ces deux foncteurs sont en fait des équivalences, pour le foncteur horizontal cela
découle de [Ayol4, Théoreme B.1] et pour le foncteur vertical de [MVWO06, Theorem
14.30, Lemma 14.21]). Ainsi .3. est une conséquence de [Voe00, Voe(2]

L’existence du foncteur de .2 lorsque X = Spec(k) est prouvée par A. HUBER
dans [Hub00, Hub04] et le cas général résulte de notre travail [Ivol4c] (nous n’avons
cependant pas encore vérifié la compatibilité aux six opérations ; cette question nous
semble cependant tout & fait abordable bien que particuliérement technique).

Le point crucial de la conjecture est 'existence de la t-structure motivique,
soit le point .4. Ce dernier est totalement ouvert et constitue sans aucun doute
I’'un des problemes les plus difficiles de la théorie.

Dans les années 90 quatre constructions de catégories triangulées de motifs sur k
ont été données par M. HANAMURA [Han04], M. LEVINE [Lev98] et V. VOEVOD-
SKY [Voe96, Voe00] qui a proposé deux approches différentes. Sa premiere défini-
tion [Voe96] passe par la h-topologie et fournit une catégorie triangulée Q-linéaire
DM}, (X, Q). La seconde est celle plus connue de [Voe00] qui utilise les correspondances
finies et les faisceaux Nisnevich avec transferts, elle donne une catégorie DM (X, Q)
et sa sous-catégorie pleine DMy, (k, Q) formée des motifs géométriques' . Lorsque

(4)Notons qu’a priori seule la sous-catégorie DM~ (k, Q) de DM(k, Q) est explicitement construite
dans [Voe00]. Cependant DM(k, Q) s’obtient & partir de la par des constructions standard en topolo-
gie algébrique. Plus généralement, si X est un k-schéma quasi-projectif, en utilisant la théorie des



2.4

2.4. COEFFICIENTS : EXEMPLE DE LA THEORIE DE HODGE 41

X est géométriquement unibranche les deux constructions donnent le méme résultat
et 'on a une équivalence de catégories [Sch12, CD13]

1 résulte de [Ayol4, MVWO06] que les catégories DA (k, Q) et DM(k, Q) sont équiv-
alentes. Plus généralement, D.-C. CISINSKI et F. DEGLISE on montré dans [CD13]
que lorsque le schéma X est géométriquement unibranche, ’on avait une équivalence
de catégories
DM(X,Q) ~ DA®(X, Q)

induisant une équivalence de catégories entre DMy, (X, Q) et DAY (X, Q).

D’apres [CD13, Theorem 16.1.2, Theorem 16.2.18], 'on a des équivalences de caté-
gories triangulées

DM5(X) ~ DM, (X, Q) ~ DA®(X, Q)

ot DMg(X) est la catégorie des motifs de BEILINSON introduite par D.-C. CISINSKI
et F. DEGLISE dans [CD13, Définition 14.2.1]. On notera que la catégorie des motifs
de BEILINSON est également Q-linéaire et n’a été introduite qu’aprés les travaux
[Ayo0T7a, Ayo07b] de J. AYOUB dans lesquels les catégories de motifs étales sont
introduites et le formalisme des six opérations établi.

Notons que les catégories de motifs DM (k) et D(k) construites respectivement par
M. LEVINE et M. HANAMURA dans [Lev98, Han04] sont équivalentes & DMy (k)
(voir [Lev98, Bon09] et [[vo08]). L’on peut également, comme en topologie algébrique
classique, voir la catégorie des motifs comme la catégorie homotopique stable des
modules sur le spectre d’Eilenberg-MacLane qui représente la cohomologie motivique
dans SH(k) (voir [RO08]).

Coefficients : exemple de la théorie de Hodge

Pour un survol de la théorie de Hodge nous renvoyons a [BZ90].

La théorie développée par M. SAITO [Sai88, Sai90] est une vaste généralisation de
la théorie de Hodge classique. Elle fournit ’extension du formalisme des six opérations
a la théorie de Hodge, dont A. GROTHENDIECK avait envisagé ’existence inspiré en
particulier par le réve motivique

cycles relatifs de [SV00], on peut construire de maniére identique la catégorie DM (X, Q) et sa sous-

catégorie pleine DMgm (X, Q). Il s’agit de la catégorie que nous utilisons dans [Ivo07] (voir également
[Ivo11b] pour un exposé).

(®)Dans [CGrob] cette théorie est mentionnée & de nombreuses reprises sous le nom de coefficients de
Hodge-Deligne (voir [Grob, p. 824] notamment)
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Pour résumé de maniere treés lapidaire, avant le travail de M. SAITO, la théorie de
Hodge permettait de munir la cohomologie des variétés algébriques complexes ou de
familles de variétés projectives et lisses de structures de Hodge mixtes et de fabriquer
certaines structures de Hodge mixtes limites, fournissant par la méme un formalisme
tres partiel de cycles proches. Les notions centrales étant celles de structures de
Hodge mixtes et de variations de structures de Hodge (un raffinement de la notion de
connexion et de systéme local).

La théorie des Z-modules holonomes réguliers fournit via leurs catégories dérivées
bornées les coefficients de de Rham tandis que la théorie des faisceaux pervers et
des faisceaux constructibles fournit les coefficients de Betti, la correspondance de
Riemann-Hilbert sous la forme prouvée par M. KASHIWARA [Kas84] et Z. MEBKHOUT
[Meb84b, Meb84a] offrant un pont entre les types de coefficients.

En s’appuyant sur ces deux théories et sur la théorie de Hodge classique, M. SAITO
construit dans [Sai88, Sai90] pour toute variété complexe quasi-projective une caté-
gorie abélienne Q-linéaire MHM (X, Q) dont les objets sont appelés modules de Hodge
mixtes et dont les catégories dérivées sont munies du formalisme des opérations : les
quatres opérations

Fo el
DP(MHM(X,Q)) = _ D"(MHM(Y,Q)) ___ D*(MHM(X,Q)).
il Foe

le produit tensoriel ®, le Hom interne .7Zom et les cycles proches.

Dans [Sai88, 5.1.1], M. SAITO introduit la catégorie MF,,(Zx) des Zx-modules
filtrés (., F) tels que la filtration F soit compatible a la filtration par l'ordre sur Zx,
grf’ 4 soit un grf’ Zx-module cohérent et . soit un Zx-module holonome régulier
Le complexe de Spencer Sp,, (.#) d'un Zx-module a droite holonome .#, étant un
faisceau pervers, on a un foncteur exact

w SPan
MF,1(Zx) < Mod, (Z2x) —22 Perv(X, C)
et I'on peut considérer la définition suivante :

Définition 2.4.1. — La catégorie MF,;,(Zx, Q) est le 2-produit fibré des catégories
MF.,(Zx) et Perv(X, Q) au dessus de Perv(X, C):

MFrh(@X7 Q) = MFrh(@X) ><Perv(X,C) Perv(X, Q)

Un objet de MF,,,(Zx) est un Zx-module holonome régulier avec Q-structure.

(6)La filtration est croissante, séparé et exhaustive.
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Par définition un objet # dans MF,y,(Zx, Q) est un quintuplet (Kg, K¢, Ko, a(%, 0494)
ou Kg := (M, F) est un objet de MF,,(Zx), pour R = Q,C, Kg est un objet de

Perv(X, R) et a(g, af sont des isomorphismes

A

M
Ko®gC —= K¢ Spa,(#) 2+ Kc.

Un morphisme u : .# — #' est un triplet (ug,uc,uy) de morphismes commutant
aux isomorphismes de comparaison.

Remarque 2.4.2. — La catégorie MF,,(Zx, Q) est également équivalente a la caté-
gorie des triplet 4 = (Kq,Kg,a.4) ot Kg := (M, F) appartient & MF,,(Zx ), Ko
est un objet de Perv(X,Q) et a.y : Ko ®g C — Sp,,(.#) est un isomorphisme dans
Perv(X,C). Les morphismes sont simplement des couples (ug,uy) de morphismes
tels que

aﬁl © (UQ ®Q (C) = Span(“’@) o aﬁ'

Les variations de structures de Hodge pures de poids k définissent naturellement
des objets de MF,,(Zx,Q). En effet lorsque l'on se donne une telle variation V, on
a en particulier un systéme local Vg sur X*", une connexion a singularités régulieres
a linfini (¥, V) munie d’une filtration .# par ses sous-0x-modules localement libres
de rang fini satisfaisant la condition de transversalité de P. GRIFFITHS

V:ZFhy - Q) @0, FEY
et un isomorphisme de systemes locaux
Qy
Vo ®g C — Ker V*",

La connexion V définit sur ¥ une structure de Zx-module a gauche et en posant
Fv == 777 la condition de transversalité de P. GRIFFITHS assure que (¥, F)
est un Zx-module filtré a gauche. Cela permet de voir que V définit naturellement
un objet

L%”y S MFrh(@X, Q)L = MFrh(QX)L ><Pcrv(X,C)L PeI’V(X, Q)L

ott MF,1,(Z2x, Q)" désigne la catégorie des Zx-module filtré & gauche et Perv(X, Q)"
est la catégorie des faisceaux pervers avec les conventions de [Meb04, 3.3-3] (il y a
un décalage par rapport a celles de [BBD82] : les systémes locaux sont des faisceaux
pervers au sens de [Meb04]). On peut comme d’habitude passer des Z-modules &
gauche aux Z-modules a droite par ’équivalence

MF,(Zx, Q)% =55 MF,,,(2x, Q)

et poser V¥ := (?V)". Notons que pour 4 = (M ,F),K,a),on a A" = M D¢,
wx muni de la filtration Fy " = Fyay M Qe wx et K™ = K[dx].
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On suppose que X est une variété quasi-projective complexe non-singuliére pour
simplifier. La construction de la catégorie MH(X, w)? des modules de Hodge purs
polarisables de poids w se fait en trois temps. Tout d’abord M. SAITO restreint la
catégorie MF,,,(Zx,Q) en ne considérant que les objets satisfaisant localement pour
la topologie de Zariski sur X les deux conditions suivantes :

(S) A admet une décomposition a support strict i.e. .# est somme directe dans
MF,,(Zx,Q) d’objets & support strict (un objet de MF,,(Zx,Q) est dit &
support strict lorsque son support est un fermé irréductible Z de X et qu’il
ne possede ni sous-objet non trivial ni quotient non trivial dont le support soit
strictement plus petit que Z) ;

(V) A est quasi-unipotent et régulier le long de toute fonction g : X — A(lc.

Ces conditions sont nécessaires pour la seconde étape qui consiste a définir par récur-
rence sur le support les modules de Hodge purs partant du fait qu'un module de
Hodge pur de poids w supporté en un point est 'image directe d’une structure de
Hodge pure de méme poids (voir [Sai88, 5.1.6]). Contrairement au cas des variations
de structures de Hodge, il n’est plus possible dans ce cadre d’espérer pouvoir définir
un module de Hodge pur en imposant qu’en chaque point les données induisent une
structure de Hodge pure. Les images inverses n’étant pas t-exact pour la t-structure
perverse, une telle condition n’a en effet aucun sens. A la place, M. SAITO utilise
les foncteurs cycles proches (cycles évanescents) qui eux sont t-exacts et permettent
effectivement de diminuer la dimension du support.

La derniere étape consiste a définir la notion de polarisation pour un module de
Hodge pur. Ceci se fait encore par récurrence sur la dimension du support en ex-
ploitant le fait que le foncteur de dualité est t-exact pour la structure perverse (voir
[Sai88, 5.2.10] pour la définition précise). La catégorie MH(X, w)? des modules de
Hodge purs polarisables de poids w est alors la sous-catégorie pleine de MH(X, w)
formé des objets admettant une polarisation. L’existence d’une polarisation joue un
role essentiel dans pratiquement tous les théorémes de la théorie et constitue donc en
pratique une hypothése nécessaire.

Revenons un peu plus en détails sur les deux premieres étapes. Rappelons que la
catégorie des variations de structures de Hodge polarisables est semi-simple et que le
systéme local sous-jacent & une telle variation est semi-simple [Del87]. La condition
(S) est alors naturelle si ’on espeére voir ces propriétés s’étendre plus généralement aux
modules de Hodge purs polarisables. En effet les faisceaux pervers simples sur une
variété algébrique complexe X se caractérisent en terme de complexes d’intersection.
Si Z est un fermé irréductible et £ un systéme local irréductible sur un ouvert U
dense dans le lieu lisse de Z, alors le complexe d’intersection

ICx (Z) = i, (jix.Z[dim Z])
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est un faisceau pervers simple sur X de support Z qui ne posséde ni sous-object non
trivial ni quotient non trivial a support strictement contenu dans Z. De de plus
tous les faisceaux pervers simples sur X sont obtenus de cette maniere [BBD82] (voir
également [HTTO8]). Ainsi si le faisceau pervers sous-jacent d’'un module de Hodge
pur polarisable est semi-simple, alors il doit étre une somme directe de complexes
d’intersection et la condition (S) est donc satisfaite.

Remarque 2.4.3. — Notons qu'une décomposition comme dans la condition (S) est
unique. En effet Hom(.#,.#") = 0 pour deux objets .# et .#' A support strict sur
des fermés irréductibles Z et Z’ distincts. Si Z est un fermé irréductible de X et .#
satisfait la condition (S), on peut donc définir la Z-composante de .#, notée 4 ,,
comme le facteur direct de .# ayant support strict sur Z dans la décomposition.

La condition (V) porte sur le Zx-module filtré (.#, F) et assure que les cycles
proches (et évanescents)'’) par rapport a g existent dans la catégorie MF,,(Zx, Q) et
que la monodromie locale est quasi-unipotente. Plus précisément en notant ¢y : X <
X x¢ AL 'immersion fermée par le graphe et (4, F) I'image directe de (., F) par
ig, la condition (V) signifie que les conditions suivantes sont satisfaites (voir [Sai88,
3.1.1 Définition, 3.2.1])

1. il existe une filtration rationnelle croissante V' sur .4 telle que

(a) pour tout o € Q, Vot est un VpPx-module cohérent et UpeqVa A =
N

(b) pour tout « € Q et i € Z, (Voo ) (Vi Zx) C ViV 5

(¢) pour tout @ € Q, a <0 on a (Vo )t = Vo1 ;

(d) pour tout a € Q 'endomorphisme t9; — a of GrZJV est nilpotent ;

2. pour tout @« € Q, a« <0 on a (FpVot )t =FpVo_ 14 ;
pour tout & € Q, & > —1 on a (F,CrY 4)d; = FpHGrXHW ;

4. soit W la filtration de monodromie sur Grg,/i/ associée a ’endomorphisme nilpo-

tent t0; — «, alors GrFGrWGrXJV est cohérent sur Grf’ %y

Si une filtration satisfaisant 1a-1d existe, elle est nécessairement unique. Les autres

@

conditions précisent le comportement de la filtration de Hodge F' vis a vis de cette
filtration. Les cycles proches sont définis par

w9<‘%>F): @ (Grg’/‘/aF[l])

—1<a<0

(T)Notons qu’en présence de (V), la condition (S) peut également se lire sur les cycles proches et
évanescents [Sai88, 5.1.5 Corollaire].
(8)On note V la filtration sur Zx définie par

Vi9x :={P € 9x : PtFOx[t] C t* "Ox[t], k € Z}

(ici t*Ox[t] = Ox][t] lorsque k < 0 par convention). Notons que t € V_1%Zx, 8; € Vi%x et que
Popérateur différentiel t0; appartient a Vo Zx.
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ou F[1]

k = Fr—1. L’on dispose en outre d’un isomorphisme canonique (voir [Kas83,
MMO04)) :

Vg(SPan(A)) = Wy (Spun (A))[=1] = Dy (Vg (A, F)).
L’endomorphisme nilpotent N induit par les t0; — « sur le membre de gauche
étant compatible avec lendomorphisme nilpotent N = 1/27wilogT, ou T, est
la partie unipotente de l'opérateur de monodromie locale sur les cycles proches,
I’isomorphisme précédent permet de définir un Z-module filtré avec Q-structure
g(A) de composante Yg(A,F) et hg(K) et muni d'un opérateur nilpotent
N : pg( M) — pg(A)(—1). En notant M la filtration de monodromie induite par
cet opérateur nilpotent, la condition (V) assure que

Gr (L)

appartient & MF,,(2x, Q) pour tout ¢ € Z.

Pour un objet .# de MF,,(Zx,Q) satisfaisant localement pour la topologie de
Zariski sur X les conditions (S) et (V) la condition d’étre un module de Hodge pur de
poids w est définie par récurrence sur la dimension d du support. Lorsque d = 0, la
condition (S) assure que .# est une somme directe d’objets de MF,,(Zx, Q) supportés
en des points fermés et dans ce cas .# est un module de Hodge pur de poids w si
et seulement si chacun de ces facteurs directs est I'image directe d’une structure de
Hodge pure de méme poids. Par récurrence, si d > 1, on dit que .Z est un module de
Hodge pur de poids w lorsqu’il satisfait localement pour la topologie de Zariski sur
X les conditions suivantes :

(H1) pour tout fermé irréductible Z de X de dimension < d — 1, 4 , est un module
de Hodge pur de poids w ;

(H2) pour tout fermé irréductible Z de X de dimension d, toute fonction g € (X))
dont 'image dans €(Z) est non nulle,

Gr} (g (L 7))
appartient &8 MH(X,w + ¢ — 1) pour tout ¢ € Z.

Sil’on note W la filtration de monodromie centrée en w—1, la condition (H2) devient :
pour tout ¢ € Z

Gryvqu(ﬁz) = Gr%erl/wg(ﬂZ)
est un module de Hodge pur de poids 1.

Les modules de Hodge mixtes sont définis comme des extensions successives de
modules de Hodge purs polarisables, cependant la encore M. SAITO ne considere pas
toutes les extensions possibles comme admissibles i.e. donnant lieu a un module de
Hodge mixte.
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Dans [Sai88, 5.1.14] M. SAITO considére la catégorie MF,, W(Zx,Q) dont les
objets sont des objets de MF,;,(Zx, Q) munis d’une filtration croissante finie i.e.

MFrhW(@Xv Q) = MFrh(@X7 Q7 W) XPerv(X,(C;W) Perv(X, Q7 W)

ot Perv(X,R;W) est la catégorie des R-faisceaux pervers munis d’une filtration
croissante finie. Par définition la catégorie MHW (X, Q) des extensions successives
de modules de Hodge purs polarisables est la sous-catégorie strictement pleine de
MF,,W(Z,Q) formée des objets . tels que

CrY o e MH(X,Q,n)?

pour tout n € N. Notons que si X est lisse, toute variation de structures de Hodge
mixtes V polarisable définit un objet

V¥ € MHW(X, Q).

Dans [Sai] M. SAITO a donné une présentation plus simple de la définition des modules
de Hodge mixtes algébriques. Un objet .# de MHW (X, Q) est un module de Hodge
mixte si et seulement si localement pour la topologie de Zariski sur X il vérifie la
condition suivante :

(M) il existe une fonction g € Ox tel que U = X \ g~1(0) soit lisse et dense dans X
et satisfaisant les deux conditions :
e la restriction de .Z a l'ouvert U est une variation de structures de Hodge
mixtes admissible au sens de [SZ85, Kas86] ;
e les cycles proches et évanescents de .Z sont bien définis le long de g et
Vo(M), dg.1(A) sont des modules de Hodge mixtes sur le fermé Z =
971(0).
Cette définition est de nature inductive sur la dimension de X et le point de dé-
part, en dimension zéro, étant la catégorie MHS& des structures de Hodge mixtes
polarisables. Notons que la seconde condition signifie d’une part que les trois fil-
trations F,V, W sur limage de (.#,F) par I'immersion fermée via le graphe de g
sont compatibles et d’autre part que les filtrations de monodromie relative associées a
laction de I'opérateur nilpotent N relativement aux filtrations L; := g(Wij1 .4, F),
L; := ¢g1(W; 4, F) existent. L’avantage de cette présentation est qu’avec cette défi-
nition il est immédiat que les variations de structures de Hodge mixtes admissibles sont
des modules de Hodge mixtes. De méme par définition, la catégorie MHM (Spec(C), Q)
coincide avec la catégorie MHS& des structures de Hodge mixtes polarisables (dans

la présentation de [Sai90] ceci est loin d’étre évident et fait I’objet d’un théoréme
difficile).

La théorie de Hodge développée par M. SAITO est une généralisation de la théorie
de Hodge classique sur laquelle elle repose en partie (les travaux [Zuc79, Sch73,



48 2.4. COEFFICIENTS : EXEMPLE DE LA THEORIE DE HODGE

CKS87, CKS86, Kas86] jouent un rdle essentiel dans la preuve du théoréme de I'image
directe et dans la preuve du théoréme ). L’un des résultats essentiels pour voir
comment la théorie de Hodge classique s’agence dans la théorie de M. SAITO est le
théoréme de structure suivant :

Théoréme 2.4.4 (M. Saito). — Soit X une variété complexe quasi-projective lisse
et Z un sous-schéma fermé irréductible de X de dimension n.

1. Toute variation polarisable de Q-structures de Hodge de poids w—n sur un ouvert
non vide du lieu lisse de Z s’étend uniquement en un objet de MH z (X, w)P.
2. Les objets de MHz(X,w) sont tous obtenus de cette maniére.

La catégorie MHz (X, w)? est équivalente d la catégorie VHSgen (Z, w — n)P des vari-
ations polarisables génériques de structures de Hodge de poids w —n sur Z.

Ce résultat est énoncé comme conjecture dans [Sai88, p. 857] et démontré dans
[Sai90, 3.21. Theorem]. Il constitue I'un des résultats les plus difficiles et les plus cen-
traux de la théorie. Il implique en particulier que les variations de structures de Hodge
pures polarisables sont des modules de Hodge purs polarisables. Plus précisément, en
notant n la dimension de X, on a un foncteur pleinement fidele

VHS(X, w)? - MH(X, w + n)?
Vi v

Rappelons qu'un module de Hodge .# est dit lisse lorsque son faisceau pervers
sous-jacent est au décalage pres un systeme local. Comme le montre M. SAITO, ces
derniers sont en fait les variations de structures de Hodge mixtes admissibles au sens
de [SZ85, Kas86]. En notant VMHS(X, Q).q la catégorie abélienne formée par les
variations admissibles, le foncteur

VMHS(X, Q)ag — MHM(X, Q)sm
Vi ¥7

est une équivalence de catégories (voir [Saif0, 3.27]).

Méme certaines comparaisons, d’apparence peut-étre plus anodine, recelent de
réelles difficultés. Dans [Del74b] P. DELIGNE a construit une structure de Hodge
mixte sur la cohomologie de Betti d’une variété complexe quasi-projective, la théorie
de M. SAITO en fournit une autre via le formalisme des six opérations. Lorsque la
variété est lisse, on peut vérifier aisément que ces deux structures sont les mémes. Si
elle est singuliére, la comparaison devient considérablement plus difficile et n’est prou-
vée par M. SAITO que dans [Sai00] via l'utilisation de complexes de Hodge mixtes.
La raison tient au fait que les techniques simpliciales utilisées par P. DELIGNE ne
peuvent plus étre utilisées dans la théorie de M. SAITO du fait que les opérations sur
les faisceaux pervers (exceptées cycles proches et dualité) ne sont plus exactes pour
la t-structure perverse.
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Dans la théorie de Hodge développée par P. DELIGNE dans [Del74b, 8.1], les com-
plexes de Hodge mixtes sont introduits comme un outil permettant de construire des
structures de Hodge mixtes sur la cohomologie des variétés algébriques complexes.
Cet outil est raffiné par A. BEILINSON dans [Bei86, Bei87a], il joue un rdle essentiel
dans la définition de la cohomologie de Hodge absolue, un précurseur en théorie de
Hodge de la cohomologie motivique. Plus précisément A. BEILINSON introduit la
catégorie triangulée des complexes de Hodge mixtes polarisables Dbﬁp et montre que
le foncteur

DP(MHSY) — D%, (12)
est une équivalence de catégories. Il explique ensuite [Bei86, §4] que les constructions
de P. DELIGNE fournissent un complexe de Hodge mixte RT'(X, Q) qui reléve 'image
directe Rm.Qx en cohomologie de Betti, et, définit en utilisant I’équivalence (12), la
cohomologie de Hodge absolue comme le groupe :

H e (X, Q(q)) := Hompe (vmsz) (Q(0), RL (X, Q) (q) [p))-

Lorsque [Bei86] a été écrit la théorie de M. SAITO n’avait pas encore été développée et
RI'(X,Q) fournissait un substitut a 'image directe a,Q¥ de la théorie des modules
de Hodge mixtes (a : X — Spec(C) étant le morphisme structural).

En dimension supérieure, des catégories de complexes de Hodge mixtes ont été in-
troduites par M. SAITO dans [Sai00]. Plus précisément, pour toute variété algébrique
complexe X, il construit deux catégories triangulées D%, (X, Q) et D5, (X, Q) ainsi
que des foncteurs triangulés :

D*(MHM(X, Q)) —— D% (X, Q)%
DRIT
DY, (X, Q)
M. SAITO montre également [Sai00, 2.10] que le foncteur ¢ induit une équivalence
€ Db(MHSg) — D5, (SpecC, Q) 5.

Compte tenu de 1’équivalence (12) ceci montre en particulier que sur un point la
catégorie de M. SAITO est équivalente a la catégorie Dgﬂ, ce qui n’est pas évident
par construction bien que les définitions des deux catégories soient similaires.

Les motifs virtuels et I'intégration motivique

Introduite en 1995 par M. KONTSEVICH [Kon95] pour prouver l'invariance des
nombres de Hodge sous K-équivalence suite aux travaux de V. BATYREV [Bat99], la
théorie de 'intégration motivique a connu depuis de nombreux développements. L’une
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des utilisations de I'intégration motivique est la construction d’invariants notamment
en théorie des singularités.

Dans cette section, nous rappelons brievement les résultats et les constructions
de J. DENEF et F. LOESER autour des fonctions Zéta motiviques associées a des
morphismes de k-schémas quasi-projectifs f: X — A}.

Les groupes de Grothendieck des variétés constituent le cadre naturel dans lequel
se place la théorie de lintégration motivique telle que développée dans [DL99] et des
travaux de J. DENEF et F. LOESER (il existe d’autres approches moins géométriques
de lintégration motivique et dans lesquelles la théorie des modeles intervient de
maniére essentielle). Ces derniers ont été introduits par A. GROTHENDIECK dans
une lettre & J.-P. SERRE [CS01].

Soit X un k-schéma séparé de type fini. Rappelons la définition de I'anneau de
Grothendieck des X-variétés Ko(Vary). Il s’agit du quotient du groupe abélien libre
Z[Var x| engendré par les classes d’isomorphismes [Y] de X-schéma séparé de type fini
Y, par le sous-groupe, engendré par les éléments de Z[Varx] de la forme [Y] — [Z] —
[Y'\ Z], ou Y est un X-schéma séparé de type fini et Z est un sous-schéma fermé de
Y. Le produit fibré sur X induit, par bilinéarité, une structure d’anneaux en posant

Y]-[Y']:=[y xx Y,

pour tout X-schéma séparé de type fini Y,Y”’. Son élément neutre est 1 = [X]. On
note L := [A)] la droite de la classe affine et on note

.//X = Ko(VarX)[L_l]

le localisé de Ko(Varx) par 1’élément L. Notons que dans la théorie de l'intégration
motivique il est souvent nécessaire de considérer en fait 'anneau ////;( obtenu par
complétion a partir d’une certaine filtration de .#x liée a la dimension.

Un morphisme de k-schémas séparé de type fini f: X’ — X définit un morphisme
d’anneaux

f*: Ko(Varx) — Ko(Varx-)

tel que [Y] — [Y xx X'] pour tout X-schéma séparé de type fini Y. Ce morphisme
est compatible aux localisés et induit un morphisme d’anneaux f*: #x — Mx:.
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Le contexte est le suivant : on se donne un corps k de caractéristique zéro, un
k-schéma quasi-projectif lisse X et un diagramme commutatif de morphismes de k-
schémas

X, X X,

o oo |

1= Gpp —— AL <— o := Spec(k),

ou 7 est la section nulle et j désigne I'immersion ouverte canonique. On suppose X
purement de dimension d.

Dans [DL98, DL0O1, DL02, Loe00, Loe09], par analogie avec les travaux de J.-I.
Iqusa, J. DENEF and F. LOESER ont associé au morphisme f une série formelle a
coeflicients dans le groupe de Grothendieck .Zx,

2,1y = 3 L2, T € [T,

n=1

(voir e.g. [DLO1, Definition 3.2.1]). Cette série formelle, appelée fonction Zéta mo-
tivique de J. DENEF et F. LOESER, est définie en utilisant le schéma des arcs de X.
Notons .Z,(X) le k-schéma des n-jets qui représente le foncteur

k-Alg — Ens ; A Homy(Spec(Aft]/(t"+1)), X).

Dans I'expression de la fonction Zéta motivique donnée ci-dessus, %y 1 est le sous-
ensemble constructible de ., (X) défini par

Zng ={p € ZLu(X): (fop)(t)=t"mod t"t'}.

J. DENEF et F. LOESER ont montré que la fonction Zéta motivique est rationnelle.
Leur preuve repose sur le théoréme de changement de variables pour les intégrales
motiviques et montre que ’on peut calculer explicitement la fonction Zéta en utilisant
des résolutions plongées des singularités. La formule obtenue explicitement rationnelle
fait intervernir la combinatoire du diviseur & croisements normaux produit par la
résolution.

Le corps k étant supposé de caractéristique zéro, le théoreme de résolution des
singularités de H. HIRONAKA (voir e.g. [Gir95, Grand théoréme]) assure 'existence
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d’un diagramme commutatif de morphismes de k-schémas

X! X' X! (13)
\Lhn | h | iha
X, X X,
lfn o I O lfg
N := Gk d Al L o= Spec(k)
\ /
Spec(k)

dans lequel le k-schéma X’ est quasi-projectif et régulier, le morphisme h est projec-
tif, le morphisme h,, est un isomorphisme et la fibre spéciale X/ est un diviseur a
croisements normaux stricts de X’. Notons que le morphisme f o h est également plat
(voir e.g. [Liu02, Proposition 4.3.9]).

Notons Dy, ..., D, les composantes irréductibles (réduites) de la fibre spéciale X/
et N; la multiplicité de D; dans le diviseur D = X! . Pour tout sous-ensemble J non
vide de {1,...,n} on note

DJ = ﬂjEJDj
et
D5 = Dj\ Uigs D;.
Pour tout J C {1,...,n} non vide, le sous-schéma fermé D; of X est lisse sur k

purement de dimension d — |J| et DS est un ouvert de D ;. On note p; : 153 — D5 le
revétement étale de D9, défini localement de la maniére suivante. Puisque D est un
diviseur & croisements normaux stricts, pour tout x € D9, il existe un voisinage ouvert
affine U de « dans X, une suite réguliere (¢;),c; d’éléments de anneau I'(U, Ox), et
un élément u € I'(U, 0%) tels que

L

jeJ
et tels que la composante D; NU de DNU, pour tout j € J, soit égale au sous-schéma
fermé affine #'(t;) de U défini par la fonction ¢;. Le changement de base de p; le long
de I'immersion U N DG — DS s’identifie au morphisme fini étale de k-schémas

Spec (Cunps [T]/(TN? —u)) — U N DY,
ou Ny désigne le p.g.c.d. des entiers N;, pour j € J.

Remarque 2.5.1. — On notera que les revétements étales p : Bf’] — DS dépendent
des multiplicités des branches D; de la fibre spéciale X! au contraire des sous-schémas
Dy et DS.
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Le théoréme de rationalité de J. DENEF et F. LOESER prend alors la forme suivante:

Théoréme 2.5.2 (J. Denef - F. Loeser). — Pour touti € {1,...,n}, i existe un
entier strictement positif n; tel que

1r7o 1
Zy(T) = Z (L — 1)1 [Dg] H TN —1 Mx, [T,
0£JC{1,...,n} jeJ

Le terme de droite dans la formule dépend a priori du choix de la résolution plongée
des singularités choisie. La définition de la fonction Zéta motivique via le schéma des
arcs étant intrinseque, le corollaire du théoreme de J. DENEF et F'. LOESER est que ce
terme est en fait indépendant de la résolution. Notons qu’une fois la résolution fixée,
la dépendance vis a vis des multiplicités des branches de la fibre spéciale se manifeste
dans les revétements étales p.

L’une des applications du théoréme est la définition des cycles proches mo-
tiviques 1y et de la fibre de Milnor motivique 15 ,. Dans [DLI8, Definition 4.2.1],
J. DENEF and F. LOESER construisent ces objets comme suit. La rationalité de la
fonction Zéta permet de définir un élément ¢y de .#x, par passage a la limite :

=— I Ze(T) | .

bre~ (. 2m)
Le théoreme donne en outre, pour toute résolution plongée des singularités,
I’expression suivante

vr= Y D51V e . (14)

0£JCI
Si z € X,(k) est un point rationnel, en prenant I'image de ¢y par le morphisme
canonique z* : A x, — M} on obtient un élément de .Zj

wf,:r = $*¢f
que J. DENEF et F. LOESER appelle la fibre de Milnor motivique au point x.

Leur terminologie est notamment justifiée par le théoréme de comparaison suivant
(voir [DL98, §4.2]):

Théoréme 2.5.3 (J. Denef - F. Loeser). — On suppose k = C. Notons xgy :
My, — 7 la caractéristique d’Euler, de sorte que pour tout k-schéma séparé de type
fini X Uon ait
Xea([X]) := Y (=1)" dim HY(X, C).
i€z
On a alors

Xeu(r2) =Y (—1)' dimR' W, (Cx).

€L
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Ceci donne en particulier la relation

Xea(V5,2) = >_(=1)" dim H'(F,, C)

€L

ou F; est la fibre de Milnor transcendante classique.

Remarque 2.5.4. — Dans [DLI8] le résultat prouvé par J. DENEF et F. LOESER
est en fait plus fin. Soit MHM(X, C) la catégorie abélienne des modules de Hodge
mixtes a coefficients complexes construite par M. SAITO dans [Sai88, Said0] et

¢7 : MHM(X,C) — MHM(X, C)

le foncteur exact des cycles proches de M. SAITO (voir également [Sai90]). L'un des
théorémes essentiels de [Sai90] assure que les catégories MHM(Spec(C), C) et MHSE
sont équivalentes. La caractéristique d’Euler se factorise par le morphisme d’anneaux
canonique

Xt My — Ko(MHSE)
ot Ko(MHSZ) de la catégorie abélienne MHSZ. des C-structures de Hodge mixtes

polarisables. En notant CZ la variation de structure de Hodge triviale sur X (de
sorte que C¥ [d] appartient & MHM(X, C)), J. DENEF et F. LOESER montrent que

Xie(Wra) = (DY (1) [H (@9 (CX [d)]-
i€Z
dans Ko(MHSE).
Le théoreme s’en déduit immédiatement. En effet 1’égalité précédente im-
plique que
Xeu(Vf2) = yd= 12 )¢ dim H(z 5 Z(CZ[d).
i€EZ

Mais par définition en notant i : X, < X I'immersion fermée et rat : D*(MHM(X, C)) —
DP(X,C) le foncteur canonique, on a

rat [7 (CX [d))] = i.R¥;(Cx)[d — 1]

dans D?(X, C) ce qui implique en particulier que

> (1) dimHi(2* 7 (CE [d])) = (1) > dimR* ¥, (Cx).

€L €L

(9 Remarquons que z*p2¢ (C€ [d]) appartient & la catégorie dérivée Db (MHSE)
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La question du lien entre groupe de Grothendieck des variétés et motifs remonte
a A. GROTHENDIECK. Dans sa lettre a J.-P. SERRE du 16 aofit 1964, il évoque en
effet ’existence d’un morphisme d’anneaux

KO(Vark) — KO(Mrat(k; Q))

défini par X — [hrat(X)] et jouant le role d'une caractéristique d’Euler motivique.
Ce morphisme a été initialement construit de maniére explicite dans [GS96], voir
également [GNA(2]. La présentation du Ky des variétés obtenue par F. BITTNER
dans [Bit04] donne maintenant un moyen trés économique de l'obtenir (le résultat
de F. BITTNER repose tout de méme sur le théoréme de factorisation faible). De
méme la théorie des motifs mixtes et le formalisme des six opérations permettent de
construire trés naturellement un tel morphisme via les résultats de M. BONDARKO.
En effet le formalisme des six opérations fournit un morphisme d’anneaux

Ko(Vary) — Ko(DAS (K, Q)

(voir par exemple [IS13, Lemme 2.1]). On sait par ailleurs que les catégories
DM (k, Q) et DA (k, Q) sont équivalentes et dans [Bon09], M. BONDARKO a
construit le foncteur des poids que ’on peut comparer a [GS96]

t: DMgm(k’,@) — Kb(Mrat(kaQ))
qui induit un isomorphisme de groupes
t: Ko(DMgm (k, Q) = Ko(Myat(k, Q)),

dont la réciproque est le morphisme canonique induit par Uinclusion de M, (k, Q)
dans DMy, (k, Q).

Dans sa lettre a J.-P. SERRE, A. GROTHENDIECK pose la question de savoir si
la caractéristique d’Euler motivique est injective. La réponse a cette question est
négative. Historiquement, et bien que la réponse n’y figure pas, des contre-exemples
peuvent se déduire des travaux de B. POONEN [Poo02]. Dans [LS10, Remark 14]
ou [IS12], d’autres contre-exemples sont obtenus. Plus récemment, C. MAzzaA et C.
WEIBEL ont donné dans [MW13] une preuve alternative de cette non injectivité.

Notons que les deux questions suivantes sont, quant a elles, totalement ouvertes a
I’heure d’aujourd’hui.

— Le morphisme de complétion M), — ////; est-il injectif ?

— Le morphisme de localisation Ko(Vary) — A, est-il injectif ?

Par ailleurs le passage de Ko(Varg) & .}, est trés loin d’étre anodin comme illustre le
probleme de la rationalité des fonctions Zéta de M. KAPRANOV [Kap00, LLO04] (voir
également [Ivolla] pour un survol).

Il est en général préférable si ’on peut de travailler avec des « vrais motifs » c’est-
a-dire des objets de catégories triangulées de motifs plutét que dans les groupes de
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Grothendieck qui leur sont associés. En effet en passant aux motifs virtuels on perd
énormément d’informations. Les informations contenues par exemple dans les groupes
d’extensions sont perdues puisque celles-ci sont trivialisées. L’on perd donc trace en
particulier de la cohomologie motivique, ou si ’on préfére des groupes de Chow.
Donnons pour illustrer ce point, I’exemple du théoréeme de M. KONTSEVICH
d’invariance des nombres de Hodge par K-équivalence. On peut trouver plus
généralement la question suivante dans la littérature (voir [Wan04] et [I1S12]) :

Question. — Deuzx k-variétés X et Y connezes, projectives et lisses sur k, et K-
équivalentes ont-elles des motifs de Chow isomorphes dans M,at(k; Q) ou tout au moins
des groupes de Chow isomorphes ¢

Une réponse positive a cette question n’est connue pour 'instant que dans un cer-
tain nombre de cas trés particuliers (voir par exemple [LLW10, Theorem 01] ou [Orl05,
Theorem 1] pour une preuve radicalement différente). La théorie de I'intégration mo-
tivique [Kon95, DL99] permet de montrer que [X] = [Y] dans ////; ce qui implique
I’égalité des nombres de Hodge lorsque kK = C. En fait, grace a 'existence des fac-
torisations faibles des applications birationnelles, on peut méme obtenir, sans utiliser
I'intégration motivique, I'égalité [X]| = [Y] dans .#}, (voir par exemple [Vey06, 7.10]
ou [Blill, Remark 1.2]). En appliquant la caractéristique d’Euler motivique, I’on ob-
tient 1'égalité [hrat(X)] = [rat(Y)] dans Ko(Ma:(k; Q)) mais cette égalité des classes
ne suffit pas & montrer que les groupes de Chow sont isomorphes. On peut déduire
du théoréme de nilpotence de S.-I. KIMURA et du théoreme de semi-simplicité de U.
JANNSEN, le résultat suivant :

Proposition 2.5.5 ([IS12]). — Soient X etY deux k-variétés projectives et lisses
sur k, telles que les motifs de Chow hyat(X) et heat(Y) soient de dimension finie. Si
[X] = [Y] dans Uanneau Ko(Vary), alors les motifs de Chow heat(X) et heat(Y) sont
isomorphes dans 'anneau M, (k; Q).

Malheureusement en dehord du cas des motifs de type abéliens I'on ignore si les
motifs de Chow sont de dimension finie (une preuve pour les surfaces de cette finitude
aurait déja des conséquences remarquables) !

En passant au Ky, on perd également la trace d’éventuels endomorphismes dont
peuvent étre munis certains objets. Par exemple dans 1’étude des cycles proches pour
conserver 'information contenue dans la partie semi-simple de la monodromie, il est
nécessaire de raffiner le groupe de Grothendieck des variétés, alors que l'opérateur
de monodromie sur le foncteur cycles proches existe naturellement comme endomor-
phisme dans SHyy [Ayo07b].
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3.1.1

Dans ce chapitre nous présentons les principaux résultats de [[vol2, Tvol4b, Ivol4d,
Ivol4c]. Nous fixons un corps k de caractéristique zéro muni d’un plongement o : k <

C.

Présentation des principaux résultats

Motivation

Les travaux [Ivol2, Ivoldb, Ivol4d, Ivol4c] ont pour origine le probléme de con-
struire un foncteur de réalisation de Hodge dans un contexte relatif, probleme auquel
nous avons finalement pu apporter une solution dans [Ivol4c].

Dans [Sai90], M. SAITO a construit le formalisme des opérations de Grothendieck
pour les catégories dérivées des catégories de modules de Hodge mixtes

Fe 7
DP(MHM(X,Q)) = D"(MHM(Y,Q)) ____ D°(MHM(X,Q)).
i Foe

et 'on peut associer a un X-schéma quasi-projectif ¢ : ¥ — X son homologie de
Hodge ai’ a',,(Q¥) € D*(MHM(X, Q)).

Probléme. — Soit X un k-schéma quasi-projectif. Construire un foncteur de réali-
sation de Hodge

DA (X, Q) — D"(MHM(X, Q))
envoyant le motif homologique d’un X -schéma quasi-projectif lisse Y dans DAi.f (X,Q)
sur son homologie de Hodge ai? a',,(Q¥) dans D*(MHM(X, Q)).

Les travaux [Hub00, Ayo10, Hub04, Ayo14] et [Ivo07, Ivo10] apportent une réponse
compléte a 'analogue f-adique ou Betti de ce probleme. En théorie de Hodge, les

57
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résultats disponibles dans la littérature sont bien moins satisfaisants puisque 1’on ne
dispose d’un foncteur de réalisation de Hodge que pour les coefficients absolus i.e.
pour les motifs mixtes sur Spec(C). En notant MHSf la catégorie abélienne des
structures de Hodge mixtes polarisables, ce foncteur de réalisation est un foncteur
triangulé

DMy, (k, Q) — D°(MHSY).

On dispose en fait de trois constuctions différentes d’un tel foncteur : celle de A.
HUBER que l'on trouvera dans [Hub00, Hub04], celle de M. LEVINE donnée dans
[Lev98] et une construction due & M. NORI qui bien que non publiée se trouve esquissée
dans [Lev05, Nor]. Les deux premiéres constructions, celles de A. HUBER et celle de
M. LEVINE n’utilisent pas directement la catégorie dérivée des structures de Hodge
mixtes polarisables, préférant lui substituer la catégorie Dbjfp des complexes de Hodge
mixtes polarisables introduite par A. BEILINSON dans [Bei86]. Ce dernier ayant
construit une équivalence de catégories triangulées

DP(MHSY) — D%,

cette substitution est inoffensive. La construction de M. NORI est radicalement dif-
férente dans son principe et ne requiert plus la considération des complexes de Hodge
mixtes polarisables.

Notons que, contrairement a la théorie des motifs, la théorie des modules de Hodges
mixtes ne permet pas de manipuler des schémas simpliciaux. Ceci tient au fait que ni
les images inverses, ni les images directes ne sont exactes pour la t-structure perverse
et constitue I'un des problemes techniques rendant délicate la comparaison entre la
théorie de Hodge développée par M. SAITO et la théorie de Hodge construite par P.
DELIGNE dans [Del71, Del74b] (avec celui de la comparaison des poids). Que les deux
théories donnent par exemple la méme structure de Hodge sur la cohomologie des
variétés singulieres est une conséquence non triviale des résultats de [Sai00].

En théorie des D-modules, cet écueil peut souvent étre évité via la considération de
complexes d’opérateurs différentiels (un point de vue équivalent a celui des D-modules
et de leur catégorie dérivées) ce qui motive I'introduction des catégorie de complexes
de Hodge mixtes dans [Sai00].

lvol2, Ivol4db

Si X est une variété algébrique complexe, M. SAITO a introduit dans [Sai00] une
catégorie D';f(X ,Q)o de complexes de Hodge de mixtes, ainsi qu’un foncteur € per-
mettant d’associer un tel complexe a tout objet de la catégorie dérivée bornée des
modules de Hodge mixtes. Dans [[vol2], nous avons apporté quelques compléments
sur les catégories de complexes de Hodge nécessaires pour établir le résultat principal
de [Ivol4b], en particulier nous avons affiné la construction du foncteur € pour la
rendre plus canonique (un point technique malheureusement nécessaire pour prouver
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le théoreme ) et obtenu par un foncteur
real : D*(MHM(X,Q)) — D%, (X,Q)»

Le théoréme principal de [Ivol2] s’énonce comme suit :

Théoréme 3.1.1. — Soient X une variété algébrique compleze projective et lisse et
M, N deux complexes de modules de Hodge mixtes sur X. Si M est a cohomologie
lisse i.e. si les modules de Hodge miztes Hi(.#) sont lisses pour tout i € 7Z, alors le
morphisme

Hompo (vuam(x,0) (A, N)— Hongf,(X,Q)@ (real( ), real(A))
est un isomorphisme.

Cela généralise partiellement, en dimension quelconque, ’équivalence construite
dans [Beig6].

Ilvol4d, Ivoléc

Le principal résultat de [Ivol4c] répond au probléme de réalisation de Hodge. Afin
de pouvoir également considérer les motifs non constructibles, il y a lieu de considérer
une catégorie plus grande que la catégorie des modules de Hodge mixtes. Pour cela
on considére le plongement de P. GABRIEL et D. QUILLEN [Gab62, Qui73]

i: MHM(X,Q) — Sha(MHM(X,Q),Q)
A +— Hom(—, #)

dans la catégorie des faisceaux additifs de Q-espaces vectoriels sur MHM (X, Q) pour
la topologie des épimorphismes.

Résultats principaux de [Ivoljc]. — Soit X un k-schéma quasi-projectif lisse.
Nous construisons une adjonction

RLYZ : DA®(X,Q) = D(Sha(MHM(X, Q),Q)) : RR¥
le terme de droite étant la catégorie dérivée non bornée de la catégorie abélienne
Sha(MHM(X,Q)), Q).

1. En notant DAY (X, Q) la sous-catégorie triangulée pleine de DA® (X, Q) for-
mée des motifs étales constructibles, ’adjoint a gauche RL;? induit un foncteur
triangulé

RLYZ : DAY (X, Q) — D°(MHM(X,Q)).

2. Sia:Y — X est un morphisme lisse de k-schémas quasi-projectifs et Y est un
schéma affine, alors 'image du motif homologique Mx (Y') par le foncteur RL?
est isomorphe au complexe d’homologie de Hodge affa;f(@f) ou

a : DP(MHM(Y, Q)) = DP(MHM(X, Q)) : a’,
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sont les foncteurs fournis par le formalisme des sixz opérations construit par M.
SAITO dans [Sai90).

Notons que dans la construction, I’on peut considérer la catégorie des modules de
Hodge mixtes d’origine géométrique.

Dans [Ivol4d], nous avons caractérisé les catégories abéliennes qui donnent lieu
a un formalisme tannakien analogue & celui développé par M. NORI et montré que
celui-ci s’applique en particulier aux catégories de faisceaux pervers. Cela permet
de construire, sur tout k-schéma quasi-projectif X, une catégorie abélienne de motifs
A (X) muni d’un foncteur Q-linéaire exact et fidele

N (X) = Perv(X,Q)

généralisant la construction de M. NORI pour X = Spec(k). Dans [Ivoldc], nous
montrons que le foncteur de réalisation de Hodge RL% se factorise par la catégorie
dérivée bornée de la catégorie A (X)

D (A (X)) ——= DY (MHM(X, Q)
A /
DA (X, Q).
Lorsque X = Spec(C), l'on retrouve ainsi le foncteur de réalisation
DM (Spec(k), @) — D*(N.A (k, )
induit par le foncteur (9) de M. NORI.

Complexes de Hodge et modules de Hodge mixtes

Ilvol4b

La stratégie consiste a se ramener au cas de dimension zéro i.e. au cas ou X =
Spec(C). Soit V une variation admissible de structures de Hodge mixtes. Elle définit
d’une part un module de Hodge mixte et d’autre part un complexe de Hodge mixte
(le second étant I'image du premier par le foncteur real et V7 le module de Hodge
mixte qu’elle définit. Pour démontrer le théoréme , il suffit de montrer que le
morphisme

Hompe (mmm(x,0)) V) — Hompp (x 0), (V7 real(A))

est un isomorphisme pour tout .4 € D*(MHM(X,Q)).

La premiere étape consiste a montrer que l'on peut supposer la variation de Hodge
V triviale. Pour cela l'idée est tres simple, il suffit de montrer que les catégories
DP(MHM(X,Q)) et D5, (X, Q) sont munies de structures de modules sur la catégorie
tensorielle rigide VMHS(X, Q)aq des variations de structures de Hodge admissibles
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auxquelles le foncteur real est compatible. L’on aura alors des isomorphismes, com-
patibles avec real,

HomD};f(X,Q)g(yjfvﬁ) = Hompy(x 0), Q%Y ®.4)
Hompo vmv(x,a)) (Y7, ) = Homps (v x,0)) (QF , VY @ A)

ot VY est la variation dual de V, ce qui permettra de supposer que V est la variation
triviale.

Dans la seconde étape, on se ramene au cas absolu. Notons m : X — Spec(C)
le morphisme structural. Comme 7 est supposé projectif, on dispose d’un foncteur
d’image directe m. : D% (X, Q)4 — DY, (Spec(C), Q)5 pour les complexes de Hodge
mixtes. Nous montrons qu’il existe un isomorphisme

Hompy (x.q), (QX¥ ) = Hompy (specc,q)(Q(0), metl) Vsl € D5y (X, Q)

compatible via le foncteur real avec l’isomorphisme d’adjonction dans la catégorie
dérivée des modules de Hodge mixtes associée aux foncteurs adjoints 7* - .. Cela
permet de se ramener au cas absolu traité dans [Sai00, 2.10] ou [Bei86].

Le point le plus délicat de loin consiste a construire les stuctures de modules sur la
catégorie tensorielle rigide des variations de structures de Hodge admissibles. Le prob-
leme consiste essentiellement a pouvoir définir des images inverses non-caractéristiques
pour les complexes de Hodge ainsi qu’un produit extérieur. En effet si V7 est le com-
plexe de Hodge mixte associé a une variation de structures de Hodge mixtes admissible
et .4 est un complexe de Hodge mixte quelconque, le produit extérieur V¥ X .4
sera non-caractéristique par rapport a I'immersion fermée diagonale A et I’on pourra
définir la structure de module en posant

V7 @ =NV RA)

ou A} est 'image inverse non-caractéristique. Nous donnons dans la suite quelques
détails supplémentaires.

Les catégories de complexes de Hodge sont des catégories de diagrammes. On dis-
pose de deux manieres de définir des diagrammes en général, en imposant naivement
que les morphismes commutent aux morphismes de comparaison ou en imposant qu’ils
ne commutent qu’a homotopie pres.

Soit R I'un des symboles Q, C ou 2. On suppose que @7 est une catégorie additive,
et que 2x est un systéme multiplicatif de fleches de KP(.7z). On suppose également
donnée une sous-DG-catégorie pleine Cr de CP (7). Comme d’habitude, on note

Cr=272Cr Kg :=H’Cp

la catégorie associée et la catégorie homotopique associée. Si [[A, A’]] désigne le com-
plexe des morphismes dans Cg, les morphismes dans Cr et Kg sont donnés par



62 3.2. COMPLEXES DE HODGE ET MODULES DE HODGE MIXTES

[A, A"] := Z°[[A, A"]] et HO[[A, A']] respectivement. On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites :
—sia: A — A’ est un morphisme dans CP(7z) appartenant & 2, alors A
appartient & Cg si et seulement si A’ appartient & Cg ;
—sia: A— A’ est un morphisme de Cg alors son mapping cone Mc(a) est aussi
un objet de Cg.

Ces conditions assurent que K est une sous-catégorie strictement pleine de K" (o7g) et

que Dp := Kg[25'] est aussi une sous-catégorie strictement pleine de KP(</)[25"].

On suppose également donnés deux DG-foncteurs
‘I)R:CR_>C(C RZQ,@

tels que Pr(LZRr) C Zc et Pr(Mc(a)) = Mc(Pg(a)) pour a € [A, A'].
Un diagramme de la forme

ol Ac 4
e NG (15)
Ag A

2

est la donnée, pour R = Q,C, 2, d’'un objet Ar dans Cg et de morphismes dans C¢
o ®r(Ag) > Ac  R=Q,2

appartenant a .
On peut construire deux DG-catégories ayant pour objet les diagrammes. Dans la
version naive le complexe des morphismes entre deux diagrammes est donné par

ag € [[Ag, Agl"

a = (ag,ac,az): ac € [Ac, Ag]"
ag € [Ag, A"

such that
A A
[A4, AR, = Dg(Ag) — Ac < ®y(Ag)

4’@(a@)l lﬂc l@@(a@)

I / li
Do(Ay) — = Ap ~— Po(AL)
ag o,

is commutative

la différentielle étant donnée composante par composante : da = (dag, dac, Jagp). Ceci
fournit une DG-catégorie Cg"@ et deux catégories

Coe=2Cly  K§g:=H'CJq
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Dans la version plus sophistiquée, le complexe des morphismes est cette fois donné
par

€l
€l
[A, A" = a=(ag,ac,az, hg ha): ay € [Ag, AL]"
€
€l

avec pour différentielle :

agQ dag
ac dac
) ag = 5(1@
A Al
ho acoag —ag © Dglag) — dhg
ha acoa%—a% o®gy(ag)— dhy

On obtient une DG-catégorie Cg g et deux catégories
Co0=2"Coq Kgo=HCog.

Par définition, on a un DG-foncteur évident I : C'é'j‘:Q — Cg g qui induit un foncteur

I:KYo— Kag. (16)
Sia:A— A est un morphisme dans Cy g, on peut définir son mapping cone comme

étant le diagramme

Mc(a) Mc (a(c) Mc(a)

Mc(a) = e Y

Mc(ag) Mc(a)

les morphismes agc(g) et agc

A A
oM _ (g0 Metw _ [ g 0

Q - —h A 2 - _h AT
Q Qg 2 Qg

Ceci permet de munir K¢ g et K%"Q de structures triangulées pour lesquelles le fonc-
teur (16) est triangulé. On pose finalement

Dog:=Kool25g  DYg=Kygl25]

ol g g est le systeme multiplicatif des fleches dont les composantes sont dans 2.
Le foncteur (16) induit alors un foncteur triangulé

@ gtant donnés par les matrices

I:DYy — Dgg.

Dans [Ivol2], en utilisant les idées de [Bei86], nous montrons le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1. — Le foncteur triangulé
I1:DY, —Dgg

est une équivalence.

Soit R = Q,C, on note C} (X, R)® la DG-catégorie des complexes de faisceaux de
R-espaces vectoriels K sur X" tels que K soit borné inférieurement et les groupes
de cohomologie H(K) soient algébriquement constructibles pour tout i € Z et nuls
sauf pour un nombre fini de valeurs de i. La catégorie C F(Zx, Q) est par définition
la catégorie des diagrammes de la forme (voir [Sai00] ou [Ivol2, 3.1.4])

o Kc A
% — Q \a_oﬂ
Kq (A, F)

oit pour R = Q,C, K est un objet de C#(X, R)" tandis que (.#, F) est un objet de
Ch F(Zx). Les morphismes de comparaison sont des quasi-isomorphismes :

a(% 1 Og(Kg) = Ko ®g ®C — K¢ ag :®y( M) :=Sp,, (M) — Kc.

Par localisation, on obtient la catégorie triangulée DY F(Zx,Q). Dans [Ivol2, 3.2.2
Proposition] nous montrons lexistence d’une t-structure perverse sur cette catégorie :

Proposition 3.2.2. — Il existe sur D% F(Zx,Q) une t-structure dont le coeur est
équivalent a la catégorie abélienne

MGrh (%Xv Q) = MGrh(%X) ><Perv(X,(C) PeI‘V(X, Q)
des Bx-modules gradués réguliers holonomes munis d’une Q-structure

La catégorie quasi-abélienne MF,,(Zx,Q) est une sous-catégorie pleine de
MG, (%x,Q) qui en est I'enveloppe abélienne au sens de [Sch99]. Notons PH’ les
foncteurs cohomologiques définis par cette ¢t-structure. Soitw € Z un entier. La caté-
gorie Dgf(X ,Q,w)q des P-complexes de Hodge purs de poids w est la sous-catégorie
strictement pleine de DY F(Zx, Q) formée des objets .# vérifiant les deux conditions
suivantes :

— (condition de poids w) pour tout i € Z, PH'(.#) est un module Hodge polarisable
de poids i + w, i.e. appartient &8 MH(X, i + w)?;

(1) Par définition ZBx est anneau gradué (voir [Gab81] et [Sai88, 2.1.1])

By = @Fk@X.

keZ
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— (condition de décomposabilité) il existe un isomorphisme dans D} F(Zx; Q)
M~ D PH ()] —i].
i€Z
La seconde condition permet de montrer la stabilité des complexes de Hodge mixtes
par image directe projective.

Remarque 3.2.3. — La définition précédente est compatible avec la définition orig-
inalement donnée par M. SAITO [Sai00, 2.2]. En effet soit .# est un objet dans
Ch F(Zx,Q). Supposons qu'il existe des isomorphismes
b9 : Ko — EOH (Kg)[—i]
i€z
¢r : Kn — @PH (Kg)[—i] for R=Q,C
ieZ

(17)

dans DY F(Zx) et D2(X, A) respectivement qui soient compatibles avec les mor-
phismes de comparaison oz(% et ozg. Posons

M= SegPH (M )[—).

C’est un objet dans D% F(Zx,Q) dont les spécialisations K, K¢ et Kg sont les
termes de droites dans (17). La compatibilité au morphisme de comparaison assure
que (¢q, ¢») appartient au noyau du morphisme (13) dans la suite exacte longue (voir
[Ivol2] pour les détails)

HomD'g(X,(C)(KC7 Ke[-1]) —— HonghF(@x,Q) (M, M)

|

HomD'g(X,Q) (KQ, K@) S HOHlDEhF(@X)(K@, K’g)

i()

Hompp (x ¢y (Kc, K¢)

et peut donc étre relevé en un morphisme
6 M — EPPH (L)),
i€Z
Puisque ce morphisme est un isomorphisme sur les spécialisations, c’est un isomor-

phisme et .#Z satisfait la condition de décomposition. Ainsi la condition de décom-
posabilité dans DE’hF(@X, Q) est équivalente a l'existence de décomposition dans les
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spécialisations compatibles aux morphismes de comparaison (ceci est la condition
imposée dans [Sai00]).

Rappelons finalement la construction de la catégorie des complexes de Hodge
mixtes de [Sai00]. Considérons pour cela les variantes filtrées des catégories
précédentes CB F(Zx; W) et CHX,R;W)" (voir [Ivol2] pour les détails). Si
ur : (Kr,Wr) — (Lgr,Wg) est un morphisme dans I'une de ces catégories, le cone
mixte de ur est défini par

W,Mc(ug) e = Wrn L ® Wrn 1 Kt

avec la différentielle considérée habituellement sur un mapping cone. En particuluer
le décalage mixte est donné par

(Kr, Wr){1} := (Kg[l], Wr{1}) (18)
ott W{n} désigne la filtration W{n}, = Wj_,. Notons Ch F(Zx,Q; W) la catégorie

des diagrammes de la forme

WA (K(C? WC)

M= o ~Z (19)
(KQ’W@) (K@7W9) = (%7F’ W)

ott (Kg,Wg) est un objet de CI(X,R;W)® pour R = Q,C et (Kg,Wg) :=
(A, F,W) est un objet de CP F(Zx; W). Les morphismes de comparaison
agt: (Ko, Wo) ®C — (Ko, We)  aia": Span (4, W) — (K¢, W)

sont des quasi-isomorphismes filtrés par rapport a la filtration par le poids. La caté-
gorie des complexes de Hodge mixtes est construite & partir d’une relation d’homotopie
plus faible que la relation habituelle sur les diagrammes (voir [Sai00] ou [Ivol2] pour
une définition précise).

La catégorie KB, FW(Zx, Q) est obtenue & partir de C5 F(Zx,Q; W) en tuant les
morphismes homotopes a zéro et le cone mixte définit une structure triangulée. Par
construction 'on a des foncteurs bien définis

carY K5 FW(2x,Q) — DY F(2x, Q). (20)
La catégorie Kgf(X ,Q)o des Z-complexes de Hodge mixtes est la sous-catégorie
pleine de K2, FW(Zx, Q) formée par les diagrammes .# tels que
Gry M € DY (X,Q,w)q
pour tout w € Z.

Notons Mc(u) » le cone mixte d’'un morphisme w : .# — .#'. Par définition, on a
une décomposition en somme directe de complexes

Gryy (Mc(w)e) = Gy (') @ Gry_y (L)]1]
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Puisque les deux facteurs directs sont des complexes de Hodge purs de poids w, le
cone mixte d’un morphisme de complexes de Hodge mixtes est un complexe de Hodge
mixte. Un quasi-isomorphisme de Betti dans Kgf (X, Q) est un morphisme u tel que
ug est un quasi-isomorphisme. L’ensemble 2 de ces morphismes forme un systeme
multiplicatif dans K%(X ,Q)2 et la catégorie des complexes de Hodge mixtes est
définie comme le localisé

D% (X,Q)y =K% (X,Q)2[2;}].

On peut également définir une variante naive et obtenir I’analogue de la proposition

Proposition 3.2.4. — Le foncteur
[:D%(X,Q)% = D3 (X, Qg

est une équivalence de catégories triangulées.

Nous ne donnerons que trés peu de détails sur la construction du foncteur
real : D*(MHM(X,Q)) — D5, (X,Q) 4.

Comme dans [BBD82|, on peut définir une notion de complexes béte qui permet
d’obtenir la notion de complexes de Hodge mixtes stupides. Ces derniers sont munis
d’une filtration auxiliaire G et forme une catégorie

5 (X,Q)9 C DRF(Zx, Q; W, G)
et I’on peut montrer que 'on a une équivalence
G:8%(X,Q)y — C°(MHW(X, Q)).

Dans la suite G™1 est un quasi-inverse fixé de G.

Si A est un complexe de Hodge mixte stupide, on peut considérer le diagramme
C(A) obtenu & partir de .# en prenant pour filtration par le poids la convoluée W« G
de la filtration par le poids de .# avec la filtration additionelle G. Ainsi a

M= 2 ~

cla - e
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ou par définition

Wg*Gr=>» GiWrns; R=Q,C,2.
J
L’on a donc
Gy C() = @ Gri;Gryy ol
icZ
dans DP, F(Zx, Q). Puisque .# est un complexe de Hodge stupide, GrEGr}/UVHﬂ est
un module de Hodge pur polarisable de poids w + 4, en appliquant PHE ( ) T'on
obtient donc

PH*(Gr)) C()) = @D PH" (Gri, Gy y ol ) = Gr§ Gyl
=
ce qui implique que C(Z) est un complexe de Hodge mixte. Cette construction
fournit un foncteur

C:85(X,Q)9 — D% (X,Q)9
et donc un foncteur
—1
real : C* (MHW(X, Q) <— 8% (X, Q)5 < D5 (X, Q). (21)
Le lemme suivant se déduit des arguments de [Sai00, pages 305-306] :

Lemme 3.2.5. — Le foncteur (21) induit un foncteur triangulé
KP(MHW (X, Q)) = D3 (X, Q).

Le foncteur real : DP(MHM(X, Q)) — D5, (X, Q)4 s’en déduit.

Dans ce paragraphe, nous expliquons brievement comment construire les images
inverses de complexes de Hodge non-caractéristiques. Pour simplifier nous considérons
uniquement le cas des complexes purs qui constitue en fait le cas le plus important.

On fixe un morphisme f: X — Y de variétés algébriques complexes lisses dont on
note d = dx —dy la dimension relative. Notons (Zx_y, F) le (Zx, f ' Zy )-bimodule
de transfert (voir e.g. [Lau83, 5.1]) donné par

(Dxoy F) = 0x @16, f Dy, F).
Si (A, F) est un Zy-module filtré a gauche, on pose
foltl \F) = (Dx-y,F)®s-1q, [~ (M,F).

@ Pour les Z-module filtré & droite la définition s’en déduit via 'équivalence habituelle.
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Le Ox-module sous-jacent est simplement Ox ®f-14, fY A et la filtration F est
donnée par

Fofotl :=1m (Ox @10y [ Frll — f5M) .
Remarquons tout d’abord que si .Z est un Zy-module & gauche, il existe un isomor-
phisme fonctoriel de complexe de faisceaux de C-espace vectoriel

fi/l : fﬁlDRan(///) - DRan(fg///) (22)

qui pour .# = Oy coincide avec le morphisme canonique f1Qy.n — Qyan. Ce
morphisme est donné, composante par composante, par les morphismes de faisceaux
(o) IO @t gyun [ A — Van @yan [l ™

définis pour des sections locales w € Q.. et m € .#*" par
(Fl)"wem)=foedem).

Lorsque . est cohérent et non-caractéristique'”’ par rapport a f, on déduit de la

généralisation du théoréeme de Cauchy-Kovalevskaya prouvée par M. KASHIWARA

dans [Kas95], que le morphisme (22) est un quasi-isomorphisme.

Si A est un Py-module a droite, on obtient ainsi un morphisme de complexes de
faisceaux de C-espaces vectoriels sur X2"

Fu+ I7'Spx (A)ld] = Sp(f5-4) (23)
qui est fonctoriel en ., compatible a la composition des morphismes et est un quasi-

isomorphisme lorsque .# est non-caractéristique.
Nous dirons qu'un y-module & est Ox-tor indépendant lorsque

For! OV (f1E,0x) =0 Vi>0.

Définition 3.2.6. — Un module de Hodge pur .# € MH(X,w) est dit non-
caractéristique par rapport & f lorsque le Z-module filtré & droite sous-jacent (.#, F)
vérifie les deux conditions suivantes :

— . est non-caractéristique par rapport a f ;

— pour tout k € Z et i > 0 le Oy-module GrkF/// est Ox-tor indépendant.

(3) Rappelons que 'on ’on a des morphismes

*

d,
T x <% X %y TV

lfw
Y
ou fr est la projection et df* le morphisme induit par la différentielle de f. En notant T%Y le

noyau de df* et Ty Y la section nulle du fibré cotangent 7Y, la condition d’étre non-caractéristique
signifie la variété caractéristique Char(.#) de .# est transverse par rapport & T5Y i.e.

frtChar(#)NT(Y C X xy Ty Y.



70 3.2. COMPLEXES DE HODGE ET MODULES DE HODGE MIXTES

Un Z-complexe de Hodge pur Z € D%(X,Q,w)@ est dit non-caractéristique par
rapport a f lorsque :
— le module de Hodge pur PH’ () est non caractéristique par rapport & f pour
tout entier ¢ € Z ;
— Grf///i est Ox-tor indépendant pour tout entier k,7 € Z.

Soit .# un Z-complexe de Hodge pur de poids w sur Y

aﬁ K(C aﬂ
M= N N
Kq (A, F)
Si . est non-caractéristique par rapport a f on peut définir un diagramme étendu :
7 ﬁ[d]filK(C[d] F1 ﬁ[d] P Span(f%'%)
S TS T
f1Kqld] f18pan (A )[d] fo( A F)

ou fﬁﬂ est le morphisme (23). L’on peut alors associer & ce diagramme étendu un
véritable objet de DY F(Zx,Q) que l'on note fi.# (voir [Ivol2, Ivol4db] pour les
détails techniques).

Soit A = ((A,F'), Kg,a.4) un module de Hodge pur non-caractéristique pour f.
Dans T*Y?" on a I’égalité

Char(#) = SS(Kg)
ou SS désigne le micro-support défini par M. KASHIWARA et P. SCHAPIRA dans
[KS94, 5.1.2]. Ainsi le faisceau pervers Kq est non caractéristique pour f, au sens de
loc. cit et
f' Kold] = f'Kg[—d]

est un faisceau pervers sur X*". De plus f5(.#, F) est un Zx-module filtré holonome
régulier i.e. appartient & MF,,(Zx). Le morphisme (23) fournit un isomorphisme de
faisceau pervers

[P () [d] — Sp (f5)

Tfla./ﬂ[d]
(f"Kqld]) ®g C == f~'(Kq ®q C)[d]

Cprd

et ’on peut ainsi définir un objet

fodl == (f5(M,F), ' Kold], - a)
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de MF,,(Zx,Q). Le résultat suivant est énoncé dans [Saif0, 2.25 Lemma) (on trou-
vera une preuve tres détaillée dans [Ivol4b]) :

Proposition 3.2.7. — Soit # € MH(Y,w) un module de Hodge pur de poids w non
caractéristique par rapport a f. Alors f5 M est un module de Hodge pur sur X de
poids w + d.

Ce résultat implique la stabilité des complexes de Hodge purs par image inverse
dans le cas non-caractéristique :

Proposition 3.2.8. — Si M € D%(Y, Q,w)q est un P-complexe de Hodge pur de
poids w qui est non-caractéristique par rapport a f, alors

ol € D3 (X,Quw+d)
est un P-complexe de Hodge pur de poids w + d.

En effet puisque .#Z est un Z-complexe de Hodge pur de poids w, il existe un
isomorphisme dans DY F(%y, Q)

A @ PH ()][~i]
=/
et PH’(.#) appartient & MH(Y,Q,w + 7). Par définition ces modules de Hodge sont
tous non-caractéristiques par rapport a f, et 'on a donc un isomorphisme

« fed % D11 .
foll = @ fePH (L) —i].
ieZ
dans DB F(Zx,Q). La proposition assure que f}pﬂi(ﬁ) est un module de
Hodge de poids w + ¢ + d. Pour tout entier k € Z, ’'on a donc

* pﬂk(f* ¢') —1 * 7 *
PHE(foutl) == D PH" ' (f5°H (L)) = [5PH" (L)
icZ
qui est un module de hodge de poids w + d + k. Cela montre que f}.# est bien un
2-complexe de Hodge pur de poids w + d.

Motifs pervers sur les schémas quasi-projectifs

La construction de la catégorie abélienne de motifs de M. NORI repose sur le
théoreme . Si l'on souhaite développer une version relative du travail de M.
NORI sur des schémas quasi-projectifs modelée sur les catégories de faisceaux pervers,
le principal obstacle est de savoir si le formalisme tannakien utilisé par M. NORI peut
s’étendre aux catégories de faisceaux pervers. Dans [Ivol4d], on s’intéresse donc aux
catégories abéliennes & auxquelles il est possible d’associer a toute représentation
Q — £ d’un carquois Q une catégorie abélienne vérifiant la propriété universelle
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qui caractérise la catégorie de M. NORI. Formellement nous considérons la définition
suivante :

Définition 3.3.1. — Soit & une catégorie abélienne K-linéaire. On dira que &
satisfait a la propriété IN lorsque, pour tout carquois Q et toute représentation 7' :
Q — Z, il existe une catégorie abélienne K-linéaire <7, une représentation R :
Q — &, un foncteur K-linéaire exact et fidele F' : &/ — & et un isomorphisme
de représentations o : F o R — T tels que le quadruplet (7, R, F, ) satisfasse la
propriété universelle suivante.

Pour tout quadruplet (£, S, G, 5), ou A est une catégorie abélienne K-linéaire,
S : Q — A est une représentation, G : B — & est un foncteur K-linéaire exact et
fidele G : B — H, et B: GoS — T est un isomorphisme de représentations, les
conditions suivantes sont satisfaites.

— Il existe un foncteur K-linéaire H : & — % et deux isomorphismes (le premier
de représentations et le second de foncteurs)

v:HoR =S, §:GoH S F
tels que le carré
GoHoR % Gos
ié*R J{B
FoR—% =T

soit commutatif.
— Si H' : &/ — A est un foncteur K-linéaire et

v :H oR= S; 8 :GoH =S F

sont deux isomorphismes (le premier de représentations et le second de fonc-
teurs) tels que le carré

GoH oR7GoS

Joon |s

FoR =« T

soit commutatif, alors il existe une unique transformation naturelle 6 : H — H'
telle que 4/ o (§ x R) =y et 6’ o (G x0) = 4.

Le théoreme prouvé par M. NORI peut donc étre reformulé en disant que la
catégorie mod(K) des K-espaces vectoriels de dimension finie satisfait la propriété N.
Nous dirons que & est Hom finie lorsque pour tout objet P, @Q dans & le K-espace
vectoriel Z(P, Q) = Homg (P, Q) est de dimension finie.
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Remarque 3.3.2. — Soit k un corps de caractéristique zéro muni d’un plongement
o : k < C. Etant donné un k-schéma séparé de type fini, on peut considérer le schéma
complexe X, obtenu par changement de base, et la catégorie triangulée D2 (X, Q) des
complexes, a cohomologie algébriquement constructible, de faisceaux de QQ-espaces
vectoriels pour la topologie classique sur I’espace analytique associé X" := X, (C).

Si A, B sont des objects de D?(X,Q), le groupe des morphismes de A dans B est
donné par

Hom (A, B) = Hompy (x,q)(Qx, R#Zom(A, B))
= Hompp @) (Q, Rm.RH#Zom (A, B))
= H(Rm,R#0om(A, B))

ou Rs7om désigne le Hom interne et Rm, le foncteur image direct par le morphisme
structural X/k. En particulier, comme R5#om et Rm, préserve la constructibilité, le
Q-espace vectoriel Hom(A, B) est de dimension finie.

Rappelons que la catégorie des faisceaux pervers Z(X) := Perv(X, Q) est le coeur
de DP(X,Q) pour la t-structure perverse. D’aprés [BBDS82, Théoréme 4.3.1.(i)], la
catégorie #(X) est noethérienne et artinienne. Puisqu’elle est également Hom finie,
elle satisfait les hypothese du théoréme

Toute catégorie abélienne K-linéaire & vérifiant la propriété universelle N est
nécessairement noethérienne, artinienne et Hom finie. Dans [Ivol4d], nous montrons
la réciproque :

Théoréme 3.3.3. — Soit &2 une catégorie abélienne K -linéaire. On suppose que &
est noethérienne, artinienne et Hom finie, alors & satisfait la propriété N.

La preuve du théoreme est élémentaire et découle essentiellement d’une vari-
ante de dimension finie d’un résultat prouvé par M. TAKEUCHI dans [Tak77]. On
peut en effet déduire du théoreme de M. TAKEUCHI le résultat suivant:

Proposition 3.3.4. — Soit & une catégorie abélienne K-linéaire. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. P est noethérienne, artinienne et Hom finie ;

2. il existe une K-coalgébre A et une equivalence K -linéaire de catégories entre &
et la catégorie comod(A) ;

3. il existe un foncteur K-linéaire exact et fidéle w : & — mod(K).

Ce dernier implique le théoréme puisque l'on peut aisément vérifier, grace au
théoreme prouvé par M. NORI, que toute catégorie abélienne K-linéaire munie
d’un foncteur K-linéaire exact et fideéle & — mod(K) satisfait la propriété N.

(4)Notons que DP(Spec(k), Q) n’est rien d’autre que la catégorie triangulée DP , (Q) des complexes
de Q-espaces vectoriels & cohomologie de dimension finie sur Q.
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Fixons un corps k de caractéristique zéro muni d’un plongement o : k — C dans
le corps C des nombres complexes. Dans la suite une k-variété est un k-schéma
quasi-projectif.

Soit X une k-variété et .# (X) l'une des catégories abéliennes Q-linéaires suivantes:
(a) la catégorie des faisceaux pervers Z(X) ; (b) la catégorie des faisceaux pervers
d’origine géométrique L(X)&° introduite dans [BBD82, 6.2.4] ; (c) la catégorie des
modules de Hodge MHM(X,Q) ; (d) la catégorie des modules de Hodge d’origine
géométrique MHM (X, Q)2° (voir [Sai9l, (2.6) Définition]).

Rappelons que les catégories dérivées DP(.# (X)), pour X une k-variétés, sont
munies d’un formalisme des six foncteurs

fj/{ f!'/ﬂ
DP(#(X)) —__DP(a(Y)) ___ D°(a(X))
£ P

Notons
i, DY (X)) = M(X) i€l
les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure usuelle.
Fixons une k-variété quasi-projective X. Un triplet relatif (Y, Z, ) est la donnée
d’une k-variété Y munie d’un morphisme de k-varétés a : Y — X, d’un sous-schéma
fermé Z de Y et d’un entier relatif i € Z.

Définition 3.3.5. — Soit (Y, Z,4) un triplet relatif. Posons

TL (Y. Z,0) == H (i (u vl ya! 4 (QF)))

*

ou u: U — Y est 'immersion ouverte du complémentaire de Z dans Y.

Notons que par définition T (Y, Z,i) est un objet de .#(X) qui ne dépend que
des structures réduites de Y et Z. Il n’est pas difficile en utilisant le formalisme des
six foncteurs de construire deux sortes différentes de morphismes dans .#(X) entre
ces objets : les morphismes de fonctorialité et les morphismes bord.

Soient (Y7, Z7,1) et (Y2, Zs2,4) deux triplets relatifs. Supposons que f : Y2 — V3
soit un morphisme de X-schémas tel que f(Z3) C Z;. Le morphisme de fonctorialité
est un morphisme dans .7 (X)

£ TE (Yo, Za,0) — T (Y1, Z0,9). (24)

Soient (Y, Z, i) un triplet relatif et W C Z un sous-schéma fermé. Le morphisme bord
est un morphisme dans .#(X)

TL(Y, Z,i) = TL(Z,W,i—1). (25)

On peut alors paraphraser complétement la construction de M. NORI en consid-
érant comme point de départ de la construction le carquois Z25°" ayant un sommet
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pour chaque triplet relatif (Y, Z,¢) et dont les arétes sont données de la maniére suiv-
ante.

— Si (Y1, Z1,1) et (Ya, Zo,i) sont des triplets relatifs, alors chaque morphisme de
X-schémas [ : Yy — Y] tel que f(Z2) C Z; définit une aréte
(YQ,ZQ,i) — (Yl,Zl,i). (26)
— Si (Y, Z,i) est un triplet relatif, alors tout sous-schéma fermé W C Z définit
une aréte
(Y, Z,i) = (Z,W,i—1). (27)
Le carquois 25°" admet alors une représentation
T 98" — A (X)
qui envoie les arétes (20) et (27) sur les morphismes (21) et (25) respectivement.
Comme le foncteur ratZ : MHM(X,Q) — Z(X) est compatible au formalisme des
six foncteurs, I’on obtient un isomorphisme de représentations
af : rathT‘ff —>T)‘9?.
En appliquant le théoréme , & la représentation
TY : 987 = 2(X)
on obtient une catégorie abélienne Q-linéaire .4 (X)), un foncteur Q-linéaire exact
et fidele raty, une représentation T+ :

raty : A N(X) = 2(X)  TH 2R = 4 N(X)

et un isomorphisme de représentations de carquois o} : raty! o T5Y — T vérifiant
le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.6. — Soit (o/,B,T,a) un quadruplet ou B : o/ — P(X) est un
foncteur Q-linéaire exact fidéle, T : X' — of est une représentation, et a: BoT —
T)%’ est un isomorphisme de représentations de carquois.

— Il existe un triplet (R, p, 0) ot
R:AH(X) = o

est un foncteur Q-linéaire ezact et fidéle, p : BoR — raty! est un isomorphisme
de foncteurs, o : RoT‘)’{ — T est un isomorphisme de représentations de carquois
tel que

BoRoTy —% BoT

ipoTj{ ia
N

[e%
ratf o T ——T%

soit commutatif.
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— Si (R, ¢, p') est un autre tel triplet, alors il existe une et une seule transforma-
tion naturelle 6 : R — R’ telle que

plo(Bob)=p do(0oTY)=0

Remarque 3.3.7. — Par construction la catégorie .4 °f(Spec(k)) est la catégorie
des motifs homologiques effectifs EHM(k, Q) construite par M. NORI (voir par exem-
ple [Nor] ou [Lev05, Definition 3.13]).

En appliquant le théoréme au quadruplet
(MHM(X,Q), rat , T, o)
on obtient un foncteur Q-linéaire exact et fidele
RZ : /(X)) —» MHM(X,Q)

prenant ses valeurs dans la sous-catégorie abélienne des modules de Hodge mixtes
d’origine géométrique. En considérant le morphisme de carquois Q : 25°7 — @¥eri,

(Y, Z,Z) — (Gm’y,Gm’Z uY,i+ 1),

ou Y est plongé dans G,, y via la section unité, on peut construire la catégorie des
motifs pervers non effectifs .4 (X) et prolonger le foncteur de réalisation de Hodge a
cette catégorie (voir [Ivol4d] pour les détails).

« Basic lemma » et complexes cellulaires pervers

Rappelons le résultat original de A. BEILINSON dont est tiré le « basic lemma » sous
la forme [Nor(02, Basic Lemma — first form] :

Lemme 3.4.1 (A. Beilinson). — Soient f : Y — X un morphisme affine de
k-schémas quasi-projectifs et A € P(Y) un faisceau pervers sur Y. On suppose
dim(Y) = n. Alors il existe un owvert affine U dans Y tel que dim(Y \U) <n—1 et
vérifiant les deux propriétés suivantes :

— le morphisme canonique
A= uZupA

est injectif ;
— pour tout i € Z\ {0}, on a

PH'a? (u?u}z.A) =0

dans P (X).
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Remarquons que la version donnée par A. BEILINSON dans [Bei87c, Lemma 3.3] est
plus générale dans la mesure ou il ne suppose pas le morphisme f affine mais suppose
donné un recouvrement de Y par des ouverts affines. La version énoncée ci-dessus
sera suffisante pour nos besoins. Puisque le foncteur d’oubli

ratx : MHM(X,Q) - 2(X)
est exact et fidele, si A € MHM(Y,Q) est un module de Hodge mixte, alors les

deux conditions du lemme précédent impliquent immédiatement que le morphisme
canonique
A= ufui,A
est injectif, et que pour tout i € Z '\ {0}, on a
PHa” (uffu;fA) =0
dans MHM(X, Q).

Remarque 3.4.2. — Ce lemme permet en particulier de construire par récurrence,
pour tout objet A € MHM(Y, Q), une résolution A®, acyclique pour le foncteur exact
& gauche PHa? .

Supposons que X soit une k-schéma quasi-projectif lisse. On peut supposer, quitte
a considérer au besoin ses composantes connexes, que X est connexe de dimension d.
Notons SmAff/X la catégorie des X-schémas quasi-projectifs lisses qui sont affines.

Comme dans le cas des motifs de M. NORI, la possibilité de construire pour un
schéma affine des stratifications bien particulieres constitue le point de départ de la
construction.

Soit Y un k-schéma quasi-projectif. Convenons d’appeler dans la suite, stratifica-
tion, une suite croissante Y, de sous-ensemble fermé de Y

Yo: - CYiCYi C--r  i€Z

telle que dim(Y;) < ¢ pour tout entier i € Z, et telle que Y,, = Y pour un certain
entier n. Notons que les conditions impliquent que Y_; = ().

Soient Y, et Y] deux stratifications de Y. On dit que Y] est plus fine que Y5, ce
que lon écrit Yy < Y/, lorsque Y; C Y/ pour tout i € Z. Ceci définit une relation
d’ordre sur I’ensemble .y des stratifications de Y. Cet ensemble ordonné est filtrant.
En effet, puisque

dim(Y; UY/) <,
la stratification Y,’ donnée par Y;” :=Y; UY] est plus fine que Y, et Y;.

Soient f : Y — Y’ un morphisme de X-schémas quasi-projectifs et Y, une stratifi-

cation de Y. Notons

fi(Yi) == f(Y2)
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I'adhérence de I'image de Y; dans Y’. Alors f;(Y,) est une stratification de Y.
Ceci définit un foncteur f; : S — S, Soit f': Y’ — Y” un autre morphisme
de X-schémas quasi-projectifs. Alors, pour tout entier i € Z

1 (7)) = 7 U00):

Ceci implique que les stratifications f;(f;(Ys)) et (f'f)z(Ye) sont les mémes. On a
donc légalité de foncteurs fio fy = (f'o f)y .

Dans la suite nous utilisons les groupes d’homologie de la définition décalés
par la la dimension de X:

Définition 3.4.3. — Soit (Y, Z,4) un triplet relatif. On pose
THY (Y, Z,0) := TL(Y, Z,i — 2d) = H5 7 (ai (u ! 4 4 (QY)))

*

ouu:U <= Y est 'immersion ouverte du complémentaire de Z dans Y et a: Y — X
est le morphisme structural.

La définition suivante est essentielle dans la suite :

Définition 3.4.4. — Soit Y un X-schéma quasi-projectif. Une stratification
Yomzy—lg%gylggyn—lgynzy

de Y est dite cellulaire si et seulement si pour tout ¢ € Z les conditions suivantes sont
satisfaites :

— si dim(Y;) = i, alors TH¥ (Y;,Y;_1,k) = 0 pour tout k € Z, k # i ;
— sidim(Y;) <i—1,alors Y; =Y;_;.

Soit f : Y — Y’ un morphisme de X-schémas quasi-projectifs, I'image d’une
stratification cellulaire par le foncteur f; n’est pas en général cellulaire. Pour ce qui
concerne la fonctorialité, il est donc préférable de considérer toutes les stratifications,
cellulaires ou non.

En utilisant la forme générale du « basic lemma » (voir [Bei87¢, Lemma 3.3]) on
obtient le lemme suivant :

Lemme 3.4.5. — Soit a : Y — X un morphisme affine de X-schémas quasi-
projectifs. On suppose que dim(Y) = n. Pour tout fermé W tel que dim(W) < n—1,
il existe un fermé Z de'Y contenant W et tels que dim(Z) < n—1 et pour tout entier
relatif i #£n

THZ (Y, Z,i) = 0.

SiY est intégre, on peut choisir Z de sorte que son complémentaire dans Y soit un
ouvert lisse sur k.



3.4. « BASIC LEMMA » ET COMPLEXES CELLULAIRES PERVERS 79

Lorsque X = Spec(k), on retrouve ’énoncé du lemme utilisé par M. NORI
([Nor02, Basic Lemma — first form]). Comme conséquence immédiate, on voit que le
sous-ensemble @7y de .y formé par les stratifications cellulaires est cofinal dans .%y-.
Plus précisément on prouve par récurrence le lemme suivant:

Lemme 3.4.6. — Soient Y un k-schéma quasi-projectif, a : Y — X un morphisme
affine et Yo une stratification de Y. Alors, il existe une stratification cellulaire de Y
plus fine que Y,.

On en déduit également que tout Y € SmAff/X admet une stratification cellulaire.
Comme dans le cas des motifs de M. NORI on peut considérer les complexes d’objets
de . (X) associés aux stratifications:

Définition 3.4.7. — Soit Y un X-schéma quasi-projectif. Pour toute stratification
Y, de Y, on note THZ (V,Y,) le complexe d’objets de . (X) donné par :

S THE (Y, Y 1,0) = THE (Yo, Yiig,i— 1) = -+ = THE (Y5, Y.1,0) = 0
avec THZ (Yo, Y_1,0) placé en degré 0.

Ces complexes sont fonctoriels. En effet, si f : Y — Y’ est un morphisme de X-

schémas quasi-projectifs et Y, est une stratification de Y, en utilisant les morphismes
du type (21), on obtient un morphisme de complexes

F2THE (YY) = THE (Y, fi(YL))
tel que pour tout morphisme de X-schémas quasi-projectifs f/ : Y/ — Y, le dia-
gramme

Card
/—\

THY (Y, Y.) — THE (Y, f3(Y2)) a3 THZ (Y, (f£):(Ys))

*

soit commutatif.

Définition 3.4.8. — Soient Y € SmAff/X et Y, une stratification de Y. On pose
rZ (Y,Y,) := THZ (Y, Y,)[-2d).

Tout l'intérét des stratifications cellulaires réside dans le fait qu’elles calculent
I’homologie des X-schémas quasi-projectifs dans la théorie .#. Lorsque Y, est cellu-
laire, on construit en effet par récurrence des isomorphismes

H2G (i (Y. Ya)) = H(THY (Y. Y) = THE (V,0,4) = H27 (il (X))
pour tout entier ¢ € Z. Ce qui donne des isomorphismes
DY, Ya,i) s Hiy (i (Y, Ya)) & Hig(ai”al (Q)).

En fait on dispose d’un résultat plus fin:
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Proposition 3.4.9. — Soit Y € SmAff/X. On suppose Y purement de dimension
n. Alors, il existe une stratification cellulaire Yo de Y telle que r%(Y, Y.) soit iso-
morphe dans DP(.# (X)) a

a%abﬂ(@%.

Esquissons brievement la démonstration de la proposition de maniére a mettre
en évidence le role joué par le lemme de A. BEILINSON (voir lemme ). Nous
renvoyons a [Ivoldc, Proposition 4.13] pour les détails.

Puisque a est un morphisme lisse, on a

0l (QX) = @ (n — d)[2n — 2d],
de sorte que
A= d (@24 — 7]

est un objet de .#(X) puisque Y est lisse sur k de dimension n. Ainsi, pour calculer
ai” a%(@j{’ ), il suffit donc de trouver une résolution A* de A, acyclique pour le fonc-
teur exact & gauche P H%a;” . Le complexe ? H%;# (A®) sera alors isomorphe & a;” (A)
dans DP(.# (X)), autrement dit ? H%a;” (A®)[n — 2d] sera isomorphe a a;?d’ ,(Q¥).
Cette résolution est construite par récurrence en utilisant le lemme a chaque

étape. Ce que 'on obtient par cette récurrence est une stratification cellulaire Y, de
Y et une résolution A® de A, acyclique pour le foncteur ? Ha;#, telles que

PHOqi” (AY) = THE (Yy—i, Yn—i_1,m — i).

Le complexe ?H%;# (A®) s'identifiant au complexe TH (Y, Y,)[—n], 'on voit que
ai”?a’,,(Q¥) est isomorphe a r (Y,Y,) dans DP(.Z(X)).

Réalisation de Hodge et vers les motifs pervers

On peut mettre sur la catégorie Sha(</, Ch(Q)), des faisceaux additifs sur &7 (pour
la topologie des épimorphismes) & valeurs dans la catégorie Ch(Q) des complexes de
Q-espaces vectoriels, une structure de catégorie de modele de sorte que

Ho(Sha(<,Ch(Q))) = D(Sha(«,Q)).

Pour des raisons techniques, liées a l'utilisation de colimites homotopiques, il est
en fait préférable de travailler avec une catégorie de modele simpliciale (la formule
donnant les colimites homotopiques y étant plus simple).

D’apres [RSS01, Proposition 4.5], la catégorie A°?Sha(«7, Ch(Q)) des objets sim-
pliciaux de Sha(«7, Ch(Q)) est munie d’une structure de modele simpliciale (appelée
la structure de modéle canonique dans [RSS01]) telle que les foncteurs adjoints

cc : Sha(.Z, Ch(Q)) = A°Sha(, Ch(Q)) : Ev
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forment une équivalence de Quillen (voir [RSS01, Theorem 3.6)). Ici pour % €
Sha(<7,Ch(Q)) et 4 € A°?Sha(</, Ch(Q)), cc(.F) désigne le faisceau simplicial con-
stant et Ev(¥) = % le faisceau des O-simplexes. L’on peut remplacer Sha (7, Ch(Q))
par A°PSha(«/, Ch(Q)) sans changer la catégorie homotopique.

Notons ®cp, le produit tensoriel usuel de complexes de Q-espaces vectoriels. Si
F € Sha(«/,Ch(Q)) et K € Ch(Q), on peut considérer 'objet .# @ (K)ot de
Sha(e7, Ch(Q)) défini par A — F#(A) ®cp K. Cette construction étant fonctorielle,
elle induit un bifoncteur

— ® (—)est : A°PSha(«7, Ch(Q)) x Ch(Q) — A°’Sha(«, Ch(Q)).

Rappelons que pour la structure de modeéle projective sur Ch(Q) les équivalences
faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations les épimorphismes (voir par ex-
emple [Hov99, Theorem 2.3.11]).

Lemme 3.5.1. — Le bifoncteur
— ® (—)est : A°PSha(«/, Ch(Q)) x Ch(Q) — A°’Sha(«7,Ch(Q))

est un bifoncteur de Quillen lorsque A°?Sha(/,Ch(Q)) est munie de la structure de
modéle canonique et Ch(Q) de la structure de modéle projective.

Notons que si # € A°PSha(e7, Ch(Q)), le foncteur .7 ® (—).s¢t admet un adjoint
a gauche

F @ (=)est - Ch(Q) = A°PSha(+/, Ch(Q)) : Hom(F, —)
(voir [Ivol4c] pour la construction).
Soit 8§ une catégorie et

r:8 — A°"Sha(«,Ch(Q))
un foncteur. On peut associer & r deux foncteurs
r* : PSh(8,Ch(Q)) = A°PSha(«/,Ch(Q)) : r.

définis comme ci-dessous. Pour tout objet# € A°PSha(«Z,Ch(Q)), r.(F) est le
préfaisceau sur 8 a valeurs dans Ch(Q) défini par

r+(F)(X) := Hom(r(X), #)

pour X € 8. Etant donné un préfaiscecau 2 € PSh(8,Ch(Q)), I'objet 7*(.2") est
défini comme le co-égalisateur dans A°PSha(</, Ch(Q))

r(2)=Coeq | P (X)L (V) = P r(X) @ 2 (X)cu
XY €EFI(8) Xes8

Proposition 3.5.2. — Les foncteurs

r* : PSh(S, Ch(Q)) = A°Sha(a, Ch(Q)) : 7,
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sont adjoints et les foncteurs r and r*(— ® Q) sont canoniquement isomorphes. De
plus, si r(X) est cofibrant dans A°?Sha(e/, Ch(Q))pour tout X € 8, alors ces fonc-
teurs forment une adjonction de Quillen pour la structure de modéle projective sur
PSh(S, Ch(Q)) et la structure de modéle canonique sur A°?Sha(</, Ch(Q)).

On dispose d’une part du foncteur exact pleinement fidele
i: Ch(# (X)) — Sha(#(X),Ch(Q))
et d’autre part du
cc: Sha(#(X),Ch(Q)) — A°PSha(.#(X),Ch(Q))

qui consiste & voir un objet Sha(.#(X),Ch(Q)) comme un objet simplicial constant.
Pour tout Y € SmAff/X et toute stratification Y, de Y, on peut considérer I'image
ir (Y,Y,) de riZ (Y,Y,) dans Sha(.#(X), Ch(Q)).

Définition 3.5.3. — Pour tout Y € SmAff/ X on pose

raf (V) := h}(/)ceog}{n cc(irZ (Y,Ys)).

Cette définition est fonctorielle et fournit un foncteur
ras? : SmAff/X — A°PSha(.#(X),Ch(Q)).

En effet, soit f: Y — Y’ un morphisme dans SmAff/X. On a vu que f induisait un
foncteur f; : S — Hy. La fonctorialité classique des colimites homotopiques (voir
par exemple [Hir03, Proposition 19.1.8]), fournit un morphisme

hocoli ir (Y, f4(Y. hocoli ir (Y, Y,)) =: raZ (Y).
choygnccorx(  f1(Ye))) — ﬁg(yglcc(lrx(, )) =tray (Y)

D’autre part, la fonctorialité des complexes associés aux stratifications donne un mor-

phisme rZ (Y, —) — rZ (Y, fs(—)) de foncteurs sur .#. Ce dernier un morphisme

rai? (Y') := hocolim cc(ir (Y, Ya)) — hocolim cc(iri (Y, f4(Ys)))

Y. Sy Yo €S

et par composition, un morphisme ra (V) — ra? (Y”) dont la fonctorialité est facile
a vérifier.
Le lemme implique le résultat suivant :

Lemme 3.5.4. — Soit Y € SmAff/X. Le morphisme canonique

hocoli ir (Y,Y, hocoli ir (Y,Y,
ch;glccorx( ,Ye)) — gzoéginCC(lrx( ,Ys))

est un quasi-isomorphisme.
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L’étape suivante consiste & étendre le foncteur ra% a tous les X-schémas quasi-
projectifs lisses. Pour cela, nous utilisons une construction que I’on peut voir comme
une extension de Kan homotopique & gauche et qui est inspirée du foncteur de rem-
placement affine introduit par F. MOREL dans [Morl2, §A.2].

Définition 3.5.5. — Pour tout Y € Sm/X, on pose

M : M
Y):= hocol Z).
i (V) (ZHY)g(CS(r)n/I-\Ifrfl/X)LY rax (£)

En notant Iy : (SmAff/X) | Y — SmAff/X le foncteur d’oubli défini par Iy (Z —
Y) = Z, la colimite homotopique précédente peut se réécrire sous la forme

rZ(Y) = (s}ri(/i?f(?l)ifr)riy raf o Iy.

Puisque ra (Z) est cofibrant dans A°?Sha(.# (X), Ch(Q)) pour tout Z € SmAff/ X,
il en est de méme de r (Y) (voir par exemple [Hir03, Theorem 18.5.2]).
La définition précédente est fonctorielle sur Sm/X i.e. définit un foncteur

r :Sm/X — Sha(.#(X),Ch(Q)).

Soit f : Y’ — Y un morphisme de X-schéma quasi-projectif lisse. On dispose d’un
foncteur

[« (SmAFf/X) LY — (SmAff/X) | Y
envoyant le morphisme (Z — Y”) sur le morphisme (Z — Y) obtenu par composition
avec f. Puisque par définition Iy o f, = Iy, il s’ensuit que 'on a un morphisme
canonique

M : M ; M M
re(Y) = (Sntlgf(E?)]%ﬁY’ raf oly: — (SI%(A)\%(/)I)l(r)riY raf oly =:rf (Y)

(voir [Hir03, Proposition 19.1.8] par exemple).

Remarque 3.5.6. — En notant r{ la restriction de r a la sous-catégorie
SmAff/X, on a un morphisme canonique de foncteurs
rZ »raf.

Pour tout Y € SmAff/X, le morphisme induit riZ (Y) — ra? (Y) est une équivalence
faible. (Cela découle de [Hir03, Corollary 19.6.8] puisque (Id : ¥ — Y) est un objet
final de la catégorie (SmAff/X) | Y).

On peut alors appliquer la construction du § au foncteur r% . La proposition
fournit une adjonction de Quillen

RLQZ T .= (r)* : PSh(Sm/X, Ch(Q)) S A°Sha(.Z(X),Ch(Q)) : (rf), =: RRQZ T

telle que les foncteurs ri et RLQ{’CH(f ® Q) soient canoniquement isomorphes.
Notons cependant que dans dans la précédente adjonction, la catégorie des pré-
faisceaux PSh(Sm/X, Ch(Q)) est munie de la structure de modéle projective et non
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de la structure de modele projective (A, ét)-locale. L’étape suivante consiste donc &
prouver le résultat suivant:

Théoréme 3.5.7. — L’adjonction (RLQ?’CH7 RRQ;?Z"CH) induit une adjonction de
Quillen

RLQYZ T . PSh(Sm/X, Ch(Q)) S A°PSha(.Z(X),Ch(Q)) : RRQZ
ot PSh(Sm/X, Ch(Q)) est munie de la structure de modéle projective (Al et)-locale.

La preuve de ce théoreme nécessite un peu de travail. Nous en expliquons main-
tenant les grandes lignes lorsque 1’on considére la topologie de Nisnevich plutét que la
topologie étale (essentiellement pour obtenir la descente étale a partir de la descente
Nisnevich, il faut considérer en plus des revétements galoisiens voir [Ivoldc] pour les
détails).

Afin d’obtenir une description plus agréable de la structure de modele projective
(A, Nis)-locale, il est important d’en comprendre les objets fibrants. Le fait de tra-
vailler a coefficients rationnels simplifie beaucoup leur description.

11 découle de [DHI04] que les objets fibrants pour la structure de modéle projective
Nis-locale sont les objets fibrants pour la structure de modele projective et vérifiant
la descente Nisnevich (voir e.g. [DHIO4, Définition 4.3]). Les travaux de F. MOREL
et V. VOEVODSKY assurent alors qu'un préfaisceau 2~ € PSh(Sm/X, Ch(Q)) est
fibrant pour la structure de modele projective (A! Nis)-locale si il est projectivement
fibrant et s’il vérifie la propriété la Al-propriété de Brown-Gersten pour la topologie
de Nisnevich (voir [Voel0, Proposition 3.8]). Cette caractérisation est en générale tres
pratique, mais dans notre cas un peu insuffisante puisque le foncteur de réalisation
est construit au départ uniquement sur les schémas affines. Heureusement on dispose
d’un résultat de F. MOREL, [Mor12, Theorem A.14], qui assure qu'un préfaisceau
Z € PSh(Sm/X, Ch(Q)) vérifiant la Al-propriété de Brown-Gersen pour la topologie
de Zariski et la propriété de Brown-Gersten affine pour la toppologie de Nisnevich
vérifie également la propriété de Brown-Gersten pour la topologie de Nisnevich.

En utilisant la définition explicite de raj{l en terme de complexes cellulaires, on

montre dans un premier temps que ra% satisfait I'invariance par homotopie et la
descente Nisnevich pour les carrés Nisnevich affines. On dispose alors des ingrédients
nécessaires pour pouvoir reprendre les idées de la preuve de [Wen10, Proposition 3.11]

pour obtenir la proposition suivante :

Proposition 3.5.8. — Soient Y € Sm/X et T — 'Y un torseur sous un fibré vecto-
riel tel que T soit affine. Alors, le morphisme

(D) > ()

est une équivalence faible dans A°PSha(.#(X),Ch(Q)).
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Rappelons que tout k-schéma quasi-projectif posséde un tel torseur (voir [Jou73,
Lemme 1.5] ou [Wei89, Proposition 4.3]). Sachant que T est affine, le morphisme
canonique r (T) — ra
de J.-P. JOUANOLOU comme dans dans la preuve de la propriété de Mayer-Vietoris
pour la K-théorie invariante par homotopie de C. WEIBEL [Wei89, Theorem 5.1] pour

obtenir la proposition suivante.

(T) est une équivalence faible, et 'on peut utiliser l'astuce

Proposition 3.5.9. — SoitY € Sm/X.

1. Soit U, E un recouvrement ouvert de Y. Alors, le carré

est homotopiquement cocartésien dans A°®?Sha(.#(X),Ch(Q)).
2. Le morphisme

r (Ay) = r (Y)
est une équivalence faible.

Le foncteur r vérifie donc la Al-propriété de Brown-Gersten pour la topologie de

Zariski et la propriété de Brown-Gersten affine pour la topologie de Nisnevich ce qui
permet de conclure.

Remarque 3.5.10. — Soient Y € Sm/X et % := {U; < Y};c; un recouvrement
ouvert fini de Y. Soit U la réunion disjointe des U;. Considérons I'objet simplicial de
Cech C(%) : A% — SmAff/X de sorte que, pour tout n € A, C(%),, soit le produit
fibré sur X de n copies de U:

(W) =U xx - xx U

On peut alors montrer par récurrence sur le nombre d’ouverts dans % (voir par
exemple [Wei89, Theorem 6.3]) que le morphisme canonique

rZ (Y, %) = hocglim rZ (C(%)) = r&(Y)

est une équivalence faible.

La construction doit encore étre stabilisée. Nous passerons ce point technique sous
silence en renvoyant & [Ivol4c] pour les détails. On obtient alors une adjonction de
Quillen

Spr, (PSh(Sm/X), Ch(Q)) < Sha(.#(X), Ch(Q)).
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En prenant les foncteurs dérivés de Quillen, on obtient une adjonction au niveau des
catégories homotopiques

RLY : DA%(X,Q) = D(Sha(.Z(X),Q)) : RR¥Z.

Rappelons que la catégorie DAﬁtt (X, Q) des motifs constructibles est définie comme la
plus petite sous-catégorie triangulée de DA% (X, Q) stable par facteur direct et con-
tenant les motifs homologiques des X-schémas quasi-projectifs affines lisses (en util-
isant Mayer-Vietoris). Puisque par construction, pour tout X-schéma quasi-projectif
affine lisse Y, I'image par le foncteur de réalisation appartient a la sous-catégorie tri-
angulée pleine DP(.Z (X)) de D(Sha(.#(X),Q)), le foncteur RL5Z se restreint en un
foncteur triangulé
DAZ(X,Q) — D" (#(X)).



4.1
4.1.1

Dans [IS13, AIS13] nous nous sommes intéressés & la théorie des cycles proches
motiviques développée par J. AYOUB dans [Ayo07b] et ses relations tant avec les
travaux de J. DENEF et F. LOESER qu’avec la géométrie rigide.

On suppose que k est un corps de caractéristique zéro, on note R = k[[t]] anneau
des séries formelles en une variable ¢ et K sont corps des fractions.

Motifs proches et géométrie rigide : le cas des fibres génériques

Motifs rigides des fibres génériques et motifs proches

L’un des résultats principaux de [AIS13] permet de relier les cycles proches associés
a un R-schéma séparé de type fini X a la fibre générique de son complété formel 2.
Plus précisément, nous montrons le résultat suivant qui constitue le premier pas vers
un énoncé plus général (voir le théoréme 1.4.1) :

Théoréme 4.1.1. — Soit f : X — Spec(R) un R-schéma séparé de type fini. On
suppose que la fibre générique X, est lisse sur K. Soient M un objet de la catégorie
SHon (K) et " le complété t-adique de X . Alors, il existe un isomorphisme canonique
dans la catégorie SHon (k) :

1" 0 R(Hom (Myig(27), Rig"(M))) ~ (f5)« ¥ s f (M). (28)

En prenant M égal a l'objet unité de SHyyn (K'), on obtient en particulier un iso-
morphisme canonique dans SHoy (k) :

170 R(My(27)) = (fo)+ ¥s(Lx,).

Ce résultat prouve que le motif cohomologique M)fig(.%”n) de la fibre générique 23 du

complété t-adique de X détermine complétement le motif proche (au tout au moins
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pour étre précis son image directe dans SHor(k)). Ceci montre que le motif proche
est de nature analytique rigide.

Dans [ATIS13] nous déduisons le théoréme par un argument de type Mayer-
Vietoris a partir du cas affinoide. Dans la suite nous fixons une K-algebre affinoide
lisse A. Le résultat crucial se trouve étre le suivant.

Théoréme 4.1.2. — Soit M un objet de SHoy (K). Alors, il existe un isomorphisme
canonique dans SHop (k) :

1 0 R(Hom (Mg (Spm(A)), Rig"™(M))) ~ (fo)« ¥ f;; (M). (29)

Notons toutefois que la réduction au cas affinoide nécessite de recourir a une petite
contorsion technique. En effet 'isomorphisme construit dans la preuve du théoréme
n’est pas clairement fonctoriel par rapport a la K-algebre affinoide A. Pour
pouvoir se ramener au cas affinoide, nous devons donc considérer plutét une variante
fonctorielle de ce théoréme dans laquelle on considére des diagrammes (Spm(.A),J)
de K-affinoides lisses plutot qu’un seul K-affinoide lisse. Les détails techniques étant
essentiellement les mémes fort heureusement, nous ignorerons ce point dans la suite.

Rappelons que les cycles proches motiviques sont définis a partir du « revétement
universel motivique »

(67, paxn<) : (2, A x N*) = G

et du systeme de spécialisation trivial x s = i*j, en utilisant la technique de construc-
tion exposée dans [Ayo07b, §3.2].

Pour démontrer le théoreme , la premiere étape consiste donc a établir la
variante dans laquelle le foncteur cycles proches ¥, est remplacé par le systeme de
spécialisation x = i"j, :

Théoréme 4.1.3. — Soit M un objet de SHoy(K). Alors, il existe un isomorphisme
canonique dans SHyy (k) :

G+ © R(Hom (Mg (Spm(A)), Rig™(M))) ~ (fo)«x s [y (M).
A un X un k-schéma séparé de type fini, on peut associer la fibre générique Q"% (X)
de la complétion t-adique du R-schéma X ®; R. Cette construction donne un foncteur
Q™ : Sm/k — SmRig/K

qui est continu pour la topologie de Nisnevich. (Comme dans [Ayo09], SmRig/K est
la catégorie des K-variétés analytiques rigides lisses.)
Le foncteur Q™ induit alors une adjonction

(Q7)" : SHon(k) = RigSHuy (K) : Q1".
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Le foncteur (Q™9)* envoie le motif homologique d’un k-schéma lisse de type fini X
sur le motif homologique de la K-variété analytique rigide Q"(X).

Le résultat suivant est une variante de [Ayol2, Théoréme 2.24]. La preuve en est
plus simple.

Lemme 4.1.4. — Il existe un isomorphisme canonique de foncteurs de RigSHgy (K)
dans SHoy (k)
g« o R =~ Q:ig~

Démonstration. — En utilisant la définition du foncteur SR comme quasi-inverse de
I’équivalence § du théoreme , il suffit de construire un isomorphisme de foncteurs
Q™) ~Foq"

Mais § o ¢* n’est rien d’autre que le foncteur
(@“")" : SHon (k) — RigSHyy (K)

induit par le foncteur Q*" : Sm/k — SmRig/K qui envoie un k-schéma lisse de type
fini X sur la K-variété analytique rigide (X ®; K)*". Il suffit alors de remarquer
que la transformation naturelle Q™ — Q%" induit un isomorphisme de foncteurs
(QT)* — (Q™)* d’apres [Ayo09, Théoréme 1.3.11]. O

Le théoreme est donc une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 4.1.5. — Il existe un isomorphisme canonique
Q7 "Hom(M,4(Spm(A)), Rig*(M)) ~ (fo)«xrfr(M).

La preuve de cette proposition utilise des idées et des techniques similaires a celles
introduites par J. AYouB dans [Ayo09, §1.3.4] pour prouver le théoréme (c.f.
[Ayo09, Scholie 1.3.26]). Nous renvoyons a [AIS13, §4.2] pour les détails.

Expliquons maintenant briévement pourquoi le théoréme implique le théoreme
. Pour cela rappelons que le foncteur cycles proches motivique est donné par la
formule

\I}f(_) = (prNX)ﬁ O Xfpaxnx © (e;j)* © (e;j)* o (Paxnx)*(—)

dans laquelle (Gf,prNx) (%2, paxnx) — Spec(A) est le morphisme de diagrammes
obtenu a partir du « revétement universel motivique »

(07 . paxnx) : (B, A x N*) = G,
par changement de base le long du morphisme Spec(4) — G, donné par la com-
position des morphismes f, : Spec(A) — Spec(K) et t : Spec(K) — Gy, . Un cacul

montre alors que
Uify(=) = xpo fr((=) @t°U)
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ou U = (PAxNx )ﬁ(gﬁ)*ﬂ(%}AxNx). Le théoreme fournit donc un isomorphisme
(fo )Wy fy M ~ g, o R(Hom(M,44(Spm(A)), Rig™ (M @ t°U)).

Il suffit donc de prouver que

¢« 0R(Hom(M4g(Spm(A)), Rig™ (M ©t*U))) ~ 1% oR(Hom(M,i4(Spm(A)), Rig" (M))).

D’apres [Ayo09, Proposition 1.2.34], M,;;(Spm(A)) est un objet compact de
RigSH,y(K), donc fortement dualisable par le lemme . Puisque Rig* est
monoidal, on obtient un isomorphisme

Hom(M, ;,(Spm(A4)), Rig"(M & 1)) ~ Hom(M,q(Spm(A)), Rig"(M)) & Rig"t'U.

Maintenant, U étant un objet de QUSHyy(k), on peut écrire Rig*t*Ud = F(U) de
sorte qu’il nous suffit de vérifier que

¢+ © R(Hom(M,4(Spm(A)), Rig™(M)) ® F(U))
~ 1" o R(Hom(M,;4(Spm(A)), Rig" (M))).
Or fR étant une équivalence de catégories monoidale, on a une formule de projection :
R((-) ©@3U)) = R(-) o U.
Finalement il suffit juste de construire un isomorphisme
G (—@U) ~17(-)

de foncteurs de QUSH,; (k) dans SHyy (k) ce qui est essentiellement fait dans [Ayo09,
(1.112)].

Calcul des motifs de tubes dans le cas semi-stable

Précisons avant toute chose la notion de semi-stabilité que nous utilisons dans la
suite :

Définition 4.2.1. — Un R-schéma formel topologiquement de type fini 2" est dit
semi-stable si il est plat sur R et satisfait les conditions suviantes. Pour tout z € 25,
il existe un sous-schéma formel ouvert régulier Z C 2  contenant z et des éléments

Uyty, ..., t, € O(%) vérifiant les propriétés suivantes :
1. west inversible et il existe des entiers ay, ..., a, € N\{0} tels que t = wtj* - - - t%n;
2. pour tout sous-ensemble non vide I C {1,...,n}, le sous-schéma fermé D; C %,

défini par les équations t; = 0, for ¢ € I, est lisse sur &, de codimension #(I) —1
dans %, et contient zx.

On dit qu’'un R-schéma formel semi-stable est strictement semi-stable, si sa fibre
spéciale est un k-schéma réduit (i.e., les entiers a; sont tous égaux a 1).
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Remarque 4.2.2. — On remarquera que la notion de semi-stabilité que nous util-
isons differe de la définition classique. Classiquement, un R-schéma formel semi-stable
est localement pour la topologie étale strictement semi-stable au sens de la définition

Soit 2" un R-schéma formel. On se donne un n-uplet d’entiers a = (a1, ...,a,) €
(N*)™, et une fonction v € €(Z"). Le R-schéma formel standard associé au triplet
(Z,v,a) est le spectre formel

St o = Spf Oo{Th,... . To}/(T{* - Tom —v).

Lorsque 2 est topologiquement de type fini et v € tO(Z2)*, le schéma formel stan-
dard St'y , est semi-stable. Les R-schémas formels semi-stables quelconques sont
reliés, localement pour la topologie de Zariski, aux R-schémas formels standard (voir
[Ayo09, Proposition 1.1.60]).

Soit 2" un R-schéma formel semi-stable. Notons (D;);c; les composantes irré-
ductibles de la fibre spéciale 2. Si J C I est un sous-ensemble, on note D et D(J)
les sous-schémas fermés réduits de 2, donnés par

Dy =NiesD; et D(J) = UiesD;

avec pour convention Dy = (25 )rea €t D(0) = 0.
Soit Z un fermé contenu dans D(J). Pour I’ C I'\ J, on pose

Z3, = Z\ D(I').
Si I' =1\ J, on utilise la notation Z° pour désigner Z7 -

Théoréme 4.2.3. — On suppose que Z est une union de fermés de la forme Dy,
pour des sous-ensembles O # J' C J. Alors, pour tout I' C 1" C I\ J, linclusion
125, [<1Z5,| induit un isomorphisme

Myig(127/[) = Mrig(1Z7/])

dans RigSHyy (K).

Le corollaire suivant présente I'un des cas particuliers les plus intéressants du
théoreme précédent.

Corollaire 4.2.4. — L’inclusion 1D(J)°[—]D(J)[ induit un isomorphisme dans
RigSH,, (K) :

Myig(JD(J)°[) 2= Myig(1D(J)])-
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Le calcul des motifs rigides de tubes de la section précédente permet de prou-
ver que ces derniers sont des objets compacts de la catégorie homotopique stable
RigSH,y (K). Dans [Ayo09] J. AYOUB a montré que les motifs des K-variétés analy-
tiques rigides quasi-compactes lisses sont compacts dans RigSHgy (K), cependant les
tubes | Z[ ne sont pas en général quasi-compacts.

Rappelons que si Z est un ouvert de X, alors |Z[ est un ouvert quasi-compact de
Ay (il est lui méme la fibre générique d’un schéma formel). En revanche lorsque Z
est fermé dans X, alors le tube n’est plus en général quasi-compact. Par exemple,
si " = Spf(R{T}) est la droite affine formelle, le tube de l'origine est la boule unité
ouverte, non quasi-compacte, & U'intérieur de la boule de Tate (voir e.g. [Ber, (1.1.4
Remarques)]).

Proposition 4.2.5. — Soit & un R-schéma formel topologiquement de type fini et
Z C X, un sous-ensemble localement fermé. On suppose Z, lisse sur K. Alors, le
motif rigide My;y(1Z[) est un objet compact de RigSHyy (K).

Par résolution des singularités, on peut en effet supposer (voir [AIS13]) que le
R-schéma formel 2" est semi-stable et que Z est une réunion de composantes irré-
ductibles de la fibre spéciale 2,. Si (D;);er est Pensemble des composantes irré-
ductibles de la fibre spéciale, le sous-schéma Z est alors de la forme D(J) pour un
certain sous-ensemble J de I. Le corollaire assure que l'inclusion induit un
isomorphisme

MmgGD(J)OD :‘> Mrzg(}D(‘]) D

dans RigSH,,(K). Comme D(J)° est ouvert, son tube est quasi-compact et son
motif rigide est donc un objet compact de RigSHyy (K).

En utilisant une récurrence et la propriété de Mayer-Vietoris, on commence par se
ramener au cas ou Z est une intersection de composantes irréductibles. Ensuite en
éclatant cette intersection, on se ramene au cas ou Z est une composante irréductible
de la fibre spéciale. Plus précisément, on obtient la réduction suivante :

Lemme 4.2.6. — Pour vérifier le théoréme , il suffit de vérifier, que pouri € I
et j € I\ {i}, le morphisme

Myig(J1Di \ Dj[) = Miig(1Di)
est un isomorphisme dans RigSHgy (K).

En utilisant a nouveau une récurrence et la propriété de Mayer-Vietoris, on parvient
a la réduction suivante :
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Lemme 4.2.7. — Pour prouver le théoréme , il suffit de montrer que pouri € I
le morphisme
Myig(]Di \ Dr[) = Myig(1Di]) (30)

est un isomorphisme RigSHgyy (K).

La raison pour laquelle on passe du lemme au lemme mérite quelques
explications. Le point est le suivant. En utilisant essentiellement un résultat de
[Ayo09] et la propriété de Mayer-Vietoris, on peut supposer qu'il existe un morphisme
étale de R-schéma formels

(A %— — StsUptf(R{U’U—l})’g{Sh ey ST’}7

avec a = (a1,...,a,) € (N*)" et U, Sy,...,S, des variables libres. Il s’agit alors de
montrer que si 'on sait prouver le résultat pour le schéma standard semi-stable, on
peut le déduire pour 2 via le morphisme étale. Pour cela nous utilisons la réduction
sous la forme du lemme plutdét que sous celle du lemme ainsi qu’un résultat
d’invariance par les morphismes étales [AIS13, Lemma 5.6] que nous n’exposerons
pas ici. Ce travail étant réalisé, 'on obtient la réduction au cas des schémas formels
standard sous la forme suivante :

Lemme 4.2.8. — Pour prouver le théoreme , on peut supposer X = St%,,2 ot
% est un R-schéma formel lisse, v € tO(¥)* et a = (a1,...,a,) € (N*)". De plus,
il suffit alors de montrer que le morphisme

Mrig(]Dl \ Dr[) — Mrig(]DlD
est un isomorphisme dans RigSHyy, (K).

Par récurrence, en utilisant la propriété de Mayer-Vietoris, on peut ramener la
preuve du lemme a la proposition suivante :

Proposition 4.2.9. — Soit % un R-schéma formel topologiquement de type fini
dont la fibre générique %, est lisse. Soit v € \/tO(¥) divisant une puissance de
t. Soient a = (a1, ...,a,) € (N*)" et 2" = Sty , le schéma formel standard associé.
Alors, le morphisme canonique -

M.ig(]DT[) = Mrig(]D1[)
est un isomorphisme dans RigSHgy, (K).
On remarquera que ’énoncé de la proposition est un peu plus général que le cas
dont nous avons réellement besoin, & savoir ¢ lisse sur R et v € t0(#)*. L’énoncé

plus général offre cependant une plus grande flexibilité dont nous tirons profit dans
la preuve.
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La condition sur v assure que la fibre générique Z;, est une K-variété analytique
rigide lisse. L’on peut supposer D = Dy, i.e., que D est la branche de %, d’équation
T1 = 0. Pour prouver la proposition on commence par considérer le cas n > 2 du
schéma standard & deux branches (pour n > 1 il n’y a rien & prouver). On se trouve
ramené dans ce cas a comparer les motifs rigides de certaines couronnes analytiques
et donc au résultat de J. AyouB dans [Ayo(09, Proposition 1.3.4].

L’étape suivante consiste a considérer le cas des schémas standard

Ou{Ty,..., Ty}
(T Tg T =)

a,d,
ayant un nombre quelconque n de branches mais ayant la particularité que toutes les
branches sauf D; sont de méme multiplicité d € N. Ce cas est traité par récurrence
sur n en utilisant des éclatements admissibles ne modifiant que le nombre de branches
et pas leurs multiplicités.

Le cas restant a examiner est celui des schémas standard
Ox{T,...,Tn}

Z =Sty , = Spf
% ,a p (T{MTQCLz“,TTtlZn 7,0)

pour lesquels le n — 1-uplet (aso,...,a,) n’est pas constant. L’on raisonne alors par
récurrence sur a, I’idée étant encore d’utiliser des éclatements admissibles mais cette
fois pour augmenter les multiplicités des branches. Pour cela, il est essentiel de pouvoir
choisir des entiers 7, j € {2,...,n} tels que a; # a,.

Le calcul des cycles proches dans le cas semi-stable

La notion de schémas semi-stables que nous utilisons est calquée sur celle de schéma
formel semi-stable (voir définition )

Définition 4.3.1. — Un R-schéma de type fini X est dit semi-stable si il est plat
sur R et satisfait les conditions suviantes. Pour tout & € X, il existe un sous-schéma
ouvert régulier U C X contenant z et des éléments u,ty,...,t, € O(U) vérifiant les
propriétés suivantes :

1. west inversible et il existe des entiers aq, . . ., a, € N\{0} tels que t = ut{* - - - t&n;

2. pour tout sous-ensemble non vide I C {1,...,n}, le sous-schéma fermé D; C U,
défini par les équations t; = 0, for ¢ € I, est lisse sur k, de codimension #(I) —1
dans U, et contient x.

Si X est un R-schéma semi-stable, alors son complété t-adique 2~ est un R-schéma
formel semi-stable au sens de la définition . Comme dans le cas des schémas
formels, on peut introduire les R-schémas standard.
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Soit X un R-schéma. On se donne un n-uplet a = (a1,...,a,) € (N*)", et une
fonction v € O(X). Le schéma standard associé au triplet (X, v, a) est le spectre

St}yg = Spec Ox [T, ..., Tp]/(T{" - - T3 —w).

Si X est un R-schéma de type fini de complété t-adique 2, alors le complété t-adique
de St , est le R-schéma formel standard Sty ,.

LOI‘S;]HQ X est lisse sur R de type fini et v €to (X)* alors le R-schéma standard
St% , est semi-stable.

Ayo07b

L’un des résultats principaux sur les cycles proches obtenu par J. AYOUB dans
[Ayo0T7b] concerne le calcul des cycles proches pour les schémas standard.

Ce théoreme, [Ayo07b, Théoreéme 3.3.10], présente deux limitations : d’une part il
ne traite que le calcul de la restriction des cycles proches a une réunion de branches
et d’autre part il suppose que les multiplicités de toutes les branches sont les mémes.
La premiére restriction est génante notamment si 'on cherche a calculer les cycles
proches par restriction aux branches via un calcul du type Mayer-Vietoris pour un
recouvrement fermé. Dans un tel calcul, on se trouve en effet contraint de consid-
érer des réunions d’intersections de branches. La seconde restriction ne permet pas
de comprendre les cycles proches dans le cas général en se ramenant au cas semi-
stable : une telle réduction nécessite impérativement que ’on puisse traiter le cas des
multiplicités non constantes.

Lorsque ’on considére les motifs étales a coefficients rationnels, J. AYOUB a montré
dans [Ayo07b, Théoréme 3.3.44] comment traiter le cas des multiplicités quelconques
dans le calcul de la restriction des cycles proches a une branche. Les hypothéses
utilisées dans [Ayo07b] ne permettent cependant pas d’obtenir le résultat similaire
dans la catégorie homotopique stable des schémas.

Soit X un R-schéma semi-stable. On note (D;);ecr les composantes irréductibles
de X, et l'on utilise dans la suite des notations analogues a celles du §

Pour J C I et I' C I\ J, on pose, on note vz : Z3 < Z l'inclusion évidente.
Lorsque I’ = I'\ J, on écrira vz au lieu de vz p\ .

Théoréme 4.3.2. — On suppose que Z est une réunion de sous-schémas fermés de
la forme Dy, pour un certain § # J' C J. Soit M un objet de la catégorie SHop(K).
Alors, pour tout I' C I\ J, le morphisme canonique

(Wi fy(M))]z = (vz,1)«(vz,0)" (Y p [y (M))] 2 (31)

est un isomorphisme dans SHop(Z).
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Ce théoreme généralise a la fois [Ayo07b, Théoréme 3.3.10] et [Ayo07b, Théoreme
3.3.44], permettant de traiter en théorie homotopique stable des schémas le calcul
de la restriction des cycles proches a des réunions d’intersections de branches sans
conditions sur les multiplicités. Il permet notamment de montrer que les résultats
de [IS13] obtenus pour les motifs étales a coefficients rationnels demeurent vrais sans
changement dans la catégorie homotopique stable des schémas (voir § ).

Corollaire 4.3.8. — Soit M un objet de SHon(K). Alors le morphisme canonique

(Wsfr (M) Dsy = (Wpen)«(pn) (Yrfy (M)

est un isomorphisme dans SHop(D(J)).

La preuve du théoreme suit un dévissage analogue a celui de la preuve du
théoréme . En utilisant la propriété de Mayer-Vietoris ainsi que des éclatements
comme dans [IS13], on peut se ramener dans un premier temps au cas ot Z est une
composante irréductible de la fibre spéciale. Plus précisément la premiere réduction
est la suivante :

Lemme 4.3.4. — Pour prouver le théoréme , il suffit de montrer que, pour tout
1 € I, le morphisme canonique

(WS (M)|p; = (vp,)«(vp,)" (¥ f (M) D,
est un isomorphisme dans SHon (D).

En utilisant les résultats de [Ayo07b] reliant schémas semi-stables et schémas stan-
dard, ainsi que la compatibilité des cycles proches aux morphismes lisses, on peut
supposer ensuite que X est un schéma standard. On se rameéne en fait a prouver la
proposition suivante :

Proposition 4.3.5. — Soient a € (N*)" et X le R-schéma standard semi-stable

RU, UL Ty,..., T
(TH - Tem —Ut)

X = St%fU}U,l],g = Spec

Alors, le morphisme canonique

Vs(Mlx, )b, = (vp,)«(vD,)" ¥ (M|x,)|D,
est un isomorphisme dans SHoy(D1).
Gréace a une récurrence similaire a celle de la proposition et utilisant les mémes

idées, on se ramene au cas du schéma standard & deux branches

R[U7 U_1> Tla TZ]
(T — U%)

Ut
StR[UyUfl]ﬁal,a2 = Spec



4.4

4.4. MOTIFS PROCHES ET GEOMETRIE RIGIDE : LE CAS DES TUBES 97

avec a1,as € N*. Pour traiter ce cas, on commence par montrer qu’il est une con-
séquence du lemme suivant :

Lemme 4.3.6. — Soit Y un R-schéma de type fini dont la fibre générique est lisse.
Soient v € \/tO(Y) divisant une puissance de t et X = Sty .. avec (a1,a2) € N2
On note f : X — Spec(R) et q1 : DY — Spec(k) les morphismes structurauz. Alors,
le morphisme canonique

(fo) W (M]x,) = (q1)«(¥r(M|x,)|Ds)

est un isomorphisme dans SHoy (k).

La preuve de ce lemme final utilise alors la géométrie rigide. En notant 2" le
complété t-adique de X et % le complété t-adique de X \ Ds, le théoreme
permet en effet de se ramener a montrer que le morphisme

"o m(m(M7'ig(%n)a Rig"(M))) — 1% o m(m(Mf'ig(%n)v Rig™(M))).
est un isomorphisme. Il nous suffit donc de vérifier que le morphisme de motifs rigides
Mrig(%n) - Mrig<%n>

est un isomorphisme dans RigSH,y,(K). L’on se retrouve ainsi finalement réduit a
comparer les motifs rigides de deux couronnes analytiques particuliéres et [Ayo09,
Proposition 1.3.4] permet de conclure.

Motifs proches et géométrie rigide : le cas des tubes

Le résultat principal de [AIS13] qui généralise le lien que nous avons précédemment
établi entre cycles proches et fibres génériques de completés formels s’énonce
comme suit :

Théoréme 4.4.1. — Soit f : X — Spec(R) un R-schéma séparé, de type fini, de
fibre générique X, lisse sur K. On note 2 la complétion t-adique de X. Soient
Z C X, un sous-ensemble localement fermé et z : Z — X, Uinclusion. Notons|Z[ le
tube de Z dans 2. Soit M un objet de SHon(K). Alors, il existe un isomorphisme
canonique dans SHoy (k):

1" 0 R(Hom(Myiy (] Z]), Rig*(M))) = (fo 0 2). (W (M]|x, )| 2)-

Dans le cas particulier ot M est l'objet unité de SHyy (K), on obtient le résultat
suivant :

Corollaire 4.4.2. — Il existe un isomorphisme canonique dans SHox(k):

1 0 ROM(12]) 2 (fo 0 2)«(¥5(1x,)) 2
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Ce résultat peut-étre vu comme un analogue motivique d’un théoreme de V.
BERKOVICH reliant cycles proches étales, et cohomologie étale non-archimédienne
des tubes. Rappelons rapidement ce résultat. Notons K le complété d’une clo-
ture algébrique du corps valué K. Posons Z = Z x; k et |Z] =|Z[xxK. Dans
[Ber94, Ber96], V. BERKOVICH a construit des isomorphismes canoniques de groupes
d’hypercohomologie étale

H, (121, Qo) ~ He (Z,RY 1(Qe, 2, )l 7) = Hy (Z,RU£(Qu,x,)|7)

(ici le tube ] Z[ est vu comme un espace de Berkovich de maniére & pouvoir considérer
sa cohomologie étale non archimédienne définie dans [Ber93]). Le premier isomor-
phisme est montré dans [Ber96, Corollary 3.5] ; le second est une conséquence de
[Ber94, Corollary 5.3].

Notons que le théoreme de V. BERKOVICH est valable dans un cadre plus général.
Pour l'instant, nous ne sommes en mesure de formuler le théoréme qu’en égale
caractéristique zéro. Ceci tient au fait que ’équivalence R construite par J. AYOUB
dans [Ayo09] n’est actuellement disponible que sous cette hypothése.

Esquissons la preuve du théoreme . Le théoréme permet de supposer
Z fermé dans X,. En utilisant le théoreme de résolution des singularités de H.
HIRONAKA, la compatibilité des cycles proches aux morphismes projectifs, i.e., la
propriété (SPE2) de [Ayo07b, Définition 3.1.1], et le théoréme de changement de
base projectif [Ayo07a, Corollaire 1.7.18], on peut supposer que X est un R-schéma
semi-stable et Z une union de composantes irréductibles de X, .

Notons (D;);er les composantes irréductibles de X,,. On a alors Z = D(J) pour un
certain sous-ensemble J C I et le corollaire , assure a fortiori que le morphisme
canonique

17 0 R(Hom(My(]D(J)[), Rig"(M))) = 17 o R(Hom (M4 (JD(J)°[), Rig"(M)))

est un isomorphisme. Le corollaire fournit un isomorphisme analogue pour les
cycles proches, de sorte que 'on peut supposer Z = D(J)°. Ce dernier étant ouvert
dans X,, on se trouve ramené de nouveau au théoreme

Fibre de Milnor motivique et cycles proches motiviques

Le contexte est le suivant : on se donne un corps k de caractéristique zéro, un
schéma quasi-projectif lisse X et un morphisme de k-schémas f : X — A}. On a alors
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un diagramme commutatif de morphismes de k-schémas

X, X X,
J/fn O J{f O lfu
=G I Al <" 5= Spec(k),

ol ¢ est la section nulle et j désigne I'immersion ouverte canonique.

La comparaison suppose que ’on puisse déja mettre en relation les deux groupes
de Grothendieck .#Zx_ et Ko(SHop +(X)). Ceci n’est pas un probléme puisque le for-
malisme des opérations de Grothendieck dans SHyy fournit un morphisme d’anneaux
canonique (voir [IS13, Lemma 2.1])

Xx..c: Mx, = Ko(SHon t(Xs))

qui est uniquement déterminé par la formule

Xx,o([Y]) = Mx, (Y)]

ou Y est un X,-schéma quasi-projectif et M}U’C(Y) est le motif cohomologique
a support compact de Y. Rappelons que ce dernier est défini par M}WC(Y) =
(py )i(py)*1s ol py : Y — X, est le morphisme structural.

Le lemme suivant est alors immédiat :

Lemme 4.5.1. — Soit S un k-schéma quasi-projectif. Soit p : Y — X un mor-
phisme de S-schémas quasi-projectifs, qui est une fibration triviale par morceauz de
fibre un k-schéma F. Alors, on a l’égalité

[MS,C(Y)] = [MS’C(X Xk F)]
dans le groupe Ko(SHop +(5)).

Rappelons que dans la situation de cycles proches précédente, J. DENEF et F.
LOESER ont construit un élément 1y dans le groupe de Grothendieck .#Zx, de la fibre
spéciale.

Le résultat principal de [IS13] est le suivant:

Théoréme 4.5.2. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X un k-schéma
quasi-projectif lisse et f : X — A} un morphisme de k-schémas. On a alors ’égalité

[(Pr(Lx,)] = xx,.c(r)
dans Ko(SHon ot (X5)).
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L’on peut supposer sans perte de généralité que le morphisme f : X — A}c est plat.
En effet si X est connexe et f n’est pas plat, alors le morphisme f est constant (voir

e.g. [Liu02, Corollary 4.3.10]). La formule du théoréme est alors triviale.
Remarque 4.5.3. — Lorsque le morphisme f: X — A} est lisse, la formule du
théoreme est également triviale. En effet, dans ce cas Wylx, = 1y, dans
SHop +(X).

Fixons une résolution plongée des singularités h : X’ — X comme dans le §
dont nous reprenons les notations. En utilisant la formule exprimant ¢ en fonction
de la résolution h donnée par le théoreme de J. DENEF et F. LOESER, 'on voit
qu’il suffit pour obtenir le théoreme de montrer la formule analogue suivante :

Théoréme 4.5.4. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X un k-schéma
quasi-projectif lisse et f : X — AL un morphisme plat de k-schémas. On a alors
l’égalité

W)= > ()M g (D5 xe 6] (32)
0#JC{1,...,n}

dans Ko(SHop t(X5))-

Dans [[S13] nous avons établi ce résultat pour les motifs étales a coefficients ra-
tionnels. Le théoreme obtenu dans [ATS13] permet de faire fonctionner la preuve
également dans SHyy.

Notons en particulier, que le théoreme implique que l'expression des cycles
proches obtenue ne dépend pas de la résolution plongée des singularités h. Ceci
ne requiert ni fonction Zéta, ni résultats provenant de l'intégration motivique. Le
théoréme implique également dans Ko(SHay :(X,)) les résultats obtenus par
F. BITTNER dans .#(X,) en utilisant la théorie de l'intégration motivique (voir
[Bit05, §6,§7,88]).

Puisque h est un morphisme projectif de A}C—schémas qui induit un isomorphisme
sur les fibres génériques, les morphismes canoniques

Ur(lx,) = Urlhydx;) = houWron(lx;)

sont des isomorphismes. En appliquant la propriété de Mayer-Vietoris au recouvre-
ment fermé de X, par ses composantes irréductibles, on obtient la formule

{\I/foh(]lle)} = Z (—1)|J|*1 [’LLJ*U?}\Pth(ﬂX;])
0£IC {1}
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dans laquelle u; désigne 'immersion fermée D; — X! et v; I'immersion ouverte
DY — D;. Le point crucial est alors de montrer que pour § # J C {1,...,n}, 'on a

[y ¥ pon ) = M, (E())]

En utilisant des éclatements, on peut se ramener au cas de la codimension un, c’est-

a-dire & prouver que pour tout i € {1,...,n}
* _ \ o
o (1) - 1]
cas que l'on traite en utilisant le théoreme (voir [IS13, Proposition 4.4] pour les
détails). Ceci étant fait, on obtient I’égalité
[95(0x,)] = [honWron(ix)] = >0 (=DM My (B())]
D#£JC{1,...,n}

dans le groupe Ko(SHon t(X,)). Un argument de dualité que nous n’exposerons pas
ici, permet de réécrire cette formule sous la forme

Wil = Y (DY MY J(EG))]
0#£JC{L,...,n}
Le lemme conclut puisque 'on sait par [NS07, Lemma 7.5] que le morphisme de
schémas
E(J) D5

. . J)-1
est une fibration triviale par morceaux de fibre Glnl i

Les théorémes et permettent de relier entre elles les fibres de Milnor
introduites de différentes manieres. En effet, en utilisant le théoréme de changement
de base propre, le théoréeme permet de comparer la fibre de Milnor motivique
de J. DENEF et F. LOESER avec le motif proche de J. AYOUB :

Théoréeme 4.5.5. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X un k-schéma
quasi-projectif lisse et f: X — AL un morphisme plat de k-schémas. Soit v € X, (k)
un point rationnel. On a alors l’égalité

[2" Vs (Lx,)] = Xbo(Vr,0)-
dans Ko(SHop (k))

Rappelons que si 2" désigne le complété du R-schéma obtenu a partir de X par
changement de base le long du morphisme canonique Spec(R) — A}ﬁ, J. NICAISE
et J. SEBAG appellent fibre de Milnor analytique le tube %, :=]z[ dans Z,,. Leur
terminologie est justifiée par les théorémes de comparaison de V. BERKOVICH qui
joints au théoréme de comparaison de A. GROTHENDIECK permettent de relier sur C
la cohomologie étale de .7, et la cohomologie singuliere de la fibre de Milnor classique.
Le théoreme donne en particulier le résultat suivant :



102 4.5. FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE ET CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Théoréme 4.5.6. — Il existe un isomorphisme canonique dans SHop (k):
1 0 (MY, (F2)) = 270 (Ly, ).
La conjonction de ces deux résultats implique le corollaire
Corollaire 4.5.7. — On a, dans Ko(SHon «(k)), I’égalité :
[17 0 RM3y (F2))] = Xr.e(Pr.)- (33)

Ce corollaire montre que la fibre de Milnor introduite par J. DENEF et F. LOESER
ne dépend dans Ko(SHoy (k) que du motif de la fibre de Milnor analytique.



5.1
5.1.1

Soit k un corps parfait. Dans [IR12], en collaboration avec K. RULLING nous intro-
duisons les foncteurs a réciprocité, vus comme des foncteurs définis sur les extensions

de type fini de k et les courbes réguliéres sur de telles extensions, et prolongeons les
travaux initiaux de B. KAHN pour ces foncteurs en associant a une famille finie de
foncteurs a réciprocité un « produit tensoriel », nouveau foncteur a réciprocité dont
la valeur en k généralise les groupes de K-théorie introduits par M. SOMEKAWA et
les variantes de W. RASKIND - M. SPIESS et R. AKHTAR. Les groupes algébriques
commutatifs, les faisceaux Nisnevich avec transferts invariants par homotopie, les
modules de cycles ou les différentielles de Kéhler fournissent des exemples particuliers
de foncteurs a réciprocité et nous calculons les « produits tensoriels » associés a un
certain nombre de ces exemples et faisons le lien avec les constructions antérieures.

Dans [Ivol4a] nous montrons que la théorie de lintersection développée par M.
RosT dans le cadre des modules de cycles [Ros96] admet un modeéle & homotopie
pres. Nous montrons en effet que ’on peut construire sur le complexes des cycles de
M. ROST une structure de As.-algébre qui induit le produit d’intersection classique
sur les groupes d’homologie.

Autour du théoréme de Nesterenko-Suslin

Le théoréme de Nesterenko-Suslin

Dans [Blo86] S. BLOCH a complété la théorie des cycles algébriques en introduisant
des groupes de Chow supérieurs. Rappelons leur définition. Soient X un k-schéma
quasi-projectif et

& := Spec (k[to, ...,tn]/Zti - 1) .
=0

103
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On note z,.(X, n) le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés integres
W de X x3 A} de dimension 7 + n tels que pour toute face'’ F' de A}

dim(WnNX xg F) <r+dim(F).

En prenant la somme alternée des restrictions aux faces de codimension 1, on obtient
un complexe z,(X,n) et on pose

CH,(X,n) = Hy(z«(X,n).

Pour n = 0 on retrouve les groupes de Chow habituels. Si X est équidimensionnel de
dimension d sur k, on pose

CH"(X,n) = CHy4—r(X,n).

Pour r = d + n, le groupe CH*™"(X,n) = CH_,,(X,n) est obtenu & partir de zéro
cycles sur le schéma X xj; A} et peut donc étre considéré comme un groupe de zéro
cycles.

Dans [NS89] Y. NESTERENKO et A. SUSLIN montrent que le groupe de zéro cycles
CH"(k,n) est isomorphe au groupe de K-théorie de Milnor KM (k) :

Théoréme 5.1.1 (Y. Nesterenko - A. Suslin). — Soit k un corps. On a un iso-
morphisme
KM(k) ~ CH"(k,n)

n

Ce théoreme fournit en particulier une description explicite par générateurs et
relations du groupe de zéro cycles CH" (k,n). En effet le groupe KM (k) introduit par
J. MILNOR dans [Mil70] et étudié dans [BT73] (voir également [GS06] pour un exposé
des principales propriétés) se trouve défini par générateurs et relations de la maniére
suivante

K(k) =2 KM(k) =k KM(K) = ()% /St (k)
ot Sty (k) est le sous-groupe engendré par les éléments a; ® - - - ® a,, tels qu’il existe
1<i<j<ntelsquea; +a; =1.

Lorsque E/k est une extension, on dispose d’un morphisme KM (k) — KM(E) et si
I’extension est finie également d’un morphisme

N/« Ki'(E) = K (k)
qui étend la norme pour n = 1. De plus si C est une k-courbe projective réguliere

connexe de corps des fonctions K, alors a tout point fermé P € C, on peut associer
un morphisme appelé résidu :

op :KM(K) - KM [ (k(P)) n>1.

Ses différents morphismes vérifient des relations de compatibilité (que M. ROST a
axiomatisé dans sa définition des modules de cycles [Ros96]) et I'on dispose d’un
théoreme des résidus que I'on peut énoncer de la maniére suivante : si C' est une

(1) Une face est définie par Pannulation d’un certain nombre de ;.
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k-courbe projective réguliere connexe de corps des fonctions K, alors pour tout a €
KM(K), avecn > 1, on a

> Nopyr(0p(a)) = 0.

Pe¥
Les résidus permettent de définir des symboles locaux, en posant

(a, f)p =0p({f}-a) acKV(K), feK*

et le théoreme des résidus donne la loi de réciprocité

> Nuryn((a, f)p) =0.

PeC

Dans [Som90], M. SOMEKAWA, inspiré par des idées de K. KATO, a généralisé la
K-théorie de Milnor en utilisant la théorie du corps de classes de M. ROSENLICHT et
J.-P. SERRE. Rappelons que dans [Ros57, Ser84], si k est un corps algébriquement
clos et G un k-groupe algébrique commutatif lisse connexe, en tout point fermé P
d’une k-courbe projective réguliere C' de corps des fonctions K est défini un symbole
local :

(—,-)p: G(K) x K* = G(k)
qui est une application bilinéaire (continue). Les symboles de M. ROSENLICHT et
J.-P. SERRE vérifient une loi de réciprocité sur la courbe
> (a,f)p=0 acGK), feK*
PeC
Lorsque k n’est plus algébriquement clos et G est une variété semi-abélienne sur k,

M. SOMEKAWA vérifie que le symbole local se factorise par le corps résiduel en P i.e.
définit une application bilinéaire

(= —)p: G(K) x K = G(x(P))

et propose d’associer, a une famille de Gy,..., G, de k-variétés semi-abéliennes, un
groupe K(k;G1,...,G,) sur le principe des groupes de Milnor mais en remplagant
les relations de Steinberg par des relations provenant des symboles locaux et que I'on
peut voir comme des relations de réciprocité.

Formellement le groupe de M. SOMEKAWA est défini par le quotient

K(k;Gr,...,Gn) = | @ Gi(E)®-- ®Gu(E)| /Som(k)
E/k finie

ot Som(k) est le sous-groupe engendré par des relations du type formule de projections
et les éléments de la forme

Z sp(a1) @+ @ sp(aip—1) ® (aip, f)p @ sp(Aipt1) ® - @ sp(an)
PeC
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ou C' est une k-courbe projective réguliére connexe sur k, f € K* et a; € G;(K) sont
tels que pour tout P € ¥ il existe ip € {1,...,n} tel que a; € G;(Oc,p) sii # ip.
Il montre que ’on peut retrouver la K-théorie de Milnor ainsi :

Théoréme 5.1.2 (M. Somekawa). — On a un isomorphisme
K3 (k) =~ K(k; G, -, Gom)
—_———

n facteurs

Les générateurs étant essentiellement les mémes (modulo I'utilisation de la norme),
tout le sel du théoréme réside dans les relations et la vérification du fait que les
relations de Steinberg peuvent se déduire des relations provenant des symboles locaux
et vice versa.

Dans [RS00, AkhO4] des variantes de la construction de [Som90] ont été consid-
érées. Elles consistent essentiellement & ajouter dans la machine de M. SOMEKAWA
les groupes de zéros cycles des k-variétés lisses sous la forme des foncteurs définis sur
les extensions de type fini E/k de k

E/k = €Ho(X)(E) := CHo(Xg)

Ainsi si Gq,...,G, sont des k-variétés semi-abéliennes et X1,..., X, des k-variétés
projectives lisses et équidimensionnelles, on peut définir un groupe

K(k;$Ho(X1),...,Ho(X,),G1,...,Gy)
et dans [RS00, Akh04] la généralisation suivante du théoréme est prouvée :

Théoréme 5.1.3 (M. Spie-W. Raskind, R. Akhtar). — Soient k un corps et
X1, ..., X, des k-variétés projectives lisses et équidimensionnelles. Pour tout entier
n = 0, on a un isomorphisme

K(k;$Ho(X1),...,CHo(X,), G, ..., Gp) ~ CH™ (X, n)
N————

n facteurs

ot X = Xq Xp - X X, et d est la dimension de X.

Lorsque n = 0 ce résultat est dt & M. SPIESS et W. RASKIND dans [RS00] et
la version plus générale est un théoréme prouvé par R. AKHTAR dans [AkhO4]. En
supposant k parfait, B. KAHN et T. YAMAZAKI ont montré dans [KY13] que ses iso-
morphismes pouvaient s’interpréter motiviquement. Plus précisément, si %1, ...,.%,
sont des faisceaux Nisnevich avec transferts sur k invariants par homotopie, ils définis-
sent un groupe

Kk, #1,...,.%n)
par générateurs et relations et montrent le théoreme suivant qui permet grace a la
théorie des motifs de récupérer les résultats précédents :
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Théoréme (B. Kahn - T. Yamazaki). — Soient k un corps parfait et #1,...,. %,
des faisceaur Nisnevich avec transferts sur k invariants par homotopie. On a un
isomorphisme

K(k,,gi,,yn) ~ HomDMiﬁ(k)(Z7§1 ® ®yn)

Tous ces résultats concernent le monde invariant par homotopie, mais ’on dispose
cependant d’un analogue additif du théoréme (voir [BE03] pour m = 1 et [R07]
en général) :

Théoréme (S. Bloch - H. Esnault ; K. Riilling). — Soient k un corpsetn > 1,
m > 1 des entiers. Il existe un isomorphisme

WmQZ;Zl ~ TCH" (k,n;m)

qui identifie les groupes de Chow additifs de zéro cycles avec le complexe de de Rham-
Witt généralisé.

Les groupes de Chow additifs ont été introduits par S. BLOCH et H. ESNAULT
dans [BE03] et étudiés notamment dans [R07, KLOS]

Foncteurs a réciprocité

Soit k& un corps parfait. Notons PT la catégorie des préfaisceaux avec transferts
sur la catégorie des k-schémas réguliers de dimension < 1, qui sont séparés de type
fini sur une extension de type fini E/k (voir [IR12, 1.2.1 Definition] pour les détails).

On note NT la sous-catégorie pleine de PT formée par les faisceaux Nisnevich
avec transferts. Dans [IR12], les foncteurs & réciprocité que nous introduisons sont
des faisceaux Nisnevich avec transferts .# € NT satisfaisant trois conditions supplé-
mentaires. La plus importante d’entre elles est la condition de modules. Les deux
autres sont plus élémentaires, mais il s’avere utile de les considérer dans un premier
temps indépendamment de la condition de modules (voir par exemple la proposition

).
Définition 5.2.1. — Un foncteur de Mackey avec morphismes de spécialisation est
un objet .# de NT vérifiant les deux conditions suivantes :

(Inj) pour toute immersion ouverte j : U < X de schémas non vides connexes
réguliers de dimension < 1, séparés de type fini sur une extension de type fini
E/E, le morphisme de restriction

J5 M X)) — A (U)
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est injectif ;
(FP) pour toute courbe C' connexe réguliére et projective sur FE/k de corps des
fonctions K, le morphisme naturel

colim .# (U) = .4 (K)

Ucc

est un isomorphisme, la colimite étant prise sur les ouverts non vides U de C.

On note MFsp la sous-catégorie pleine de NT formée des foncteurs de Mackey avec
morphismes de spécialisation.

Remarquons que les conditions (Inj) et (FP) impliquent que le morphisme canon-
ique A4 (U) — #(K) est injectif.

Soit C' une courbe connexe réguliére et projective sur une extension de type fini
E/k. On note K le corps des fonctions de C. Remarquons que

ke = H(C, 0¢)

est une extension de k sur laquelle la courbe est définie et qui ne dépend que de C.
L’extension k¢ /E est alors finie. Si P € C est un point fermé, on pose pour tout
entier n > 1

U }(,n) =1+4+mp,
ou mp C O¢,p est I'idéal maximal. On note vp : K — Z U {oo} la valuation discréte
associée a P. Sim =) ,np[P] est un diviseur effectif sur C et f € K* alors

f=lmodm ssi feUT) vVPelm

Notons que si m = 0, cas que nous n’excluons pas par la suite, alors la condition
f =1 mod m est vide. Soient U un ouvert non vide de C' et P € U un point fermé.
L’image inverse par Iimmersion fermée P < U définit un morphisme

sp: HMU)— H(P).
Par ailleurs, l'extension k(P)/kc étant finie, on dispose d’un morphisme

Teppe, : A (P) = M (kc).

Définition 5.2.2. — Un foncteur a réciprocité est un objet .# de MFsp tel que
pour une courbe C' connexe réguliére et projective sur une extension de type fini de k,
tout ouvert non vide U C C et toute section a € .#(U), il existe un diviseur effectif
m sur C de support égal & C'\ U vérifiant la condition suivante : pour toute fonction
rationnelle f € K* vérifiant f =1 mod m, on a

Z vp(f)Trp/ke (sp(a)) = 0.

PeC\|m|
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On note RF la sous-catégorie pleine de MFsp dont les objets sont les foncteurs a
réciprocité.

On peut alors suivre essentiellement les calculs de [Ser84] pour montrer que les
foncteurs a réciprocité .# € RF sont munis de symboles locaux satisfaisant une loi
de réciprocité pour les courbes connexes régulieres et projectives sur une extension de

type fini de k. Plus précisément, si C' est une telle courbe (de corps des fonctions K)
et P € C est un point fermé, le symbole local en P est une application bilinéaire

(—,—)p: M (K)x K* — H(kec),

qui est continue, lorsque .# (K) et .# (k¢c) sont munis des topologies discretes et K
de la topologie mp-adique. Plus précisément, on a la proposition ci-dessous :

Proposition 5.2.8. — Soient . # un foncteur a réciprocité, C une courbe connezre
réguliére et projective sur une extension de type fini de k. Pour tout point fermé
P € C, il existe une et une seule application bilinéaire

(—,—)p: M (K)x K* = #(kec),
ayant les propriétés suivantes.

1. (—,—)p est continue lorsque M (K) et M (ko) sont munis des topologies dis-
crétes et K* est muni de la topologie pour laquelle les {UI(Dn) |n > 1} forment
un systéme fondamental de voisinages ouverts de 1.

2. Pour tout owvert U de C tel que P € U, tout a € A4 (U) et tout f € K*, on a

(a, f)p = vp(f)Trp/kc (sp(a)).
3. Pour tout a € M (K) et tout f € K>, on a
> (a,fp=0.
peC

La derniére propriété est la loi de réciprocité qui justifie la terminologie « fonc-
teurs a réciprocité ». Ces symboles permettent de définir une filtration croissante et
exhaustive Filp.# (K) en définissant Filp.# (K), pour n > 1, comme le sous-groupe
formé des éléments a € .# (K) tels que

(aa 1+ m}’é)P =0.

Le premier cran de la filtration Fil%.# (K) est donné quant & lui par la fibre .Zc p
en P pour la topologie de Zariski de la restriction de .# aux ouverts de C.

Soit n > 0 un entier. On note RF,, la sous-catégorie pleine de RF formée des
foncteurs a réciprocité .# € RF tels que

il (K) = M (K)

pour toute courbe C' connexe réguliére et projective sur une extension de type fini de
k et tout point fermé P € C. Les objets de RF; peuvent étre vus comme les foncteurs
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a réciprocité invariants par homotopie. En effet .# € RF; si et seulement si, pour
toute extension de type fini F/K, on a s = s{” : Mp (ALY - M(E).

Dans [IR12, Section] nous avons détaillé un certain nombre d’exemples de foncteurs
A réciprocité. A tout faisceau Nisnevich invariant par homotopie .# € HlIy;s, on peut
associer fonctoriellement un foncteur a réciprocité Z € RF; de sorte que le foncteur
obtenu HIy;s — RF; soit conservatif.

Les travaux de M. ROSENLICHT et J.-P. SERRE [Ros57, Ser84] montrent que
les k-groupes algébriques commutatifs, lisses et connexes définissent des foncteurs a
réciprocité. Les variétés abéliennes appartiennent a RFq, les variétés semi-abéliennes
a RF mais les groupes unipotents n’appartiennent a aucune des sous-catégories RF,.
Pour G, le symbole obtenu est le symbole modéré usuel (composé avec la norme)

() avr ()
(@, f)p = (1) N i, <f()> '

Pour G, il s’agit du symbole résiduel

(a,f)p = Resp (ai{) .

Si M, est un module de cycles de M. ROST [Ros96], alors .4, est un foncteur a
réciprocité pour tout n. Ceci peut se vérifier directement sur les propriétés que les
modules de cycles doivent satisfaire par définition. Si X est une k-variété projective
lisse purement de dimension d, les groupes de zéro cycles de S. BLOCH permettent de
définir un foncteur a réciprocité H" (X, n).

Les différentielles de Kéhler absolues fournissent également des foncteurs a ré-
ciprocité : I'on peut en effet vérifier que Q7Z appartient & RF pour tout n > 1.

K-groupe associé a une famille de faisceaux a réciprocité

La construction principale de [IR12] permet de fabriquer & partir d’une famille
de foncteurs a réciprocité #1,...,.#, un nouveau foncteur & reciprocité noté
T( A, ..., Hy,). Comme la notation le suggere, nous voyons ce foncteur & réciprocité
comme une sorte de produit tensoriel des foncteurs a réciprocité 4, ..., #,. La
justification en est le théoreme qui montre que T(A1,...,.#,) représente bien
le foncteur des applications n-linéaires de foncteurs a réciprocité.

On prendra garde cependant que nous ignorons si cette construction possede cer-
taines des propriétés élémentaires que 'on est en droit d’attendre de tout produit
tensoriel. Par exemple il n’est pas évident du tout que la construction soit associa-
tive. De méme nous ignorons si la construction présente des propriétés d’exactitude a
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droite similaire & celle d’un produit tensoriel classique (on peut montrer que la caté-
gorie RF est quasi-abélienne au sens de [Sch99] ce qui donne un sens & la question).

Outre ses relations avec les K-groupes définis par M. SOMEKAWA, c’est pour cette
raison que nous appelons T(#,...,.#,) le K-groupe associés aux faisceaux a ré-
ciprocité A1, ..., My.

Commengons par énoncer la propriété universelle qui caractérise T( A1, ..., Hy,).
Soit A1, ..., My, N € PT. 1l est facile de définir une notion d’application n-linéaire

DM XX My, — N

de PT. On exige que ® soit n-linéaire sur les sections, soit compatible aux images in-
verses et satisfasse des formules de projections. Dans le cas des foncteurs & réciprocité
pour que la notion devienne intéressante, il est nécessaire de rajouter une condition
de compatibilité avec la condition de modules. En étudiant les exemples, on arrive
ainsi a la définition suivante :

Définition 5.3.1. — Soient A1, ..., #,, ¥/ € RF. Une application n-linéaire ® :
My X o X My — A dans RF est une application n-linéaire de PT vérifiant la
condition ci-dessous. Pour tout r > 1, toute courbe C' connexe, réguliére et projective
sur une extension de type fini de k et tout point fermé P € C, on a

O(Filp sy (K) x -+ X Filptly,(K)) C Filp A (K).
Notons n — Lin( A4, ..., #y; ) Uensemble des applications n-linéaires de RF.

L’un des résultats principaux de [IR12] est alors le théoréme de représentabilité suiv-
ant :

Théoréme 5.3.2. — Soient M, ..., M, € RF. Le foncteur RF — Ab,
N = n—Lin(A, ..., M N)
est représentable par un foncteur d réciprocité
T( A, ..., My).

On appelle T( A, ..., #,) le K-groupe de #,...,#,: il s’agit en fait d'un
foncteur a réciprocité.

Nous allons maintenant esquisser la construction du foncteur a réciprocité
T( A, ..., My,). Le point de départ consiste & remarquer que la catégorie PT est
tensorielle. En effet si .#, .4 sont des objets de PT, on peut définir leur produit
tensoriel # @ /. Par additivité, ce dernier est déterminé par ses sections sur les
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schémas connexes de dimension un (et séparé de type fini sur une extension de type
fini de k), et pour un tel schéma X, on a

(M N)X) = P #y)er /)| /RX)

fin. fl.
X

la somme étant prise sur tous les morphismes finis plats ¥ — X et R(X) étant le
sous-groupe engendré par les éléments
(a®g.b') = (g a®b), (9.0 ®b)—(a' ®g"b)
avec g : Y/ — Y un X-morphisme fini plat, a € #(Y), o’ € #(Y'), b € #(Y),
b e N (Y.
Pour cela nous avons besoin d’introduire une catégorie auxiliaire :

Définition 5.3.3. — Un objet de LMFsp est un objet . € PT tel que pour toute
courbe C' réguliére connexe et projective sur une extension de type fini de &, le mor-

phisme naturel
co(ljimf(U) — Z(K)

est surjectif, la colimite étant prise sur les ouverts non vides U de C.

Les morphismes dans LMFsp sont les morphismes de préfaisceaux avec transferts,
de sorte que LMFsp est une sous-catégorie pleine de PT contenant par définition la
sous-catégorie pleine MFsp. L’on a donc les inclusions

MFsp C LMFsp C PT.

L’intérét de cette catégorie réside dans la conjonction de la proposition suivante et
du lemme

Proposition 5.3.4. — L’inclusion
MFsp € LMFsp
admet un adjoint a gauche

¥ : LMFsp — MFsp.

tel que la composition MFsp for—gEt> LMFsp R2N MFsp soit l’identité.

L’idée de la preuve consiste essentiellement & tuer par récurrence les sections qui
sont génériquement nulles. Partant d’un objet . € LMFsp, ce procédé fournit un
objet de LMFsp vérifiant les conditions (Inj) et (FP) de la définition des objets de
MFsp mais qui n’est pas nécessairement un faisceau Nisnevich. On peut cependant
prouver que le faisceau Nisnevich associé 3(.%¢) appartient bien & MFsp (ce point
nécessite un peu de travail, voir [IR12, 1.3.8 Lemma, 3.1.4 Proposition]) et vérifie la
propriété universelle souhaitée.

On vérifie aisément le lemme suivant (voir [IR12, 4.1.4 Lemmal) :
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Lemme 5.3.5. — Soient #, ¥V € LMFsp. Alors # ® ./ € LMFsp.

Soient .41, ..., #, des foncteurs a réciprocité. On considere le quotient dans PT
LT (A, ..., M) = M R Q My R,
de A ® - ® .#, € PT par le sous-ensemble R formé des éléments

Y. wr() s @) @ @5 (an) dans (M @@ M) (xc),
PeC\| max;{m;}|
on C € €/S, my, i =1,...,n, sont des diviseurs effectifs sur C, a; € #;(C,m;) et
f € k(ne)™ est une fonction rationnelle telle que f =1 mod max;{m;}.
Comme les .#; sont en particulier des objets de LMFsp, le lemme assure en
particulier que LT (A4, ..., #,,) est également un objet de LMFsp. Ceci permet de
poser

T( My, ..., M) = ST M. .., M)

Théoréme 5.3.6. — Soient M1, ..., M, € RF. Alors le foncteur de Mackey
avec morphismes de spécialisation T( M, ..., #,) est un foncteur a réciprocité qui
représente le foncteur RF — Ab,

N = n—Lin(Ah, ..., Mp; N).

Notons que la preuve du théoréme n’est pas immédiate bien que T(A4, . .., #;,) ait
été expressement construit de sorte que ce dernier soit vrai. En effet, le point & vérifier
est que T( A, . .., #,) satisfait la condition de module (MC). Par construction, celle-
ci est vérifiée localement pour la topologie de Nisnevich. Pour conclure, il faut donc
prouver que la condition de module est bien une condition locale pour la topologie de
Nisnevich. Ce point est vrai, mais sa démonstration nécessite un peu de travail (voir
[IR12, 1.4.7 Theorem] pour une preuve).

Calculs explicites et lien avec les constructions antérieures

Nous avons vu que tout faisceau Nisnevich invariant par homotopie .# € Hlyjis
définit un foncteur a réciprocité # € RF. Le résultat principal que nous obtenons
est le suivant :

Théoréme 5.4.1. — Soient F1,..., %, € Hlyis. 1l existe un isomorphisme dans
RF
T(ngh e 7=756\n) :—> (jl ®H1Nis e ®H1Nis ﬁn)/\ (34)

Notons que la preuve de ce théoréme donnée dans [[R12] montre en particulier que
I’on a un isomorphisme

A

T(F1,. .., Fn) (k) ~ Kk, T, ..., %)
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le terme de droite étant le groupe introduit par B. KAHN et T. YAMAZAKI dans
[KY13]. De ceci se déduit en particulier la compatibilité avec la construction de M.
SOMEKAWA dans le cas des variétés semi-abéliennes.

Comme dans [KY13], on obtient le corollaire suivant :

Corollaire. — Soient X1,..., X, des k-variétés projectives lisses et équidimension-
nelles. Pour tout entier n > 0 et toute extension de type fini E/k, on a un isomor-
phisme
T(€Ho(X1),...,CHo(X,),Gm,...,Gm)(E) = CHY™ (X, n).
—_——
n facteurs

ot X := X1 Xp - X X, et d est la dimension de X

Donnons les grandes lignes de la démonstration qui se divise en trois étapes. La
premiére consiste a construire pour deux préfaisceaux avec transferts #,4 € PST
un isomorphisme fonctoriel dans PT

(F @psT 9T F09

ceci ne présente pas de difficultés particulieres mais nécessite de vérifier certaines
compatibilités un peu fastidieuses (voir [IR12, Proposition 5.1.3] pour les détails).
Ensuite, nous donnons une description particuliere de T(ﬁz’l,...,gz‘n) utilisant
I’invariance par homotopie. Pour cela on remarque tout d’abord que la proposition
peut servir & forcer I'invariance par homotopie dans RF. Elle permet en effet
d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 5.4.2. — Pour tout n > 1, le foncteur d’oubli o, : RF,, - LMFsp admet
un adjoint d gauche
on : LMFsp — RF,
tel que o, o 0, = 1Id.
En remarquant que T(%1,...,.%,) appartient & RF, il est facile de déduire des

propriétés universelles du lemme et du théoreme la description ci-dessous
de T(%1,...,%,) (voir [IR12, 5.1.7 Lemma)) :

Lemme 5.4.3. — Soient F1,..., %, € Hlyi. Alors
Ql(§1®~-~®ﬁn):T(£§1,~--,52”) dans RF.

Notons que le foncteur p,, est obtenu de la maniére suivante. Si .# € LMFsp, on
peut considérer le quotient dans PT

Lon (M) := M R,
de .# par le sous-ensemble R,, formé par les éléments

> op(f) - Trpre (s (a)),

PcU
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ouC € (¢/5) est une courbe, U C C est un ouvert non vide, a € #(U) et f € K> est
une fonction rationnelle telle que f = 1 modulo } PeCc\U n[P]. Ce dernier appartient
a LMFsp et 'on peut poser

on(A) = X(Lon(A)),
en utilisant le foncteur X de la proposition

Remarque 5.4.4. — Forcer 'invariance par homotopie peut conduire a un résultat
plutot brutal. L'on a par exemple ¢1(G,) = 0.

La derniere étape consiste alors a comprendre le foncteur o en terme de faisceaux
Nisnevich avec transferts invariants par homotopie. Rappelons que le foncteur d’oubli
HIy;, — PST admet un adjoint & gauche h)"s : PST — Hlyj. Ainsi si # € PST,
en appliquant ~ au morphisme de PST « : .% — hYs(F) on obtient un morphisme

—

a:F — hYs(F)

dans LMFsp. Le terme de droite étant dans RF{, le lemme permet d’obtenir
un morphisme dans RF
at: 01 (F) — hNs(F). (35)

Proposition 5.4.5. — Soit # € PST. Alors (75) est un isomorphisme dans RF.

Le morphisme & est une surjection de faisceaux Nisnevich avec transferts. Par
ailleurs par construction, il existe un morphisme canonique b : # — p1(%) dont la
composition avec af est le morphisme &. Le morphisme @' est donc lui aussi une
surjection de faisceaux Nisnevich avec transferts et il suffit, grace aux conditions (Inj)
et (FP), de vérifier que pour toute extension de type fini F/k le morphisme

@' (E) : 01(F)(B) — hi™(F)(E).
est injectif. Puisque le moprhisme b(E) : .Z (E) — 01(.Z)(E) est surjectif et que

—_—

WFF)E) = ol P)(E) = Coler | 52, () 5 #(8)

il suffit de prouver que pour « € j}p}z (AL), on a if(a) — i} (a) = 0 dans gy (%(E)
Cela résulte de la définition puisque pour m = {oc}, la fonction rationnelle f = ﬁ €
E(t)* est congruente & 1 modulo m et

+ %k -k cg:.

ig(a) —ii(a) = Z vp(f)Trp e(sp (a))

PeAy
dans .Z (E). Cet élément est bien nul dans gl(?'\)(E) par définition.
Le théoreme s’obtient maintenant aisément. En effet, en posant % :=

F1 QpsT * - QPST Fn, partant de I'isomorphisme fonctoriel dans LMFsp

F1RQ Q@ Fn D F,
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la proposition assure que la composition

o~

01 18- ®Fy —>Ql(y)_>[h0 (52‘” _(‘gl@HINis...@HINisgn)

est un isomorphisme dans RF et ’on conclut par le lemme

Le résultat suivant a été conjecturé par B. KAHN :

Théoréeme 5.4.6. — Il existe un isomorphisme naturel de foncteurs a réciprocité

7 = T(Cas Gy -, G
—_——
n facteurs

qut est un isomorphisme lorsque k est de caractéristique zéro.

Ce morphisme est construit en utilisant la présentation de Q7 /7 comme quotient
du produit tensoriel F @z (E*)®" donnée dans [BE03]. En caractéristique zéro, on
peut utiliser la propriété universelle du théoréeme pour construire un morphisme
réciproque. Ceci utilise le fait que la filtration Fil,G, est alors la filtration par
Pordre du pdle (voir [IR12, 5.4.8 Lemma]). En caractéristique zéro, 'on déduit donc
du théoréme de S. BLOCH et H. ESNAULT [BE03] un isomorphisme

T(Gy, Gy ..., G )(E) ~ TCH"(E, n; 1)
n-1
pour toute extension de type fini F/k.
En caractéristique positive le morphisme du théoreme n’est plus un isomor-
phisme. Ceci tient au fait que G, a alors plus d’endomorphismes qu’en caractéristique
zéro puisqu’il faut tenir compte du Frobenius. L’on a ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.7. — On suppose k de caractéristique p > 0. Le morphisme surjectif
de foncteurs a réciprocité du théoréme se factorise pour donner un morphisme
dans RF
Q?Z/BOO = T(Ga, G,y - .., Gy
—_——

n facteurs

et le diagramme suivant est commutatif dans RF

071

Q7Z/BOO Q7Z/Boc
T(Ga,Goms- -, G) —% T(G, Gy - - -, G,
—_——— —_——
n facteurs n facteurs

ou F : G, = G, désigne le Frobenius absolu et C l'opérateur de Cartier.
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Le résultat suivant a été également conjecturé par B. KAHN et peut se démontrer
par un calcul direct :

Théoréme 5.4.8. — On suppose char(k) # 2. Soient M, ..., My, des foncteurs a
réciprocité. On a

T(Ga, G, A1, . .., M) = 0.

Modules de cycles et théorie de I'intersection

Dans cette section, nous exposons le résultat principal de [[vol4a).

L’opération principale dans la théorie de 'intersection telle que développée par W.
FULTON [Ful98] est le morphisme de Gysin f* : CH,(X) — CH,_q(Y") associé & une
immersion fermée réguliere f : Y — X, de codimension d, entre deux schémas séparés
de type fini sur k. Ce morphisme est obtenu comme la composition du morphisme
de spécialisation CH,(X) — CH,(NyX) fourni par la déformation au céne normal
Ny X et de la réciproque de I'isomorphisme CH,,_4(Y") — CH,(Ny X) d’image inverse.
En particulier, lorsque X est lisse purement de dimension d, 'immersion diagonale
Ax : X — X X X étant une immersion fermée réguliere de codimension d, le mor-
phisme de Gysin associé permet de définir 'intersection de deux cycles o € CH,(X)
et € CHy(X) comme le cycle de CHpqq—q(X) donné par a - = A% (a x ). Ce
produit d’intersection est associatif puisque les morphismes de Gysin sont fonctoriels.
Rappelons que le groupe de Chow CH,, (X )est le conoyau de I’application diviseur:

div
D )= Dz
T€X(p+1) TE€X(p)

qui elle méme est la derniere différentielle non nulle du complexe de Gersten pour la
K-théorie de Milnor

o P K@) o= P K@) T P K k().

TEX (ptr) rE€X(p+1) T€X(p)

Dans [Ros96] M. ROST a généralisé la théorie de l'intersection classique dans deux
directions, tout d’abord en considérant le complexe de Gersten dans son entier et non
plus seulement son homologie en degré 0 mais également en autorisant des coefficients
plus généraux que la K-théorie de Milnor : les modules de cycles (ces derniers étant
essentiellement des modules gradués sur la K-théorie de Milnor munis de certains
morphismes supplémentaires). A un module de cycles M, M. ROST associe un com-
plexe de cycles Ci(X, M), qui est un complexe analogue au complexe de Gersten de
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composantes données par

Cp(X, M, n) = @ Mn+p("€(l‘))’
z€X (p)
et construit une théorie de I'intersection pour ces complexes entierement en termes de
la déformation au céne normal et de quatre applications de base qui sont définies au
niveau des complexes : images inverses par des morphismes plats, images directes par
des morphismes propres, multiplications par des fonctions inversibles et morphismes
bord.

Soit A,(X,M,n) le p-éme groupe d’homologie du complexe de cycle X.
Dans [Ros96], M. ROST construit un morphisme de Gysin f* : A,(X,M,n) —
Ap—a(Y,M,n + d), coincidant avec celui de W. FULTON pour n = —p et M = K.
Le point suprenant de sa construction est que ces morphismes de Gysin sont en fait
induits par un morphisme de complexes

I(f): Cu(X,M,n) = Ci_q(Y,M,n + d)

défini entierement en termes des quatre applications de base.

Il montre également la fonctorialité des morphismes de Gysin en vérifiant que, si g :
Z —'Y est une autre immersion fermée réguliére, les morphismes I(g)oI(f) et I(fog)
sont homotopes. L’associativité du produit d’intersection induit sur I’homologie du
complexe de cycles de M. ROST s’en déduit.

En examinant attentivement la construction de 1’homotopie entre I(g) o I(f) et
I(f o g) donnée dans [Ros96, (11.6) Lemma, (11.7) Lemmal, nous avons été frappé
par sa ressemblance avec le morphisme de Gysin lui-méme. En effet elle est obtenue
comme la composée d’'une sorte de morphisme de spécialisation et d’un morphisme
lié & linvariance par homotopie. Cette observation (et une analogie osée avec la
géométrie symplectique et ’homologie de Floer) suggere que si X est un k-schéma
lisse et M un module de cycles muni d’un structure d’anneau, alors le complexe des
cycles C*(X, M) est muni d’une structure de A,.-algebre.

C’est effectivement le cas, le théoréme principal de [[vol4a] étant le suivant :

Théoréeme 5.5.1. — Soient X un k-schéma lisse de type fini et M un module de
cycles muni d’une structure d’anneaux. Alors, il existe sur le complexe de cycles
C*(X,M)g := C*(X, M) ®z Q, une structure de Ax-algébre qui induit sur la coho-
mologie le produit d’intersection défini dans [Ros96].

On construit donc dans [Ivol4a] une famille de morphismes gradués de bidegré
(2 —n,0), que 'on peut voir comme des produits d’intersection supérieurs,

My s CF(X, M)E" — C*(X, M)q
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tels que pour tout n > 1

> (=) mpgge o (197 @m, @ 19F) =0,
r+s+t=n
la somme étant prise sur tous les entiers positifs r,s,t tels que r + s+t = n. Le
morphisme m; est la différentielle du complexe de cycles et ms un morphisme fermé
qui induit sur la cohomologie le produit d’intersection de [Ros96].

Remarque 5.5.2. — Notons que classiquement les morphismes m,, sont simplement
gradués de degré 2 — n. La présence d’un second degré ici provient du fait que les
complexes de cycles de M. ROST sont naturellement bigradués et qu’il convient de
tenir compte non seulement de la graduation cohomologique mais également de cette
graduation supplémentaire.

La structure de A, .-algeébre du théoréme est obtenue par perturbation ho-
mologique. La stratégie mise en place dans [[vol4a] est la suivante : (a) on commence
par construire un nouveau complexe *(X, M) en prenant essentiellement une col-
imite homotopique de complexes de cycles sur les produits du fibré tangent de X ;
(b) on utilise les opérations de base de M. ROST ainsi que la déformation au cone
normal pour construire sur €™* (X, M) une structure de DG-algebre ; (¢) on construit
finalement des données SDR (abbréviation pour « strong deformation retract »)

( C*(X, M)g é ¢ (X, M) H) .

Autrement dit «, r sont des morphismes gradués, fermés de bidegré (0,0) tels que
roa=1et H:€*(X,M)— ¢*(X, M) est un morphisme gradué de bidegré (—1,0)
de différentielle 6(H) =1 —aor.

Commengons par donner la définition du complexe €*(X, M). 1l s’agit d’'un cas
particulier d’une construction plus générale qui & un fibré vectoriel £ de rang fini
sur X associe un complexe %5 (X, M). Le complexe €*(X, M) est alors obtenu en
prenant pour E le fibré tangent de X.

Pour tout entier n > 0, notons p,, : E®"*t! — E®" la projection sur les n premiers
facteurs et m, : E9" — X la projection canonique. Le groupe symétrique X,, agit sur
E®" par permutation des facteurs, et I'on peut considérer le facteur direct

Cp(X, M), = C*(E®", M)

du complexe de cycles C*(E®™, M)q. Pour tout entier n > 0, on dispose des mor-
phismes

en = 1ny1 0y, : Cp(X, M)n = Cp(X, M)nia
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ou II, 41 désigne la projection sur les invariants sous ¥, ;. On obtient ainsi un
systeme inductif

Cp(X, M)o = Cp(X, M) = -+ = Cp(X, M), = -

dans lequel les morphismes ¢,, sont fermés de bidegré (0,0). Le complexe 6 (X, M)
est par définition la colimite homotopique de ce systeme, i.e. le mapping cone :

Eh(X, M) = Mc (@ Cn — EB%)

neN neN

ou s¢ est la somme directe des morphismes c,. Les morphismes de projection ,
induisent par image inverse un morphisme fermé de bidegré (0, 0)

a:C*(X, M)g — €5(X, M)

qui est un quasi-isomorphisme d’apres la propriété d’invariance par homotopie prouvée
dans [Ros96, (8.6) Proposition, §9].

En utilisant les opérations de base, des espaces de déformation au cdne normal et
le lemme suivant, on peut munir €*(X, M) d’une structure de DG-algebre.

Lemme 5.5.3. — Supposons donné, pour tout entier ki,ko € N, un morphisme
fermé de bidegré (0,0)

mlzcl,lm (X, M)y, @C (X, M)y, — (X, M) gy 1 kps1
tel que

k1 k k1+1,k k1 ka+1
Chythat10My 2 = m21+ o (ckl ® 1) =my' o (1 ® Ckz)'

1. Les morphismes mgl’kz

induisent un morphisme fermé de bidegré (0,0)
my: (X, M)@€" (X,M) = ¢ (X,M)
2. Si, pour tout ki, ke, ks € N, la relation
mgl,k2+k3+1 o(1® mlgrz,kg) _ m12€1+k2+1,k3 o (mgl,kz ©1)
est vérifiée, alors les morphismes my satisfont ’égalité

mo 0 (1 @ ma) =mg o (ma ®1).

Pour construire la multiplication m,'"™?, ’espace de déformation que 'on doit
considérer n’est pas celui associé & I'immersion diagonale Ax mais celui associé a
I'immersion fermée induite par le carré cartésien

T X ®k1+k2 > TX Ok XY T XDk

.

X —— = X x; X.
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- . . k1,
La vérification des relations entre les my'

k g e . 2 .

? fait intervenir des espaces de déformation
double au céne normal, les propriétés des opérations de base ainsi qu'un peu de
combinatoire géométrique. Nous renvoyons & [Ivolda] pour les détails.

Le dernier point restant a vérifier est la proposition suivante :

Proposition 5.5.4. — Soit E un fibré vectoriel de rang fini sur X. Alors, il existe
des données SDR

(creemne=Z=w30x.a) 1)
ot v est le morphisme canonique.

La preuve de la proposition s’inspire de la preuve de l'invariance par homotopie
donnée dans [Ros96]. En effet, on commence par construire explicitement des données
SDR convenant lorsque F est un fibré trivial, elles sont alors données explicitement en
terme d’images inverses, de morphismes bord et de multiplication par des fonctions
inversibles. On traite ensuite le cas général par recollement en utilisant comme dans
[Ros96, (9.13)] des coordinations du fibré E.

Le théoreme fournit a priori de nouvelles opérations sur les groupes de Chow
a coeflicients. Rappelons que d’apres [Kad82] (voir également [KelO1, §3.3] pour de
plus amples références), si 'on se donne une A..-algebre A, il existe

— une structure de Ay-algeébre sur son homologie H*A telle que my = 0 et mq

soit le morphisme induit par la multiplication ms de A ;

— et un quasi-isomorphisme de A..-algebre H*A — A qui reléve 'identité de H* A.
De plus, cette structure est unique a isomorphisme (non unique) de A.o-algebres pres.
Notons que la multiplication ms sur H*A est associative puisque la différentielle my
est nulle (la multiplication m3 quant & elle peut étre non nulle).

En particulier, le théoreme implique donc que les groupes de Chow a coeffi-
cients dans M

AP(X, M)Q = HP(C*(X7 M)Q)
ont une structure de A..-algebre. Etant donnés des entiers n > 2, Plye-sPn €N
r1,...,Tn € Z, ceci fournit des morphismes

n
My, - ®A’”i(X7 M,r)g — APT2"(X, M,r)g
i=1
oup=p+-+pn, r=r1+--+r, et tels que my soit le produit d’intersection
défini par M. RosT. Dans le cas particulier M = KM

', et p; = r; on obtient des
produits d’intersection supérieurs

my : Q) CHY (X)g — AP7(X, KM p)g
i=1
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qui coincident avec le produit d’intersection usuel pour n = 2.
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