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|Exercice n°1| (4 points)

Soit n € N*. nW? = ni 1(n—i— W Wi Wo _ _n T Wa d’aprés A.5. Puisque lim r

Whet n+12W,p n—+oo n + 1
on a donc lim nW? = T d’apres A.4.
n——+o00 2

Comme W, > 0 (d’apres A.1.) on a, par caractérisation séquentielle de la continuité de la fonction racine

, m T
carrée en o, VW = /Wi —==> V3

=1,

|[Exercice n°2| (1,5 points)
L’assertion (&) est vraie. Il suffit pour s’en convaincre de choisir, pour un réel  donné, y = x.
Sa négation est : (mon &): JzecR VyecR z#yet 224+9y>#0

|Exercice n°3| (2 points)

Soit (,y) € R?. Montrons que z # y = (z+1)(y—1) # (z—1)(y+ 1) en montrant la contraposée (qui lui
est équivalente). Supposons donc (z+1)(y—1) = (x —1)(y+1). Onaalorszy+y—zr—1=ay+zx—y—1
soit 2(y —z) = 0 et donc = y. On a bien montré : (x+ 1)(y—1)=(z—1)(y+1) =z =y.

|[Exercice n°4] (2 points)
Soit un entier n > 1. Supposons par I'absurde que n? + 1 soit le carré d’un entier a. On a alors n? +1 =a

2

soit (a —n)(a+n) =1. a—n et a+ n étant des entiers, cela conduit & a—n=a+n =1 (et donca =1 et
n=0)ouaa—n=a+n=-—1 (et donca=—1et n=0). nayant été supposé non nul, ces résultats sont
impossibles.

|[Exercice n°5| (2 points)
Soit € R. On procede par exemple par disjonction de cas :

eoubienz >2et 2?2 -2 +3—|z—2| =22 —3x+5 > 0 (trindme du second degré de discriminant
A = —11 < 0 et de coefficient dominant 1 > 0).
eoubien z < 2 et 22 — 22 +3 — |z —2| = 22 —x +1 > 0 (trindme du second degré de discriminant

A = -3 < 0 et de coefficient dominant 1 > 0).
Dans tous les cas on a bien |z — 2| < 2% — 2z + 3.

|[Exercice n°6| (3 points)
Pour n € N, notons &, l'assertion « (3n — 1)4™ 4+ 1 est un multiple de 9 ».
— (initialisation) Py est vraie puisque (3 x 0 — 1)4% + 1 = 0 est un multiple de 9.

— (hérédité) Soit n € N fixé. On suppose &, vraie et on montre qu’alors &, 1 est vraie.

n
Ona (3(n+1)—1)4"" +1=4(Bn—-1)4"+1) +3(4"*1 —1). Or, 4" —1 = (4-1) Z 4k est un multiple
k=0
de 3 donc 3(4""! — 1) est un multiple de 9 et d’autre part, par hypothése de récurrence, (3n — 1)4" + 1

est aussi un multiple de 9. (3(n + 1) — 1)4"*! + 1 est donc bien un multiple de 9.
— (conclusion) Par le théoreme de récurrence, on a finalement montré que : Vn € N 9|(3n — 1)4" + 1.

3



|[Exercice n°7| (3 points)
On procede par Analyse/Synthese.
e Analyse. Soit f: R — R telle que V(z,y) € R*  f(z)f(y) = f(x) + f(y). Alors f(0)% = 2f(0) (choix de
(z,y) = (0,0)) et donc f(0) =0 ou f(0) = 2.
Si f(0) =0 alors Vz € R, 0 = f(z) (choix de y = 0).
Si f(0) =2 alors Vx € R, 2f(z) = f(z) + 2 (choix de y = 0) soit f(x) = 2.
e Synthese. Les fonctions constantes égales respectivement a 0 et 2 sont bien solutions.

En conclusion, I’ensemble cherché est réduit aux deux seules fonctions z — 0 et z — 2.

|[Exercice n°8| (3,5 points)
Pour n € N*, notons &, I'assertion « n peut s’écrire comme somme de puissances de 2 toutes distinctes ».
— (initialisation) 27; est vraie puisque 1 = 2°.

— (hérédité) Soit n € N* fixé. On suppose &, vraie pour tout entier k de [1,7n] et on montre qu’alors &2, 1
est vraie.

e ou bien n+1 est impair. Alors n+1 = 20+n et le résultat en découle puisque par hypotheése de récurrence
n peut s’écrire comme somme de puissances de 2 toutes distinctes, aucune de ces puissances n’étant
nulle (car n est pair).

e ou bien n + 1 est pair. Alors n + 1 = Q"TH et "T‘H est un entier de [1,n| donc, par hypothése de
récurrence, "TH s’écrit comme somme de puissances de 2 toutes distinctes. Il en est alors de méme
de n 4 1 (les puissances étant les mémes, augmentées de 1).

— (conclusion) Par le théoréeme de récurrence forte, on a finalement montré que : tout entier n > 1 peut
s’écrire comme somme de puissances de 2 toutes distinctes.



