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Les sept exercices sont indépendants - Le baréme est donné a titre indicatif
La qualité de la rédaction interviendra pour une trés large part dans l’appréciation de la copie

|Exercice n°1| (4,5 points)

Lire attentivement 1’énoncé en annexe (page suivante). En admettant tous les résultats des questions
précédentes, traiter uniquement la question 2.6.a.

|[Exercice n°2| (2,5 points)

Soit (a,b) € 7Z?. Répondre aux deux questions suivantes en justifiant soigneusement les réponses.
1) A-t-on (5|a® 4+ b> = 5|a et 5|b) ?

2) A-t-on (7|a® + b* = Tla et 7|b)?

|Exercice n°3| (2,5 points)
Déterminer I’ensemble des polynomes P de C[X] vérifiant P(X?) = (X2 + 1)P(X).

|Exercice n°4| (8 points)

En raisonnant par équivalences, résoudre dans R I'inéquation |1 — x| < 2 |z| — 3.

|Exercice n°5| (2 points)

Exprimer les assertions suivantes en langage courant. Dire si elles sont vraies ou fausses (justifier), dans le

cas d’une assertion fausse, on écrira sa négation :
a) Ve e|—1,1], Jy €] - 1,1], y < z.

b)V(z,y) e N?, (z<y)= Fze N,z <z <y)).

|Exercice n°6| (8 points)

On rappelle que, pour tout couple (21, z2) de nombres complexes, |z1 + 22| < |21| + |22]-
Soit n € N*. Démontrer que, pour tout n-uplet (21,22, ,2,) de nombres complexes,

n n
> < lal
k=1 k=1

|Exercice n°7| (2,5 points)

Soit (fn)nen une suite d’applications de 1’ensemble N dans lui-méme. On définit une application f de N
dans N en posant f(n) = f,(n) + 1. Démontrer qu’il n’existe aucun p € N tel que f = f,.



ANNEXE

. ;. . . 4 , . * .. .
e Le mot « suite » désignera toujours une suite réelle définie sur N* ou sur une partie infinie de N*. Une

suite définie sur une partie infinie X de N* sera notée (u,)nex. Une suite définie sur tout N* sera
notée par simplification (uy,).

e Une suite (uy,) sera dite convergente en moyenne (respectivement « convergente en moyenne vers £ ») si

n

la suite (S,) définie par S, = — Z uy, est convergente (resp. « converge vers £ »).
k=1
e Une partie E de N* est dite de densité nulle si lim — Card (En{1, 2, , n})=0.
n—oo n

2.3.

On dit qu’une suite (uy,) vérifie la propriété & s’il existe un nombre réel A tel que la suite (Ju, — A|)
n

converge en moyenne vers 0 c’est a dire lim — E lu, — A| = 0.
n—oo
"=
Démontrer que si une suite (u,,) vérifie la propriété &, elle converge en moyenne vers A. La réciproque

est-elle vraie ?

2.4. Dans cette question, (u,) est une suite bornée et E une partie de N* de densité nulle dont le com-

plémentaire dans N* est noté N*\E. On suppose de plus que la suite (“n)neN*\E converge vers A.
Démontrer que la suite (vy,) définie par v, = |u,, — A| converge en moyenne vers zéro.

2.5. Dans cette question, (u,) est une suite bornée non nulle, et la suite (v, ) définie par v,, = |u,| converge

2.6.

€I moyenne vers z€ro.

2.5.a. Pour tout naturel n, on note

1P
Bn:{Sp, Sp:pZuk,pZn}.

k=1
Démontrer 'existence du nombre réel a,, = sup B,,.
2.5.b. Démontrer que la suite (a), décroit et converge. Quelle est sa limite ?

2.5.c. On appelle E I'ensemble des naturels p tels que u% = ap.

Etablir pour tout naturel n I'inégalité :

Card(EN{1, 2, ... Z

ﬁ\_

En déduire que ’ensemble E est de densité nulle.
2.5.d. Montrer que la suite (un), ey E converge vers zéro.
2.6.a. Déduire de ce qui précede une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite bornée vérifie
la propriété &2.

2.6.b. Démontrer que si deux suites (uy,) et (u},) bornées vérifient la propriété &2, il en est de méme
de la suite (up.ul,).



