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|[Exercice n°1| (5 points)

e D’apres 4. .7 est inclus dans l'ensemble des solutions de (E).

e En supposant (par I'absurde) inclusion réciproque fausse, on peut introduire la plus petite solution
(X,Y) de (E) qui n’est pas dans .. On a alors :
e d’apres 10.4. (3X —4Y,3Y — 2X) est solution de (£)
e d’aprés 10.3. 3Y — 2X < Y donc (3X —4Y,3Y — 2X) est une plus petite solution de (E) que
(X,Y),
par définition de (X,Y") on en déduit que (3X —4Y,3Y —2X) € .. Mais alors d’apres 5. (X,Y) € ..
Contradiction.

Finalement, . est bien I'ensemble des solutions de (E).

|[Exercice n°2| (2,5 points)
Supposons par ’absurde 1'existence d'un = € X tel que A = f(z).

e ou bien x € A et alors x & f(z) = A ce qui est contradictoire,

e ou bien x € A et donc x € f(x) = A ce qui est encore contradictoire

|Exercice n°3| (3,5 points)
Soit x € [—2, 400 (pour tous les autres réels x, I'inéquation n’a pas de sens).
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|[Exercice n°4] (3 points)

1 1 1 in(1
Pour n € N, notons &, assertion « cos (> X COS <2) X - -+ X COS (> = L()l
2 2 2n 2" sin (57 )
1 1 1 1 in(1
— (initialisation) 71 est vraie puisque sin(1) = sin (2) = 2cos () sin () et donc cos () = L()l
2 2 2 2 21 sin(5r)

— (hérédité) Soit n € N* fixé. On suppose £, vraie et on montre qu’alors &, est vraie. Par hypothese

) 1 1 1 1 sin(1) 1
de récurrence, cos 3 Xcos|— | X ---xcos|— ] Xcos = I cos . Or, on peut

22 on on+1 | 7 on sin(55 on+1

ﬁ = 2cos ﬁ S11 ﬁ

<1)>< <1>>< « <1>>< < 1 > sin(1)
COSs | = COS | —5 s COS | — COS = .
9 22 on on+1 on+1 sin(#)

— (conclusion) Par le théoréme de récurrence, on a donc bien :

Vn € N* cos<;>x00s<212>x...XCOS<21n>:2:;EI((12)1n)

écrire sin | o | = sin 2. et donc, apres simplification par cos (2”“ ,




|Exercice n°5| (2,5 points)
On procede par analyse / synthése pour montrer 'existence et 'unicité d’une telle écriture.

1
Supposons tout d’abord que f = g+ h avec g : * — az et h telle que / h = 0. Alors, par linéarité de

0
1 1 a 1
+/ h:fetdonca:2/ f-
o 0 2 0

1
Soit a présent f : [0,1] — R continue. Posons a = 2/ f (intégrale existe car f est continue), g : = +— ax
0
et h=f—g.
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Iintégrale, / f=la—
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|[Exercice n°6| (3,5 points)

1) Soit a € Z. Pour n € N*, notons £, 'assertion « a™ — 1 est divisible par a — 1 ».

— (initialisation) P est vraie puisque a’ — 1 = 0 est divisible par a — 1.

— (hérédité) Soit n € N fixé. On suppose &2, vraie et on montre qu’alors 2,1 est vraie.
Onaa"t' —1=a"""—a+a—1=a(a”—1)+ (a—1). Comme par hypothese de récurrence, a” — 1 est
divisible par a — 1, a™t! — 1 est aussi divisible par a — 1.

— (conclusion) Par le théoréme de récurrence, on a donc bien :

Pour tout entier naturel n, a" — 1 est divisible par a — 1
2) Supposons par l’absurde n non premier. On peut alors écrire n = ning avec (ny,n2) € (N\{0, 1,n})2.
Mais alors 2" — 1 = (2")"2 — 1 est, d’apres 1), divisible par 2™ — 1 ¢ {0,1,2" — 1} ce qui contredit la
primalité de ce nombre.



