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Licence de Mathématiques - 3éme année
MAG 2

Examen de deuxiéme session - Juin 2014
Durée : 2h

Les six exercices sont indépendants - Le baréme est donné a titre indicatif
La qualité de la rédaction interviendra pour une trés large part dans l’appréciation de la copie

|Exercice n°1] (4 points)
Lire attentivement I’énoncé en annexe (page suivante). En admettant tous les résultats des questions
précédentes, traiter uniquement la question 4.

|Exercice n°2| (3 points)

1) Soient f et g deux applications de R dans R. La proposition suivante :
‘(v € R, f(x)g(x) = 0) <= [(V € R, f(z) = 0) ou (v € R, g(x) = O)]"
est-elle vraie 7

2) La proposition suivante : “Vz € C, 3y € C, (z = 0 ou 2y = 1)” est-elle vraie ?

On justifiera a chaque fois sa réponse en démontrant la propriété ou bien en exhibant un contre-exemple.

|Exercice n°3| (4 points)

qg—1
1) Soit ¢ € N*. Montrer que X7 —1= (X — 1) ZX’“.
k=0

2) Soit n un entier naturel non nul. Montrer que si 2" — 1 est un nombre premier alors n est un nombre
premier.

|[Exercice n°4| (2,5 points)
Soient x et y deux réels. Montrer que :

(r#£2ety#—-3) = (3x —2y+xy #6)

|Exercice n°5| (3,5 points)
Soit (Fp)nen la suite de Fibonacci :

Fo=1 F =1 et VHEN,FR+2:Fn+1+Fn

7 n
Démontrer que Vn € N, F,, < (4) .

|Exercice n°6| (3 points)
Montrer que tout entier naturel supérieur a 2 possede au moins un diviseur premier. On pourra procéder
par récurrence forte ou bien introduire en le justifiant le plus petit diviseur strictement supérieur a 1 de n.




ANNEXE

Le théoréme de Heine

Soit I = [a;b] (a < b) un segment de R. On se propose de démontrer le théoreme de Heine : si une fonction

G est continue sur I alors elle est uniformément continue sur I.
On suppose dans la suite que G est une fonction continue sur I = [a;b] et que G n’est pas uniformément

continue sur I.

1. Justifier qu’il existe un réel € > 0 et deux suites (z)n>1 €t (Yn)n>1 d’éléments de I tels que pour tout

entier n > 1 :

et |G(xn) - G(yn)‘ > €

1
‘xn_yn| < —
n

2. Justifier qu'il existe deux sous-suites (Z,(n))n>1 €t (Yo(n))n>1 convergentes et telles que pour tout entier

n>1:
|Zo(n) = Yoty | < % et |G@om) = CYom)| > €
3. Montrer que :
I To(n) = . Yom)

4. Conclure.



