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‘Questions de cours‘

1) Soit x¢ € [a,b] et ¢ > 0. Pour tout x de [a,b] on a |f(z) — f(zo)| < k|z — zo]. Donc, pour avoir
|f(z) — f(xo)| < ¢, il suffit de prendre z € [a, b] tel que |& — o] < € (puisque k < 1).

2) Soit @ un nombre réel. Soit f une fonction réelle définie et n —1 fois dérivable sur un intervalle ouvert
I contenant a. On suppose que f a une dérivée n-eme f(a) en a. Alors, pour a +h € I, on a

f'(a) f"(a)
TR

fla+h) = fla)+ h" + h"e(h) ,

ou lim,_ge(h) = 0.

|Exercice n°1|

f(0) = f(z) _ —f(z)

1) Supposons par I'absurde f positive sur |a, b[. Pour tout z de |a, b on a alors = <0

b—x b—x —
b) —
f(l))f(l’) < 0 ce qui contredit I’hypothese. Par suite f prend une
—x

et donc a la limite f'(b) = hril—
valeur strictement négative sur Ja,b[. De méme, si on suppose f négative sur |a,b[. Pour tout x de

fla) = f(z) = —f(z) < 0 et donc a la limite f'(a) = lim M < 0 ce qui
[

la,b[ on a alors
a— a— z—at a—x

contredit 'hypothese. Par suite f prend une valeur strictement positive sur |a, b

2) f, continue sur le segment [a, b], est bornée et atteint ses bornes inférieure m et supérieure M. La
question précédente montre que m < 0 < M. D’autre part, m et M sont atteints en zq,yo €]a,b[. f
étant dérivable en ces points, on a f'(z¢) = f'(yo) = 0 (extremum local).

|Exercice n°2]

On utilise 'outil des développements limités : au voisinage de 0 et a Pordre 3 (on divise par z*). On a

(22)*  (22)°

e =1+2z+ o + TN + 2%¢(z) avec lin%fs(:z:) =0, donc :
. . 4 r— 2
n (1l + €e**) = In (2 + 22 + 222 4+ gx?’ + xBS(x)) =2+ In <1 + x4+ 22+ §x3 + x35($)>. Comme

Xz X3 . 1
mh(1+X)=X— 3 + 5 +X3€(X) on déduit : In (1 +e**)=I(n2+z+ 5:1:2 +x3€(x). D’autre part,

1 1
VIi-2z=(1-2z)=1—2— -2 — 5:53 + 2%¢(z) donc :

1 2 1 3 3
(1) 4 a/T T e h M2Hatbd(l—art (1’ — jar’ a'e(a)

3 3

Zz Z

Cette quantité admet une limite finie quand « tend vers 0 si et seulement sia =1 et b= —1—1n2.

. In(1+e*)+ay1—2z+5b 1
On a alors lim ‘ =

r—0

3 2"



|Exercice n°3|

1)
a) Soit (x,\) € R f étant de classe C?, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange & I'ordre

lafentrexetax+ A:
flz+X) = flz)+ Af'(z) + A2—2f”(c) or f(c) < [f"(¢)] < M donc %f”(c) < %MT et par suite,
flz)+ Af'(x) + Asz > flx)+ Af'(z) + %f”(c) > 0 puisque f est positive.

b) Supposons M # 0. & étant un nombre fixé, le trinéme du second degré en A f(x)+ A f'(z)+ ’\2M
a un signe constant donc un discriminant négatif : f'(z)* —2M f(z) <0
Si M =0 (cest a dire f” =0), I'inégalité du a) devient Yz, A, f(z) 4+ Af'(z) > 0 ce qui entraine la
nullité de f” et on a donc bien encore 0 = |f'(z)]| < +/2M f(z) =
2)a) L’inégalité du 1b) donne |f'(zo)] < 0 donc f'(z9) = 0. On applique alors la formule de Taylor-
Lagrange a 'ordre 1 a f entre x et z¢ : il existe un ¢ entre xg et = tel que :

Fw) = 20) + (2 = 200 o) + 7)ot ) = e
b) g(mi : z(wo) :z:h _i \/_ |$ Zol —/f"(¢). f" étant continue, on a 1/ f"(¢c)—===— 1/ f"(x0) et
par suite, x_};(i){ggxo g(xzz_—‘zoxo \/_ /fu > 0 et x_};(i)gkxo % — \/— /f//

g n’est donc pas dérivable en xq.



