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‘Questions de cours‘

1) Soit f une fonction continue de [a, b] dans [a, b]. Montrer qu’il existe ¢ dans [a, b] tel que f(c) = c.

2) Soient f et g deux fonctions k fois dérivables sur R. Montrer que fg est k fois dérivable sur R et que

(fg)(k) = fWg + Cif(k_l)g' +o 4 C};f(k_i)g(i) 4 oot fg® (formule de Leibniz)

|Exercice n°1|
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Soit f la fonction réelle de la variable réelle définie pour x(z 4+ 1) # 0 par f(z)=1— =z

1)
a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

b) Ce prolongement est-il dérivable en 0 7
2) Donner un développement limité de f a l'ordre 3 au voisinage de —1. En déduire :
a) f est prolongeable par continuité en —1,

b) ce prolongement est dérivable en —1,
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¢) la limite quand x tend vers —1 de

|[Exercice n°2]

Soient [a, b] un segment de R et f : [a, b] — R une fonction lipschitzienne. On rappelle que cela signifie

I’existence d’un réel positif & tel que
Yo,y € [a,0], [f(z) = f(y)| < klz — ]

1) Montrer que f est continue sur [a, b].

1
2) On suppose en outre que f ne s’annule pas sur [a,b]. Montrer que la fonction — est lipschitzienne

S

sur [a, b].

3) Montrer que cette derniere propriété n’est plus valable si on remplace [a,b] par ]a,b] (donner un

contre-exemple).

T.S. V. P.



|Exercice n°3|

Soit f : R — R une fonction de classe 2.
1) On note My = sup |f"(z)|. Peut-on affirmer que Mj est fini 7
xER

2) On suppose a présent que My est fini. Soient 29 € R et h € [0, +o0].

a) En écrivant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, au voisinage de zg, pour un accroissement

+h (c’est a dire entre xy et z9 + h) puis la méme formule pour un accroissement —h (c’est a dire

entre g — h et xo), montrer que
|f(zo + h) — 2f(20) + f(zo — h)| < B> M,

b) Retrouver 'inégalité précédente en appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction

g:R—>R, 2+ f(x+ h)— f(z) sur Uintervalle [zq — h, 2], puis le méme théoreme a f’ sur un

intervalle judicieux.



