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‘ Questions de cours ‘

1) Sous ces hypotheses, on dit que —oo est limite de f en 400 quand pour tout réel M, il existe un réel
A tel que, pour tout = de |0, +oo[ vérifiant # > Aona f(z) <M :

VMeR, JAeR, V>0 (z>A= flz)<M).

2) Sous ces hypotheses, les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. La fonction f est continue en a.

2. Pour toute suite de réels (u,) telle que limu, = a, on a lim f(u,) = f(a).

3) La fonction f ayant un maximum local en zq, par passage a la limite dans les inégalités on a

lim flzo+h) = flzo) _ 0 et Iim f(zo+ h) — f(xo)

h—0, h>0 h - h—0, h<0 h

> 0.

Comme les deux limites sont égales a f'(xo), on a f'(z9) = 0.

|Exercice n°1]

1)

a) La fonction ¢ :  — £ + a — 1 est strictement décroissante sur ]0,1]. Comme ¢(1) = a, on a donc
©(]0,1]) C [a, +oo[. f étant définie sur [a,4oc], la fonction composée F' est bien définie sur |0, 1].

b) De mme, ¢ : 2 +— L 4+ a—1 est continue sur ]0, 1], ¢(]0, 1]) C [a,4+oo[ et f est continue sur [a, +oo|
donc F' = f o p est continue sur |0, 1].
¢ x> =+ a—1 est dérivable sur ]0,1[, ¢(]0,1[) Cla,+oo[ et f est dérivable sur ]a, +oo[ donc
F = f o est dérivable sur |0, 1].
1
¢) lim —+a—1=+occet lim f(X)=0donc lim F(z)=0. F se prolonge donc par continuité

z—0t T X —+oo z—0%

d) F' est continue sur [0, 1], dérivable sur |0,1] et on a F(0) = F(1) = 0 (car f(a) = 0) donc le
théoreme de Rolle assure I'existence d’'un C de ]0, 1] tel que F'(C) = 0.

;_—Qlf’ (% +a-— 1). En posant

e) Or la dérivation des fonctions composées donne Va €]0, 1], F'(z)

1
c= a—l—a—l, on a donc ¢ €la,+oo] et f'(¢) = 0.

2) Il suffit d’appliquer les résultats de la question précédente a la fonction f définie sur l'intervalle

[—a,+oo[ par : f(z) = g(—2).

|Exercice n°2]

1) f étant de classe C* sur R, f’ est continue sur R donc |f’| est continue sur le segment [a, b]. Cette
fonction est donc bornée sur ce segment (existence de M) et atteint ses bornes (existence de ¢).

2 R T , R T . . ., .

)a) Ces deux inégalités sont une conséquence de I'inégalité des accroissements finis appliquée f (qui

est dérivable car de classe C'') sur [a, ] puis sur [z, b].

b b—
ajl_ et |z —a| < 2@

b
b) Comme z € [a,b], on a ou bien ¢ < z < ou bien <z <bet
b— b—
|b— x| < Ta. On a donc bien toujours |f(z)| < M ‘.




