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‘ Questions de cours ‘

1) Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur Dy C R. On suppose que Dy contient un intervalle
1b,al. On dit que —oo est limite a gauche de f en a quand pour tout réel M, il existe un réel § > 0,

tel que, pour tout x de Dy vérifiant a —d <z < a,on a f(z) < M :

VM,36>0,Ve e Dy, (a—d<z<a= flz)<M).

2) Soit f une fonction a valeurs réelles, croissante et majorée sur l'intervalle |a, +oo[. Puisque f est
majorée sur |a,+oo[, elle a une borne supérieure M sur cet intervalle. Donnons nous ¢ > 0. M —¢
n’étant pas un majorant, il existe ¢ dans ]a, +oo[ tel que f(¢) > M — e. On voit alors que pour tout
x dans [¢,4oo[,on a M —e < f(z) < M. Ceci montre que lim f(z)= M.

r—+00

3) Soit f une fonction réelle définie et continue sur le segment [a, b], dérivable sur I'intervalle ouvert
la,b[ (avec a < b). Si f(a) = f(b) = 0, alors (théoreme de Rolle) il existe ¢ appartenant a ]a, b[ tel

que f'(¢) = 0.

|Exercice n°1]

1)a) f est deux fois dérivable sur R et on a : Yz, f’(x) = +e™* > 0 donc f est convexe sur R. D’autre
part, pour z,y € Ret t € [0,1], glte + (1 —t)y) = |t + (1 —t)y| < [tz + |(1 — t)y| ’est a dire
gtz + (1 = t)y) <tlz|+ (1 =) |y| = tg(z)+ (1 — t)g(y) donc g est convexe sur R.

b) h(0) = 1 et J(h(1) + h(~1)) = 1 < 1 donc A(31+ (1 — )(—1)) > Lh(1) + (1 — h(=1) et h west

donc pas convexe sur R.

2)a) L’exemple précédent montre qu’en général h n’est pas convexe.

b) Soient z,y € R et t € [0,1]. Comme g est convexe, g(tx + (1 —t)y) < tg(x)+ (1 —t)g(y). f étant
croissante, on en déduit : fog(tz + (1 —t)y) < fltg(z) + (1 — t)g(y)] et finalement, puisque f est
convexe, fog(te + (1 —t)y) <tfog(z)+ (1 —1)fog(y).

|Exercice n°2]
Soient n > 1 un entier et P un polynéme de degré n vérifiant P(0) = 0 et P’(0) > 0. On considere la
fonction f: R — R définie par f(z) = P(z)e™.

1) ¢ — —|z| est de classe C® sur R* et z + ¢ est O™ sur R donc z ~ el est C*° sur R*. Une
fonction polynome étant de classe C* sur R, on déduit : f est de classe C* sur R".

x +— — |z| étant continue en 0, il en est de méme de f. D’autre part,

) = { (P'(z)— P(z))e ™ sixz>0

(P'(z)+ P(x))e” siz <0

donc lin%r f'(z) = P'(0)—P(0) et lim f'(z) = P'(0)+ P(0). Comme P(0) = 0, ces deux limites sont
z—0 =0~
identiques et on peut conclure : f est de classe C' sur R et f/(0) = P’(0).



“)] Y ARty g\ ) T D s | bl A \vY/ =L v/, |

| (P"(z)+2P'(z) + P(z))e” siz <0 z—s0+
P(0) et lim f"(z)= P"(0)+2P'(0)+ P(0). Comme P'(0) # 0, ces deux limites sont distinctes et f
r—0~

n’est pas de classe C? sur R.

3) La croissance comparéee des fonctions puissances et exponentielle permet d’affirmer lim z"e™ 1l = 0

Tr—r 0O

(pour tout entier naturel n) et donc lilin flz)=0.
r—rL 0O
On en déduit I'existence d’un réel A tel que |z|] > A = |f(z)| < 1. Comme [ est continue sur le

segment [— A, A], elle est également bornée sur ce segment et f est donc bien bornée sur R.

On montre de méme que [ est bornée sur R.

4) Soient z,y € R. Le résultat est clair si + = y. Supposons donc z # y (par exemple x < y). f
est continue sur [z,y], dérivable sur |x,y[ donc (théoreme des accroissements finis) on peut écrire
fy) = f(z) = f'(e)(y — z) et donc [f(z) = f(y)| = [f(c)] |z —y[ < My |x—y]. .

f est alors M;-lipschitzienne donc uniformément continue sur R : ¢ > 0 étant donné, |z — y| < —

M,
entraine |f(z) — f(y)| < e.

5) lim M

X = P'(0) < 0 donc, par continuité, f est strictement négative sur un petit intervalle ]0, A[.
z—0 Zz

fla)
2

(théoreme des valeurs intermédiaires). Cette valeur étant

Soit @ > 0 tel que f(a) < 0. Comme xl_l)gnoo f(z) = 0, f prend des valeurs supérieures a
fla)
également prise sur |0, o (TVI), le théhoréme de Rolle assure I’existence de x; > 0 tel que f'(x;) = 0.
On raisonne de méme "a gauche” de 0 : Ili)réq_ @

positive sur un petit intervalle | — &, 0[. Soit 8 < 0 tel que f(3) > 0. Comme wl_i)r_noo f(z) =0, f prend

f(zﬁ) @ (TVI). Cette valeur étant
également prise sur |3,0[ (TVI), on déduit I'existence de x5 < 0 tel que f'(z3) = 0.

sur Ja, +oo[ et donc aussi la valeur

= P'(0) < 0 donc, par continuité, f est strictement

des valeurs inférieures a sur | — oo, 3] et donc aussi la valeur



