Corrigé rapide du controle du 25 mars 2000

‘Questions de cours‘ (6 points)

1) On dit que [ est uniformément continue sur I quand pour tout ¢ > 0, il existe § > 0, tel que pour
tous x et &’ dans [, si |z — 2| < 4, alors |f(x) — f(2')]| < e.

Ve>0,38>0,Vz,z' €I, [z —2'|<d=|f(z)— f(a')| <¢

2) On considere la fonction g définie sur [a, b] par g(z) =« — f(z).
g est continue, et on a g(a) < 0 < g(b). Donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢
dans [a,b] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire f(c) = c.

3) Sous ces hypotheses, f est concave donc en particulier, pour tout ¢ de [0, 1], on a :

flta+ (1 —t)b) > tf(a)+ (1 —¢)f(b) = 0. C'est a dire : Va € [a,b], f(z) > 0.

|Exercice n°1] (7 points)
1) f est clairement continue sur R* et comme lin%()\e_:)’r — 1) = A — 1, une condition nécessaire pour
r—r
que f ait une limite finie en 0 est A = 1. Pour cette valeur de A, on calcule cette limite en écrivant
: , . =37 |
e = 1—3x+z¢e(z) (DL) ou en appliquant la regle de I’'Hospital : hn% 1 =-3= hH(lJ
r—r r—r x

On trouve donc qu’il faut poser f(0) = —5.
fz) = f(0)
0

2) On étudie de mme la limite en 0 de en écrivant e % = 1 — 3z + %:02 + $2€(x) ou en

1

x —
appliquant deux fois la regle de I’'Hospital. On trouve f'(0) = 22.

3) L’équation sans second membre est xy’+ (3x+ 1)y = 0 qui admet pour solution (sur tout intervalle ne

—3z 6—31‘
contenant pas 0), y = A . On cherche alors une solution particuliere sous la forme y(z) = ()

x
(méthode de la variation de la constante) ce qui conduit a X (z) = €**(92? — 5) et donc, par deux
intégrations par parties successives, a la solution particuliere y(x) = —% + 3z — 2. Les solutions de

-3z

1
——+3z—-2.
T

(E) sur | — oo, 0[ (de mme sur |0, +00[) sont donc les fonctions de la forme y : & — A

e—Sx 1 )
At ——+4+3z—-2s1z2<0
Ce qui précede montre qu’une solution g sur R est de la forme g(x) = ej%gg "f
Ag ——+3z—-2s1z>0
T x
La continuité de ¢ en 0 impose alors d’apres la premiere question Ay = Ay = 1. La fonction ainsi
obtenue est f qui est dérivable en 0 et qui est donc 'unique solution cherchée.

On vérifie que f est bien de classe C! sur R en montrant que lin% f'(z) = f(0).
r—

|Exercice n°2] (7 points)

1) On suppose f paire. f’ est alors impaire (il suffit de dériver I'identité Vz, f(x) = f(—x) pour s’en
convaincre). On a alors YVt € R, F'(—t) = 2f(—t) + tf'(—t) =2f(t) —tf'(t) = F(¢) donc F est paire.

2)

a) t — ¢* est dérivable et ne s’annule pas sur R* et ¢t — f(¢) — f(—t) est dérivable sur R* comme
somme et composée de fonctions de classe C* donc h est dérivable sur R* (comme quotient).

! ! 2 ¢
On a o 20, ) < U0 PEOIE =20~ F=0] _ FCO—F@)
4 3

b) h est dérivable sur | — 0o, 0[U]0, +00[ et sa dérivée est nulle donc h est constante sur chacun de ces
intervalles. Soient donc ki, ky € R tels que Vt > 0, f(t)—f(—t) = kit* et Vi < 0, f(¢)—f(—t) = kat?.
f étant de classe C? sur R, on obtient en dérivant deux fois V¢ > 0, f"(¢) — f"(—t) = 2k, et
YVt <0, f"(t) — f"(—t) = 2ky. La continuité de f” en 0 assure alors que k; = k; = 0. On obtient
donc Vt # 0, f(—t) = f(t), identité qui est bien sr vraie pour t = 0. f est donc bien paire.




