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‘ Questions de cours ‘

1) On a  f(h) = ap+ a1h + axh® + h2*c(h) = by + bih + bah? + h?p(h), donc, pour tout k de {0, 1,2},

(10 = o)+ o = Bt o = BB _ sy

ce qui, en donnant successivement a k les valeurs 0,1,2 et en faisant tendre h vers 0, entraine
ag = bg, a; = by, ay = by et donc aussi e(h) = @(h).

2) Soit f une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur un intervalle I. Soient ¢ < b deux
éléments de l'intervalle 1. Soit £ un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe ¢ dans le segment

[a, b] tel que f(c) = L.

|Exercice n°1|

1) f est dérivable sur [0,1] et on a f': 2 — —LsinZ.
On en déduit d’une part Vo € [0,1], [f'(z)| < 3|%] < § < 3 donc f est contractante sur [0,1], et
d’autre part f([0,1]) = [f(1), f(0)] C [0,1]. Un théoreme du cours assure alors 'existence et 'unicité
d’un point fixe pour f dans [0, 1].
On pouvait bien sur aussi traiter cette question en étudiant la fonction x — f(x)—x. (Cette fonction
réalise une bijection de [0,1] dans [cos ; —1,1].)

2) Voir question précédente. On a donc : Vz,y € [0,1], |f(z) — f(y)| < |z — yl.

3) Comme f([0,1]) C [0,1], par une récurrence immédiate, Vn, u, € [0,1] La question précédente
permet alors d’écrire | f(u,) — f(€)] < tu, — £ cest & dire |upr — €] < $|u, — .
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4) Une récurrence permet alors d’établir que Vn € N |u, — /] < 2—n|u0 — 1 < TR Pour que u,, soit

une valeur approchée de £ a 107 pres, il suffit alors que on < 1073, On peut donc choisir n = 10
(4° = 1024).

1) .
S =
a) Par définition, on a ® : @ —— x+2——2. Il est alors immédiat que @ est de classe C? sur l'intervalle
sin 5
I (qui ne contient pas de point d’annulation de sin ).
cos® £ cos Z 1+ 2cos?Z
b) Pour tout z de f on a: ¢'(z) = ——— j, P (z) = 3203 et <I)(3)(x) = _—I'.illle On en déduit
sin” 7 sin” 5 2sin”

O(r) =m et (7)) = D" (x) =0.

2) Soit  dans I. On a alors £ € [Z,2Z] donc —1 < cos

0< coszg < % et % < sin4§ < 1. On en déduit |(I)(3)(:z:)| =

3) On écrit la formule de Taylor-Lagrange pour ® (qui est de classe C? sur I) a l'ordre 2 entre z € [ et
7. Il existe ¢ entre 7 et x tel que

B(x) = B(r) + (x — )@ (x) + -

(o — 7)) + L @ (e) = x4 é(:v ~ AP () .
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4 Iy Aoat — [P(4 2r\] — [47 _ 2v/3 27 4 2V3
a) ®' étant négative sur I, on a ®(1) = [®(5), (5 )] =[5 TR N
b) D’apres a) et par une récurrence immédiate, Yn € N, v, € . Soit alors n € N. La question 3)

(appliquée & z = v,, qui est bien dans I) permet alors d’écrire : ®(v,) —7 = £(v, —7)2®)(¢) et par

2
suite, [v,41 — 7| < |20 (¢)||v, — 7|, Or [®¥(c)| < 2 et donc finalement, [v,41 — 7| < §|vn — 7>

|Exercice n°2]

1)  — I(nx est dérivable sur |1, +oo[ et In (]1,4+00]) =|0,+oc[. = +— fnz étant dérivable sur |0, +oo],
on en déduit par composition que f est dérivable sur |1, +oo[ et que l'on a :

Ve > 1, fl(z) = !

xln x

2) Soit m > 2 un entier. f est continue sur [m,m + 2] et dérivable sur |m, m + 2[ donc (théoreme des
accroissements finis) il existe un réel ¢ de |m, m+2[ tel que f(m+2)—f(m) = (m+2—m)f'(c) = 2f'(¢).
Comme ¢ €lm,m + 2[, on a Inm < Ifne < In(m + 2) (croissance de la fonction fn) et donc
mlnm < ¢lne < (m+ 2)ln(m + 2) (multiplication d’inégalités entre quantités positives puisque
nm > {n2>0). On obtient finalement :

(m+2)€i(m+2> < flm+2)— f(m) < 2

minm

3) Fixons n € N*. Soit k € {1,---,n}.

1
La question précédente appliquée a m = 2k donne f(2k + 2) — f(2k) <

kin2k

Par sommation, on déduit :

o 2 SO(F(2k+2) = F(28) = F2n+2) — )

Or lim f(2n+2)= 400 donc| lim wu, = 4oo|.

n——+oo n——+oo




