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‘Questions de cours‘

1) Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I contenant 0. On suppose que f admet un

développement limité a 'ordre 2 en 0. Montrer que ce développement est unique. Plus précisément,
s’1l existe des réels ag, aq, ay et by, by, by tels que

f(h) = dagp + (I,lh —|— a2h2 + hzﬁ(h> = bO ‘I’ blh + 62h2 —I_ ]’ngo(h),

avec limy,_q e(h) = lim,_o¢(h) = 0, montrer que, pour tout k& de {0,1,2} on a aj, = b.

2) Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

|Exercice n°1|

Dans tout I'exercice, f désigne la fonction réelle de la variable réelle définie par Vo € R, f(z) = cos(5).
Les parties A et B sont trés largement indépendantes.

1) Montrer que f admet sur [0, 1] un unique point fixe ¢ (que ’on ne cherchera pas a expliciter).

2) Montrer que f est contractante sur [0, 1].

u
3) En déduire que la suite récurrente définie par ug € [0, 1] et Vn € N, w,41 = cos < 2n> vérifie
1
g1 — L] < §|un —{

4) Trouver un indice n permettant d’approcher £ par u, a 107 pres.

Soient ¢ : z — x — ]]:/((z)) et I = [2—71— 47r].

373
1)a) Montrer que ® est de classe C* sur 1.
1 +2cos?Z
b) Déterminer ® et ®” et montrer que Vz € I, ®®)(z) = ——IZ__C;)SIQ. Donner les valeurs de
sin

O(7), () et ®"(r).

2) Soit = dans /. Donner un encadrement de cos? Z et de sin® . En déduire |®)(z)| <

Q| >

3) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour ® a l'ordre 2, au voisinage de 7.
4)
a) Montrer que (/) C I.
b) On considere la suite (v,) définie par vy € [ et, pour n € N, v,41 = ®(v,,). Déduire des questions

précédentes que : Vn € N, |v,41 — 7| < §|vn — 7>

T.S. V. P.



|Exercice n°2|
Soit f:R — R, 2 — In({nz).

1) Montrer que f est dérivable sur |1, +oo[. Calculer f.

2) Soit m un entier, m > 2. Appliquer le théoréeme des accroissements finis a f sur [m,m + 2]. En
déduire une majoration de la quantité {n ({n (m + 2)) — {n (dn(m)).
" 1
3) Montrer que la suite (u,), N+ définie par u, = kZ::l W diverge vers +o00.

(On pourra penser a minorer u,.)



