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‘ Questions de cours ‘

1) Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur Dy C R. On suppose que Dy contient un intervalle
1b,al. On dit que —oo est limite a gauche de f en a quand pour tout réel M, il existe un réel § > 0,

tel que, pour tout @ de Dy vérifiant a —d <z < a,on a f(z) < M :
VM,36>0,Ve e Dy, (a—d<z<a= f(z)<M).

2) Soit f une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur un intervalle I. Soient a < b deux

éléments de 'intervalle /. Soit ¢ un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe ¢ dans le segment

[a,b] tel que f(c) = L.

|Exercice n°1]

1)

a) On a de maniere immédiate 1 + 2z +cosx = 2+ 22 — %.1?2 +2%¢(z) avec lim e(z) = 0. D’autre part,

z—0
In(1+1)=1t— 32+ 1t 4 t%(t) avec lime(t) = 0.

b) On en déduit fn (1 + 2z + cosz) = n2 + In (1 +z— ix{‘) + $35($)) soit

1 1
n(l+4+2x+cosx)=0n2+1T; ((r — ZtQ) — —(z — —x2)2 + —(z — 1.12)3) + 3:35(3:)
et donc finalement :

. o, 3, 7 4 3 . _
ﬁn(l—l—Z:c—l—cos;l:)—ﬁnZ—l—aj—Zz —I-ECL’ + z°e(x) avec glgl_r}rée(;l:)—()

mn2—1+a-— ixQ—l— %xS—I—xSE(x)
2

2)Onav1l+2z=14+z— %xQ + %;173 + z%¢(x) et on déduit f(z) =

x

a) f est prolongeable par continuité en 0 si f a une limite finie en 0. Cela nécessite déja fn2—14a =0

(sinon la limite est infinie) mais alors f(z) = —i—I—%:E—I—SE@(SE) admet —i pour limiteen 0. Finalfment
f est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si a = 1 — n2 et on a alors f(0) = I
— f(0 1 — f(0 1
b) Pour z non nul voisin de 0, on a alors : M = — + &(z) donc lim M =—. f
) x—0 12 e=0 . —0 12
est donc dérivable en 0 et f'(0) = 5

|Exercice n°2]

—1 —6
1) f est dérivable sur | — o00,5[ et Vo < 5, f'(z) = - -1 = te < 0. Comme lim f = +o0
— —x —00
et ligrnf = —o0, [ est une bijection strictement décroissante de | — oo, 5[ dans R. 0 a donc bien un
5

unique antécédent par f. Comme f(1) =2ln2—1 > 0et f(2) =In3—2 < 0, le théoréeme des valeurs

intermédiaires assure : r €]1,2].



a) De mme g est dérivable (donc continue) et strictement décroissante sur [1,2]. On a donc ¢([1,2]) =
[9(2),9(1)] C[1,2] car g(1) =2ln2 ~ 1,4 et g(2) = fn3 ~ 1,1. D’autre part, pour tout z de [1,2]

1 1
on a |¢'(x)

e e

b) D’apres 1)a) et comme ug = 1 € [1,2], le théoreme des fonctions contractantes assure que la suite
(uy,) est définie et converge vers I'unique point fixe de g sur [1,2] c’est a dire r. On a d’ailleurs pour
n € N, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, |u,q1 — r| = |g(un) — g(r)| < §|un — | et donc
par une récurrence immédiate |u, — r| < g- (puisque [ug —r| < 1).

3) On applique a présent la méthode de Newton a f ce qui revient a considérer la fonction
@:[1,2]—>R,$+—>$—fﬂ,(%.

a) f' étant dérivable et ne s’annulant pas, ® est dérivable, et sa dérivée vaut

By — 1 L TG @ @) )

(f'(2))? S (f@)2 (bt

On constate au passage que r est un point fixe de ® et que ®'(r) = 0. Le signe de f se déduisant
de 1)a), ® est décroissante sur [1,r] et croissante sur [r,2]. Comme ®(1) =14 3(2/n2—1) € [1,2]
et ®(2) =2—3(2—/n3) € [1,2], on a bien ®([1,2]) C [L,2].

b) On écrit la formule de Taylor-Lagrange pour ® a 'ordre 1 entre = € [1,2] et r. Il existe ¢ entre r
et x tel que

O(z) =0(r) + (x —r)®'(r) + %($ —7)’®"(c) =71 + %(az —7)?®"(c) .

(64 )"
: —2f()
— x)f'(z) —2 _
c¢) Partant de ®'(z) = — /() on a ®"(x) = —( 6+ 2)f(z) — 2f(x) ___5—u
6+ 2 6+ 2 6T ap
Comme sup f(z) <1 (cf la), une majoration grossiere donne :
z€[1,2]
242
Ve (1,2, 0"(2)] < B =k <]

d) Soit n € N. Comme ®([1,2]) C [1,2], une récurrence immédiate prouve que v, € [1,2]. D’apres
3)b) on a donc ®(v,) —r = %(U —1)2®"(c,) et donc |v,41 — 7| < §|Un —r|?. Une récurrence simple

n
21
montre alors que |v, — r| < (g) .



