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‘ Questions de cours ‘

1) On dit que f(x) est équivalent a g(:v) uand x tend vers 0 quand il existe une fonction h(z) telle que
f(z) = g(z)h(x) et que lim,_g h(z) = 1. Si g ne s’annule pas au voisinage de 0, sauf peut-étre en 0,

ceci revient a dire que hn%( (z )/g(m) 1. On note f(z) .~  g(x).

2) Soit f une fonction réelle définie et continue sur le segment [a, b], dérivable sur I'intervalle ouvert
la,b] (avec a < b). 1l existe ¢ appartenant a Ja, b tel que f(b) — f(a) = f'(e)(b— a).

|Exercice n°1|

1)

a) On a sinz = x — % + z%e(x) et eX =14+ X+ X72 + X?S + X?¢(X) donc par composition,
ST — 1 4+ % + 3:35(33) avec lim e(z) = 0.

r—0

b) On en déduit {n (3—|—eSi”> ={n4+{n (1—}—£—}—ﬁ—}—x35( )) et comme (n (1—}—X):X—X72—}—

X4 X%(X), fn (34 ¢™7) = fn 4+ %43 — 503 4 a(a).
An (34 %) —8/n 2 — =z 3,2 _ 5.3 3./,
o) On a galement sn(?) = 27+ 2%(z) donc -\ sin(zﬂ) == xzixﬁi(z)g(x) ot
i (34 ™) —8m2 -z 3
finalement lim . ——
z—0 Sln($2) 8

2) Pour  # 0, on a f(z )—x(l—l— )3 —:c(l—l—%%— §x—2+1‘2€( )) soit f(x) ::C—I—%—%%—}-%e(:v) avec
lim ¢(z) = 0. La droite d’équation y = = + % est donc asymptote a la courbe. La position relative

Tr—00
est donnée par le signe de f(z) — (z + %) : la courbe est au dessus de son asymptote au voisinage de

—oo et au dessous au voisinage de 4oo.

Exercice n°2|

1) f est paire, dérivable sur R et pour tout z, f'(z) = (23722) Comme xEl—’I—noo flz) = %, on déduit :
fR) =[5, 1].
2) On a Vz € [1,1], [f'(z)] < L ! donc f est contractante sur [1,1].
(2+5)? " 2

3) On a f([1,1]) C [3,1], f contractante sur [1,1] et uy = f(uo) € [5,1]. Le théoreme des fonctions

contractantes assure alors que la suite (u,) converge vers I'unique point fixe de f sur [%, 1].

4) L’inégalité des accroissements finis et la majoration obtenue au 2) conduisent alors a :

1
Vn € N, |uppr — O = [f(u,) — f(0)] < <§> |u, — €| et done, a 'aide d’une récurrence immédiate,

1 n—1 1\ "
Vn € N* |u, — ] < <2> lug — €] < <2> . Pour avoir |uy — €| < 1072, il suffit donc d’avoir
1 3(n 10
— <107 ca.d. N > HQ.Onprenddonchl().

2]\7

5) f a un unique point fixe sur [3,1] et si £ est un point fixe de f, on a £ = f(¢) donc £ € f(R) = [3,1]
donc f admet un unique point fixe sur R.



