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Chapitre 5

Coniques dans le plan affine euclidien

Dans tout le chapitre, X désigne un plan affine euclidien.

5.1 Définition monofocale des coniques
5.1.1 Définition et premieres propriétés
Définition 5.1

e Soient D une droite, F' un point du plan non situé sur D et e un réel strictement positif.

On appelle conique I de foyer F', de directrice associée D et d’excentricité e, l’ensemble :
Fr={MeX, MF =ed(M,D)}

— Sie <1, on dit que I' est une ellipse ;
— Sie=1, on dit que I' est une parabole ;

— Sie>1, on dit que I' est une hyperbole.

e On appelle axe focal de T, la droite A passant par F et perpendiculaire a D. On note K
le projeté orthogonal de F sur D.

e On note d =d(F,D). Le réel p = ed est appelé paramétre de T'.

Remarques.
e Puisque '€ D,onad>0doncp>0;

e Aucun point de D n’appartient a I'.
Proposition 5.2 L’aze focal A est un axe de symétrie de I.

Démonstration : Soient K le projeté orthogonal de F sur D et M € I'. Notons M’ le symétrique
de M par la réflexion d’axe A et H, H' les projetés orthgonaux respectifs de M, M’ sur D.

e A est la médiatrice de [MM'], F € A, donc MF = M'F.

e Notons [ le milieu de [MM'], I € A. MHKI et M'H' K1 sont des rectangles d’ot M H =
KI et M'H' = KI. On en déduit MH = M'H' dou M'F = MF = eMH = eM'H’ et
par suite M’ € T.

Notons s la réflexion d’axe A. On a donc montré que s(I') C I'. Et en composant par s on a
s(s(I')) C s(T"), i.e. I' C s(I') d’out finalement s(I') =T O

37



38 CHAPITRE 5. CONIQUES DANS LE PLAN AFFINE EUCLIDIEN

Proposition 5.3 e L’intersection d’une parabole avec som axe focal est réduite a un point
qui est le milieu du segment [F K] . Ce point est appelé sommet de la parabole.

o L’intersection d’une ellipse ou d’une hyperbole I' avec son axe focal est réduite auzr deux
points A et A" o A est le barycentre du systéme de points pondérés {(F,1),(K,e)} et A’
le barycentre de {(F,1), (K, —e)}.

Démonstration: Pour le premier point, on suppose que I' est une parabole, c’est-a-dire que
e = 1. Dire M € ANT équivaut & dire que M € A et MF = d(M, D), ce qui équivaut a
M e A et MF = MK (les points de A se projettent en K), ce qui revient a dire que M est
a lintersection de la médiatrice de [KF] et de A. Le seul point solution est donc le milieu de
Pour le deuxieme point, on suppose que e # 1. Dire M € ANT équivaut a dire que M € A et
MF? = 2MH? soit <MF —eMK,MF + eMEK >=0. Pour M € A, les points M, K, F sont
alignés et le dernier point équivaut alors a MEF —eME =0 ot ME+eME =0 (de maniere

—>—>

générale,ona <, v >= |u|.|7| cos((ﬂ’/,\?)) et ici (7/,\?) est nul ou plat) ce qui revient bien
a dire que M est le barycentre de {(F, 1), (K,e)} (on a 1+ e # 0) ou celui de {(F, 1), (K, —e)}
(onal—e#0). O

Ezercice 5.1 Montrer que la parabole I' de directrice D et de foyer F est le lieu des centres des
cercles tangents a D et passant par F.

5.1.2 Equation réduite

Proposition 5.4 Soit " une conique du plan. Il existe un repére orthonormé du plan dans lequel

[ a pour équation : (1 — e?)x? +y? — 2(xp — e*x i)z = 223 — x%. Plus précisément,

o sie =1, il existe un repére orthonormé du plan dans lequel T' a pour équation : y? = 2pz.

e si e #* 1, il existe un repére orthonormé du plan dans lequel I' a pour équation :
2 2
z Y

7 =1,
a2 + a2(1 — €2)

Démonstration : Fixons un vecteur unitaire 7~ dirigeant I’axe focal A et soit alors 77 un vecteur
unitaire tel que (7°, ") soit une base orthonormée. Pour tout point O de A, le repere (O, 7", 7)
est orthonormé. Dans ce repere, la directrice D a pour équation x = xx et F' a pour coordonnées

(xp,0). Si (z,y) désignent les coordonnées d’un point M du plan, on a alors

MeT < MF?=d(M,D)?

= (zp —2)? +y? = *(z — vk)?

— (1—-eHa? +y?* - 2(zp — ag)r = 223 — 2%
Si e = 1, en choisissant pour origine O le milieu de [F' K| (en sorte que 2 = —x ) et en prenant
7’ de méme direction que O—P)’ cette équation devient y? = 4xpx = 2px (car xx > 0).
Sie # 1, on choisit pour orlglne le barycentre O du systéme de points pondérés {(F, 1), (K, —e?)}.
On a alors (ﬁ — 20K = 0 et donc r = e’z et léquation précédente s’écrit donc
(1 —e?)a? +y? = e?2% — e*z% d’olt le résultat en posant a = ez # 0. O

Proposition 5.5 Une conique du plan coupe toute droite du plan en au plus deux points.
Démonstration : Soient donc I' une conique (d’excentricité e) et D une droite.

Si e = 1, dans un repere bien choisi I' a pour équation 2 = 2pz. Dans ce repere, D a une
équation du type x = « ou du type y = ax + (. La recherche des points d’intersection conduit
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= 2pzx

qui a bien au plus deux solutions. Le second cas

Y2
dans le premier cas au systeme o

y? = 2px

=ar+
le cas contraire, le polynome a?z? + (2a3 — 2p)x + 32 étant non nul et de degré au plus 2, le
systeme admet au plus deux solutions.

Si e # 1, on raisonne de méme, le dernier cas conduisant au polynome x2(1 — €2+ a?) + 2a8x +
B2 —a%(1 —€?) =0:sia® =e?—1 alors le terme constant est 3% + a2a? # 0 en sorte que ce
polynome est non nul et de degré au plus 2. O

conduit au systeme { qui admet une unique solution si («, ) = (0,0). Dans

Proposition et Définition 5.6 Toute conique d’excentricité e # 1 admet un unique centre de
symétrie appelé centre de la conique.

Démonstration : La forme de ’équation trouvée ci-dessus montre que, dans ce repere, I'origine
est centre de symétrie. Supposons que 2 soit un autre centre de symétrie de la conique I'. La
composée des deux symétries centrales f = sp o sq conserve globalement I'. Comme f = tQm,

nécessairement Q0 = 0 (une droite ne pouvant contenir une infinité de points de I'). (]

Ezercice 5.2 Montrer qu’une parabole n’a pas de centre de symétrie.

5.1.3 La parabole

On a vu qu'une parabole P de foyer F', de directrice associée D et d’excentricité e admet pour
équation réduite (dans un repere orthonormé bien choisi) : y? = 2pz avec p > 0. Réciproquement,

la courbe d’équation 32 = 2pz dans un repére orthonormé (O, 7, 7) est la parabole de foyer

F(5,0) et de directrice associée D : x = —L.

Démonstration : Etudions donc cette réciproque. Dans le repeére orthonormal (O, ?,?), soit
P = {M(z,y), y* = 2pz}. Soient F € X de coordonnées (},0), D la droite d’équation z = —&, et
P’ 1la parabole de foyer F et de directrice associée D. D’apres la démonstration de la proposition
5.4, P' a pour équation réduite y? = 2px dans le repere (O, T, 7) D’out P = P’ et la conclusion

voulue. O

FExercice 5.3 Montrer que dans un repere orthonormé, toute courbe d’équation y = ax? + bx + ¢
avec a # 0 est une parabole.

Proposition 5.7 L’aze focal est l'unique aze de réflexion laissant une parabole invariante.

Démonstration : Soit P, une parabole de foyer F', de directrice associée D et de parametre p. Soit
A’ ’axe d’une réflexion laissant invariante la parabole P. Dans un repére orthonormé (O, 7", 7)
ot O est le sommet de P et 7" de méme direction que OF, P et A ont respectivement pour
équation y? = 2px et axr + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0). Pour tout point M(x,y), dire que
s —
M'(z',y) est 'image de M par sas revient & dire que M M’ est normal a A’ (c’est a dire M M’
colinéaire & 7 (a,b) ou encore b(x — ') = a(y — y')) et que le milieu I de [M M'] appartient &
A’ (ce qui se traduit par a%x, + b% + ¢ =0). Finalement,
1
o = ———— ((b® = a®)x — 2aby — 2ac
2 12
M/:SA/(M)<I:> a Tb < , ) )
/ _ _ — _
Vo= e ( 2abz + (a* — b%)y 2bc)
Pour tout réel ¢, le point de coordonnées (%, t) est sur P et il en est donc de méme de son image
par sas. Cela signifie que pour tout réel ¢ on a

(s ) (2wl @ =ty o (P o
a2—|—b2 a2p a C = p'a2—|—b2 a 2p a ac
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ou encore

2 2 2
vt € R, <—ab; + (a® — V)t — 2bc> —2p(a? + b%) <(b2 — a2);p — 2abt — 2ac> =0

La nullité de ce polynéome entraine celle de ses coefficients donc en particulier ab = 0 (coefficient

de t*). Si b = 0 il reste V¢ € R, (aQt)2 — 2pa’® (—aQ% — 2ac) = (0 ce qui imposerait a = 0 : cela

contredit 'hypothese (a,b) # (0,0). Par suite, a = 0 et Vt € R, (—b*t — 2bc)2 — 2pb? (bQ%) =0

ce qui se simplifie, puisque b # 0, en V¢ € R, bet + ¢ = 0. Par suite, ¢ = 0 et A’ a pour équation
y=0:A"=A. O

Conséquences. Une parabole admet un unique sommet, un unique foyer et une unique directrice
associée.

Démonstration : La proposition précédente montre qu’'une parabole admet un unique axe focal
donc un unique sommet (intersection de la parabole avec son axe focal). Si I'on suppose qu’une
méme parabole P a deux couples foyer-directrice, la démonstration de la proposition 5.4 montre
que dans un repeére orthonormé (O, 7’, 7°) ot O est le sommet de P et 7 de méme direction que
OF (donc aussi colinéaire a O—F7 en vertu de 'unicité de 1’axe focal), P a a la fois pour équation
y? =2px = dapx et y? = 2(xp — g/ )T + 25 — 2%, P passant par O, il vient xxr = —zp (car
F' ¢D)puisap =azp: F=F etD=TD. O

Représentation paramétrique et tangentes

Soit (P) une parabole d’équation y? = 2pz dans un repere orthonormé (O, 7°, 7). Dans ce méme

_
repere, P admet pour représentation paramétrique (P) : { $g)) o t2p (t e R)
y =

Le vecteur dérivé (%, 1) n’étant jamais nul, on en déduit que la parabole admet en chacun
de ses points une tangente. La tangente au point de parametre ty est dirigée par le vecteur de

2
it . . (o r(u) =Dy ol
coordonnées (2, 1) donc admet pour représentation paramétrique p 2p (u e R).
P _
y(u) =u+tp
En éliminant le parametre u, on obtient finalement une équation cartésienne de cette tangente :

Proposition 5.8 Soit P une parabole d’équation y> = 2px dans un repére orthonormé
(0, 7,7). Il y a une tangente en tout point My(xo,y0) de P : c’est la droite d’équation
yyo = p(z + o).

FEzercice 5.4 Montrer que les tangentes a une parabole P sont exactement les droites non
paralleles a I'axe focal qui coupent P en un seul point.

Ezercice 5.5 Montrer que la tangente a une parabole en un point M est la médiatrice du segment
[FH] (ou H est le projeté orthogonal de M sur la directrice). Montrer également que si M n’est
pas sur l'axe focal alors cette tangente est aussi la hauteur issue de M dans le triangle FFMH
ainsi que la bissectrice intérieure de 'angle en M.

5.1.4 L’ellipse

La proposition 5.4 montre qu’'une ellipse £ de foyer F', de directrice associée D et d’excentricité
2 2

e admet pour équation réduite (dans un repere orthonormé bien choisi) : — + Z—z = 1 avec
a
a>b>0 (prendre a > 0 et poser b = ay/1 — e2). Réciproquement,
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2 2
Proposition 5.9 La courbe plane d’ equatzon — + Z2 1 avec a > b > 0, dans un repeére
2
a
orthonormé (O, 7',77), est Uellipse de foyer F(c, 0), de directrice associée D : x = — et
c
c
d’excentricité e = — ot ¢ = va? — b%. De plus, d = % et p= %.
a
Démonstration : Soit £ = {M(:L',y) € X, %; + ‘z—; = 1} dans le repere orthonormal (O, 7", 7).

2
Posons ¢ = Va? =02, e = £, F(c,0) et D : x = % Considérons Pellipse &' de foyer F

c
de directrice asssociée D et d’excentricité e. D’apres la démonstration de la proposition 5.4,

& a pour équation dans (0,7, 7) (1 —e?)z? + y? — 2(xp — e*xk)r = e*r% — z%. Comme

2 2 2 2
erg = 5% =c=uwpet a’ —c? =12, on a finalement £ : 2 + 4% =1et & = €.

Enfin, d(F,D) = %—c:%etdoncp:edzﬁ. O

2 2
x
Proposition et Définition 5.10 Soit £ une ellipse d’équation reduzte — + zQ
a > b >0, dans un repére orthonormé (0,7, 7). Si (O', 7', 77') est un repere orthonormé
2
ﬁ+372:1 avec a’ >V >0, alors O' = O, d' = a,

= 1 avec

dans lequel E a une équation de la forme
bV =b 7" =+7 et 7' =+7.

e a est appelé le demi-grand axe de C ; b est appelé le demi-petit axe de C ;
e (Ox) est appelé le grand axe (ou l’aze focal) de C et est un axe de symétrie pour C ;

e (Oy) est appelé le petit axe et est un axe de symétrie pour C ;

Démonstration : 11 est déja clair que nécessairement O = O (unicité du centre de symétrie).
D’autre part, pour tout (z,y), £ a2 + 4 b2 >z +y donc 22 + 9% < a ( 2 | b;) et en particulier,
VM € £, OM? < a? avec égalité si et seulement si M(=+a,0). Par suite, a = %{%Ig OM =d et

/
7 =47

On montre de méme que b= Inf OM =¥ et 7' = £7. (]

Me&

Conséquences. Une ellipse £ admet exactement deux couples foyer-directrice : si (F, D) est
I'un d’eux, l'autre est (F',D’) ou F’ et D’ sont les symétriques de F et D par rapport au centre
de £. Dans les deux cas, l’excentricité est la méme. Une ellipse admet également un unique
parametre.

Représentations paramétriques et tangentes

Soit (£) une ellipse d’équation 2—5 + g—j = 1 avec a > b > 0 dans un repere orthonormé (O, 7", 7).

Dans ce méme repere, € admet pour représentation paramétrique (€) : { ;((8 i Z SCitr)lstt (t e R)
Démonstration : Notons &' = {M(z,y) € X, 3t € R,z = acost,y = bsint}.

e Soit M € &',3t € R, M(acost,bsint) : (acsst)z + (bszgt)Q =1ldonc M €& €& CE

e Soit M(x,y) € £, on a (%)2 + (%)2 = 1. Ainsi £ € [~1,+1] et donc 3t € R, £ = cost. Par
suite, b; =1 — cos?t = sin?t. Quitte & changer ¢t en —t, on a alors x = acost et y = bsint d’on
M € &' et finalement £ C &', O

Ezercice 5.6 Donner une représentation paramétrique rationnelle de I’ellipse précédente privée
de son sommet A’(—a,0).
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Le vecteur dérivé (—asint,bcost) n’étant jamais nul, on en déduit que lellipse admet en
chacun de ses points une tangente. La tangente 73, au point de parametre ¢y est dirigée par le
vecteur de coordonnées (—asin(tg),bcos(tp)). Un point M (x,y) est sur Ty, si et seulement si

T —acosty —asinty

MyM est colinéaire & ce vecteur et donc M(z,y) € Ty, <= . =0d’ou
y —bsinty bcosty

M(z,y) € Tag, <= bxcosty + aysinty = ab soit M (x,y) € Ty, <= b5 4 a¥f® = ab.

Proposition 5.11 Soit £ une ellipse d’équation z—i =+ %; = 1 dans un repére orthonormé

O, i,7). Il y a une tangente en tout point My(xg,yo) de £ : c’est la droite d’équation
) J ) g p Y q

xﬂEQO + yby2o =1.

a

Ezercice 5.7 Montrer que la tangente a une ellipse en un point M est la bissectrice extérieure
de langle en M dans le triangle M FF’.

5.1.5 L’hyperbole

D’apres la proposition 5.4, une hyperbole H de foyer F', de directrice associée D et d’excentricité

2 2
T
e admet pour équation réduite (dans un repere orthonormé bien choisi) : — = Z—Q = 1 avec
a
a,b > 0 (prendre a > 0 et poser b = av/e? — 1). Réciproquement,
2 g2
Proposition 5.12 La courbe plane d’équation —5 — i 1 avec a,b > 0, dans un repere
a
. - — . . ., a?
orthonormé (O, i , ), est Uhyperbole de foyer F(c,0), de directrice associée D : x = — et
c
d’excentricité e = — =+Va? + b2. De plus d = % etp= %.
a
s . y2 N . - —
Démonstration: Soit H = {M(z,y) € X, £ a2 — Y5> = 1} dans le repere orthonormé (O, i, j )

[\30“

Posons ¢ = va? +b%, e = £, F(c,0) et D : x = —. Soit H' I'hyperbole de foyer F', de directrice
c

associée D et d’excentricité e. D’apres la démonstration de la proposition 5.4, H' a pour équation

dans (0, 7,7) (1 —e?)a? +y? — 2(zp — exi)z = e*2% — 2%, Comme 621:K %%—C—mp
2 2
et a®> — ¢ = —b%, on a finalement H"m—z—z—zzlet H =H.
a
_ b
De méme que pour lellipse, on a d = - et p = . O
2 2
T
Proposition et Définition 5.13 Soit I’hyperbole 'H d’équation réduite — — Z—Z = 1 avec
a
a,b >0, dans un repére orthonormé (O, 7", 7). Si (O, 7', 7") est un repére orthonormé dans
2
lequel H a une équation de la forme P 272 =1 avec d',b/ >0, alors O' =0, d =a, V/ =b,

T =+7T et 7 =47
e a est appelé le demi-aze transverse ; b est le demi-axe non transverse ;
o (Ox) est l'aze transverse (ou encore l'aze focal) et est un axe de symétrie ;

o (Oy) est l'axe non tranverse et est un aze de symétrie.

Démonstration : 11 est déja clair que nécessairement O/ =0 (unicité du centre de symétrie).
D’autre part, pour tout M(x,y) € H, on a 22 = a?(1 + ) donc % +y? > a® + y*(1 + ¢ @) > g2
avec égalité si et seulement si M (=£a,0). Par suite, a = IIan OM? =d et 7' = i—> On en
déduit alors 7’ = +77. Enfin, le point P de coordonnées (a\f b) (dans le premier repere) est
sur H donc 1+ b,—g = 2 et finalement b’ = b. 0
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Conséquences. Une hyperbole H admet exactement deux couples foyer-directrice : si (F, D)
est 'un d’eux, l'autre est (F',D’) ou F’ et D’ sont les symétriques de F' et D par rapport au
centre de H. Dans les deux cas, I’excentricité est la méme. Une hyperbole admet également un
unique parametre.

Représentations paramétriques et tangentes

2
Soit (H) une hyperbole d’équation 2—5 — ‘7;—2 = 1 avec a,b > 0 dans un repere orthonormé
, 7, 7). Dans ce méme repere, H admet pour représentation paramétrique
0,7,7).D ¢ ere, H admet présentati Stri

N

L0 = g Ty
0 20 Tt (rel- 550550

Démonstration : Notons H' = {M(m,y) €X,3tel-%,2UsL, I z= %,y = btant}

a
e Soit MEH’,HtER,M(@,btant) : aQZjSQt - b2t§‘2n2t =ldonc M eHet H CH

. 2 2 .
o S;)lt M(z,y) € H,ona (£) — ()" =1. ¥ € Rdonc 3t €] — §, 5[, £ = tant. Par suite,
=1 +tan’t = Co;%. Quitte a changer ¢t en m +1¢, on a alors ¥ = _— et y = btant d’ou

M € H' et finalement H C H'.
Ezercice 5.8 Donner une représentation paramétrique rationnelle de I’hyperbole. a

Le vecteur dérivé (aCS;;tht, CO;’Q 1t) n’étant jamais nul, on en déduit que ’hyperbole admet en

chacun de ses points une tangente. La tangente 73y, au point de parametre ¢y est dirigée par le

z sin tg b : : :
vecteur de coordonnées (a 5 fo cos? to)' Un point M (x,y) est sur Ty, si et seulement si M M

__a sin tg

est colinéaire a ce vecteur et donc M(z,y) € Ty, <= bCOStO cos?to | — () d’ofl, en
y — btanty wos21g

multipliant par ﬁ, M(z,y) € Ty, <= C:fto — aytanty = ab (ﬁ — tan? to) = ab soit

finalement M (z,y) € Tag, <= 052 — a¥® = ab.

Proposition 5.14 Soit H une hyperbole d’équation ﬁ—z - %; = 1 dans un repére orthonormé
(0,7,7). Il y a une tangente en tout point My(xzo,yo) de H : c’est la droite d’équation
TZo _ Y¥o _— q
a? b2 ’

Ezercice 5.9 Montrer que la tangente a une hyperbole en un point M est la bissectrice intérieure
de langle en M dans le triangle M FF’.

Branches infinies de I’hyperbole

Proposition 5.15 Une hyperbole d’équation réduite z—i — g—; =1 avec a,b > 0 (dans un repére

orthonormé (0,7 ,7)) admet deux asymptotes d’équations y = gac ety = —gw.

Démonstration : Etudions, par exemple, la branche infinie correspondant & ¢t — 5 (avec la

représentation paramétrique précédente). On a ¥ = gsin t—=g— 2 et y — 2:1: = bS‘élo';;l soit
b, _ pcosz—1 _~ _m b
y—r=0—ouxr=75—tetdoncy ang—>0- (]

Définition 5.16 Une hyperbole est dite équilatére si ses deux asymptotes sont perpendiculaires.

Remarque. Une hyperbole d’équation réduite ﬁ—i - g—j = 1 avec a,b > 0 (dans un repere

orthonormé (O, 7’, 7)) est équilatere si et seulement si a = b c’est a dire e = /2.
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Hyperbole rapportée a ses asymptotes

Proposition 5.17 Dans un repére li€ a ses deux asymptotes, une hyperbole a une équation de
la forme xy = Cte.

Démonstration : Soit H une hyperbole d’équation réduite ﬁ—z — %; = 1 avec a,b > 0 (dans
un repere orthonormé (O, 7, 7)). Ses asymptotes ont pour équations y = 31: et y = —21’.

Posons alors 7" = Ma7 +b7) et 7' = u(a@ —b7) ot Ay # 0 (ce sont deux vecteurs

irecteurs quelconques des asymptotes). La matrice de passage de (77, a (27, est
di quelconques des asymptotes). L ice de passage de (7,7) a (7,7

A . .. . .

donc < )\Z _M ;Lb ) Si (z,y) et (2',y’) désignent respectivement les anciennes et nouvelles

coordonnées d’un méme poin ,on a alors = a(Ax' + py') et y = ' — uy') et par
données d’ ¢ int M 1 (A" + py') et b(Ax' — py') et

suite, M € H < Az’ + py')? — (W' — uy')? = 1 et H a donc pour équation 'y = ﬁ.

(N}

5.2 Définition bifocale des coniques a centre

Théoréme 5.18 Soient F et F' deux points de X, tels que FF' = 2¢ > 0 et a un réel
strictement positif. Le lieu des points M du plan tels que MF + MF' = 2a est

e )sia<cet|[FF'lsia=c
e [ellipse de demi-grand aze a et de foyers F et F' si a > c.

Démonstration : Les deux premiers cas résultent de I'inégalité triangulaire (et du cas d’égalité
dans cette inégalité). Supposons donc a > ¢. Soit O le milieu de [F'F’]. Posons 7" = O—lFOﬁ et
7 tel que (77, 7) soit une base orthonormée directe. Soit M (z,y) € X. Désignons par I le lieu
cherché et posons enfin b? = a? — 2.
Mel < MF+ MF' =2a

= VTP R+VET T =2

= (- )2+ 22+ (4’ + 2@ — )2+ 2 /(@ + )2 + 2 = 4a?

= — (2 + A+ —-2d%) =/ (z— )2+ > /(z+ )2+ 42

(22 + 2 + 1% = 20" = [(@ = ¢ +¢?] [(z + ) + ¢

<~

22 42 < 2% — &2

($2+62+y2—2a2)2:($2+y2+62—2$c) (2% + y% + % + 2z¢)
— 22 4 y? < 22— &2

(a:2 +% + 02)2 — 4a2(aj2 +y% + 62) +4a* = (332 + %+ 02)2 — 42 c?
— 2,2 2 _ .2

4 +y <2 —c

202 _ 2 2.2 2(2 _ 2

z(c* — a®) — y?a? = a® (¢* — a?)
— 22 442 < 242 — 2
‘:’ié‘ir%j:l et 2?2+y?<a’+b?

2 2
<:>§—§+g—2zlcar (i—z+g—2:1:>$2§azety2§b2>
Donc T est bien Dellipse de demi-grand axe a et de foyers F'(c,0) et F'(—c,0) O

Remarque. On en déduit la construction “du jardinier” de ellipse ...

Théoréme 5.19 Soient F et F' deux points de X, tels que FF' = 2¢ > 0 et a un réel
strictement positif. Le lieu des points M du plan tels que |MF — MF'| = 2a est

e ) sia>cet(FF)\|[FF'[sia=c
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e [’hyperbole de demi-axe transverse a et de foyers F' et F' sia < c.

Démonstration : Les deux premiers cas résultent de I'inégalité triangulaire (et du cas d’égalité
dans cette inégalité). Supposons donc a < c. Soit O le milieu de [FF’]. Posons 7 = O%O? et

7 tel que (77, 7) soit une base orthonormée directe. Soit M (xz,y) € X. Désignons par I le lieu

cherché et posons enfin b? = ¢ — a®.

Mel < |MF—-MF'|=2a
2
= (V= + - Vit 7+ ?) =da’
=+ Ayt -20° = (@ - +y?V/( + o)+
(2% + % + 2 —2a2)2 = [(z — ) +v*] [(z + ¢)* + ¢*]

— 22 +y? > 2a® — 2
20,2 _ 2 2.2 _ 2(2_ 2

—{ e eara-re
— bsz —2y2a2 — 212

22 + 9% > 2a% — 2
@%—%—jzl et :L‘2—|—y22a2—b2
@%—Z—;:lcar (2—3—%—;:1:9522@2)

Donc I est bien ’hyperbole de demi-axe transverse a et de foyers F(c,0) et F’'(—c,0) O

5.3 Courbes du second degré

Dans le plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (O, 7, 7), on appelle courbe du
second degré toute courbe plane I' d’équation f(z,y) = 0 ou f est un polynéme de degré deux
en les variables z et y : f(z,y) = Az? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey + F = 0 avec A, B et C non
tous nuls.

5.3.1 Recherche d’un centre de symétrie

Proposition 5.20 Le point Q0 de coordonnées (xo,yo) est centre de symétrie de la courbe T
(supposée non vide) si et seulement si

{ 2Az0+ Byo+ D =0 fa(o,50) =0

fy(x0,90) =0

Bao +2Cyo + E = 0 c’est a dire si et seulement si {

En particulier, si 4AC — B? # 0, il y a un unique centre de symétrie.

Démonstration: 11 est facile de vérifier que l'origine O du repere est centre de symétrie si
et seulement si £ = D = 0. Considérons le point Q de coordonnées (xo,y0) et effectuons
le changement d’origine correspondant. Notons (x,y) les coordonnées d’un point M dans
(O, 7, 7), et (X,Y) ses coordonnées dans (2, 7, 7) Onaalorsz=xg+Xety=yy+7Y.
MeTl & Ar?+ Bay+Cy*+Dr+Ey+F =0
S AX +20)2+ B(X +20)(Y +y0) + C(Y +90)?> + D(X +20) + E(Y + o) + F =0
& AX?+ BXY +CY?+D'X+EY +F =0
ouw D' =2Azg+ Byy+ D, FE =Bxg+2Cy+FE et F = f(xo,v)

on traduit alors le fait que 'origine du nouveau repere est centre de symétrie. O

Remarque. Le signe de 4AC — B? est celui du discriminant de la forme quadratique définie
par q(z,y) = Az?+ Bry+ Cy?. 1l est donc invariant dans un changement de base orthonormée.
Le calcul précédent permet d’en déduire qu’il est invariant dans tout changement de repere
orthonormé. D’une maniére plus générale, le signe (strict) de ce discriminant est invariant dans
tout changement de repere (cela résulte de la formule de changement de base A’ = ‘PAP pour
une forme quadratique).
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5.3.2 Classification des courbes du second degré

Proposition 5.21 La courbe d’équation Ax? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey+ F =0 est

o 5i4AC — B? > 0 : une courbe du genre ellipse & savoir 'ensemble vide, un point, un cercle
ou une ellipse.

o si 4AC — B? < 0 : une courbe du genre hyperbole & savoir deuz droites sécantes ou une
hyperbole.

o s5i 4AC — B? = 0 : une courbe du genre parabole & savoir l’ensemble vide, deux droites

paralléles ou confondues ou une parabole.
Démonstration :

e si 4AC — B? > 0 : Dans le repere d’origine 2, I’équation de la courbe est de la forme
Az’ +Bxy+Cy?>+K = 0. On reduit alors la forme quadratique ¢ dans le groupe orthogonal ;
on détermine ainsi un repére orthonormé du plan dans lequel la courbe a une équation du
type A12"? + B1y'? = K1 (c’est a dire que 1'on effectue en fait une rotation du repere). Le
signe du discriminant étant un invariant, A; et B; sont ici de méme signe (par exemple
positifs). Trois résultats sont alors possibles suivant que K1 < 0, K3 =0 ou K; > 0.

e On procede de méme dans le cas 4AC — B? < 0 et on trouve un repére orthonormé du plan
dans lequel la courbe a une équation du type A2/ + By = K. Le signe du discriminant
étant un invariant, A et By sont ici de signes contraires. Deux résultats sont alors possibles
suivant que K7 = 0 ou K; # 0.

e Si4AC — B? =0, deux cas sont possibles :
ou bien A = 0 et alors B = 0 (et donc C # 0). L’équation de I' se réduit alors a
Dr = —Cy?> — Ey — F. Si D # 0, T' est une parabole. Si D = 0, ' est ou vide (si
E? — 4CF < 0) ou la réunion de deux droites paralleles, éventuellement confondues (si
E? —4ACF >0).
ou bien A # 0 et une équation de I est alors A(z+ %y)Q—i—D:r—i—Ey—i—F = 0. Le changement
de coordonnées iy =y et 2’ =z + Q%y (qui correspond & un changement de base) fournit

une nouvelle équation de I' : y/(E — B2) = —A2” — D2’ — F et par suite I' est encore
une parabole ou I'ensemble vide ou la réunion de deux droites paralleles, éventuellement

confondues.
O
Remarque. On pourrait songer a utiliser une réduction de Gauss de la forme quadratique. Mais

cela conduit a se placer dans un repere non orthogonal ou il est bien difficile de reconnaitre la
conique (et ot on perd les propriétés métriques).

5.3.3 Exemple

Le plan étant rapporté a un repere orthonormal, déterminons la nature de la courbe d’équation
f(z,y) =0 avec f(z,y) = 1022 — 62y + 29> — 3z + 2y.

Le discriminant de la forme quadratique associée vaut, dans la base initiale, 44 > 0. On
a donc une courbe du type ellipse. Le centre de symétrie a des coordonnées (zq,yo) vérifiant
fe(zo,90) = f(w0,90) = 0 c’est a dire 2029 — 6yo — 3 = 0 et —6z¢ + 4yo + 2 = 0. On trouve
w(0, —%) et la courbe a pour équation dans le nouveau repere 10X? — 6XY +2Y?2 — % =0. On
procede alors & la réduction orthonormale de la forme quadratique ¢(X,Y) = 10X2—-6XY +2Y?2

. 1 — .
de matrice M = < _% 23 ) Les valeurs propres sont 1 et 11 d’ou les vecteurs propres vy et
vy de coordonnées respectives ——(1,3) et ——(—3,1). Dans le repere orthonormal (w, vy, vs), la

V10
conique a pour équation X% + 11Y"% —

V10

% = 0. C’est une ellipse.



