Chapitre 3

Les angles

3.1 Angles orientés de vecteurs du plan

3.1.1 Groupe des rotations

Dans tout ce qui suit, on se place dans un espace vectoriel euclidien £ de dimension 2.

Définition 3.1 On appelle rotation de E toute composée de deux réflexions de E. On notera
R l’ensemble des rotations de E.

Proposition 3.2 Toute rotation de E distincte de l'identité ne fize aucun autre vecteur que 0.

Démonstration: Soient donc r € R et u € E\{0} tel que r(u) = u. Par définition, on peut
écrire r comme composée de deux réflexions : r = s; o s9. Mais alors, s; or = sy et donc
so(u) = s1(r(u)) = s1(u). En posant v ce dernier vecteur, on a |u| = |v| (une réflexion est
une isométrie). Ou bien v = u et alors s; et sy ont méme axe donc s1 = sg et r = idg ou
bien u # v et I'unicité de la réflexion envoyant u sur v assure que s; = so et donc r = idg.

O

Proposition 3.3 Soient u,v € E\{0}. Si |u| = |v| alors il existe une unique rotation envoyant
u surv.

Démonstration: Montrons 'existence. Si u = wv, 'identité convient. Sinon, soit s; I'unique
réflexion envoyant u sur v. On a $1 0 Syee(u) (u) = v donc la rotation r = s; o Svect(u) CODVient.

Montrons 'unicité. Soit 7' une rotation telle que r'(u) = v. Si u = v, la proposition précédente
donne 7’ = idgp = r. Supposons donc u # v et posons g = s1 o7’ oi1 51 est 'unique réflexion
envoyant u sur v. g est une isométrie qui fixe u. Soit alors e un vecteur orthogonal a u tel que
lel = |u]. (u,e) est une base orthonogonale de E et g(u) = u L g(e) donc g(e) = te. g(e) = e
est impossible (car sinon g = idp et ' = s; ce qui est exclu, une rotation et une réflexion
n’ayant pas méme ensemble d’invariants). On a donc g(e) = —e et par suite g = Svect(u) SOIt
7= 510 Syeer(u) =T (]

Proposition 3.4 Soit r une rotation de E. Pour toute réflexion s de E, il existe une réflexion
s1 de E telle que r = s1 0 s. De méme, il existe une réflexion so telle que 1 = s o s9.

Démonstration : C’est clair si r = id (prendre s; = s = s). Sinon, soient d l'axe de s, a
un élément non nul de d et b = r(a) (on a donc b # a). Il existe alors une réflexion s; telle
que s1(a) = b. Considérons 1’ = s1 0 s. C’est une rotation qui transforme a en b. Or il existe

exactement une rotation de R transformant a en b (car |a| = |b]), et donc r =1" = s1 0 s.
Ce qui vient d’étre démontré vaut pour r—'. Il existe donc une réflexion ss telle que 7~ = sy0s
ce qui implique r = s o0 s9. o
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Théoréme 3.5 L’ensemble R des rotations de E est un sous-groupe commutatif de O(E).

Démonstration : R contient Idg. Si r = s1 0 s9 est une rotation, r est inversible et son inverse
est 71 = 59051 qui est bien une rotation. La seule chose non évidente est que R soit stable par
composition. Soient donc r et r’ deux rotations. Soit s une réflexion. D’apres ce qui précede, il
existe deux réflexions s; et s, telles que r = sjos et r’ = sosy et donc ror’ = s10s505089 = 51059
car sos = Id. Donc 7 o r’ est bien une rotation.

Soient enfin 71 et ro deux rotations de R. Il existe des réflexions s, s1 et so de E telles que
rr=8108 etry=s0Sy desorte que r; ory = 8| 08y tandis que ro 01| = 5082081 08.

Il s’agit donc de montrer que s1 059 = 5089 081 0 S OU €NCOTE : SO §1 O S = SO 9 O 7.
Considérons t = s o s1 0 s9. En décomposant la rotation s; o s9 sous la forme s1 0 590 = s 0 s3, on
voit que t = s3 est une réflexion donc une involution. Or ¢t~ = (sosjo 52)_1 = 5908108 ce qui
démontre le résultat. O

Ezercice 3.1 Redémontrer ce résulat a partir des expressions matricielles.

3.1.2 Notion d’angle

Proposition et Définition 3.6 Soit C' [’ensemble des vecteurs de E de norme 1. La relation
~ définie sur C x C par  (u,v) ~ (u',v") s’ existe une rotation r telle que r(u) = u’ et
r(v) = v/, est une relation d’équivalence. L’ensemble quotient de C x C par cette relation est
appelé ensemble des angles orientés de vecteurs et noté A : A= (C x C)/~=(C x C)/R.
L’angle orienté (17,\1}) est par définition 'image de (u,v) dans A.

Ezxtension de la définition : si x et y sont deux vecteurs non nuls de F, H%II et Hz—” sont des

vecteurs de norme 1, ce qui permet de définir (a,f,\y) = (”%E\ﬁ)

Démonstration : Le fait que ~ soit une relation d’équivalence peut se vérifier directement. Il est
aussi possible de remarquer que le groupe R opere naturellement sur C et donc sur C' x C et
que ~ est la relation d’équivalence associée a cette opération de R. O

Exemples. Soit u un vecteur non nul de E. L’angle (u/,a) est appelé angle nul. L’angle (u,/:u)
est appelé angle plat.

Propriétés. Les rotations et les homothéties conservent les angles orientés de vecteurs.
Démonstration: Cas des rotations. Soient x et y deux vecteurs non nuls et r une rotation.
Si z et y sont de norme 1, il en est de méme de r(x) et de r(y), et 'assertion résulte de la

définition de A. Dans le cas général, notons a = ||z| et b = ||y||. Comme r est une isométrie,
lr@)|l = |lz||=a et |[r(y)| = |ly|]| =b. En utilisant la définition précédente,
T rz)  r(y)

(r(z),r(y)) = (

(@)™ [Ir(y)]

r(z) r(z)

Comme r est linéaire,i“r(i)” =2 =r(%) et IIZE%H = (%) donc (r(a?)/,\r(y)) = (7’(%;\7’(%))
Comme £ et { sont unitaires, (r(%ﬁ(%)) = (g/,\%) = x/,z/) en appliquant l'extension de la

définition.
Cas des homothéties. Soit donc h une homothétie de rapport A non nul.
Si A est strictement positif, [|[A x| = A ||z|| et ||Ay]| = A [y]|

)\x/\)\y 7y —
i) = G ) = (@)
A [ [[A yll ]l [yl

donc (A a?,\)\y) =(

Si A est strictement négatif, par un calcul analogue, (/\:U/,\)\y) = (—;,\—y)
Comme E est de dimension 2, —Id est une rotation (c’est par exemple, pour tout vecteur
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— —

non nul e, la composée sy..(c) © S(Vect(e))l) et donc, d’apres ce qui précede, (—z,—y) = (z,y)
O

3.1.3 Angle d’une rotation

Proposition et Définition 3.7 Soit e un vecteur unitaire.

L’application 0. : R — A, r — 0.(r) = (e, r(e)) est indépendante du choiz du vecteur unitaire e.
Pour toute rotation r, 0(r) est par définition, ’angle de la rotation r.

— —

Démonstration : On doit vérifier que si €’ est un autre élément de C' alors (e,r(e)) = (¢/,r(€’))
ce qui revient a dire que (e,7(e)) ~ (¢/,r(€e’)). Or il existe une rotation 7’ telle que r’(e) = ¢’. 11
s’agit donc de montrer que r/(r(e)) = r(e’) soit encore : r/'(r(e)) = r(r'(e)) ; mais le groupe R
est commutatif, et donc r o7’ = r’ o r. Ce qui démontre le résultat. O

3.1.4 Groupe des angles orientés

Proposition 3.8 L’application 6 (définie au paragraphe précédent) est bijective. Une rotation
est donc caractérisée par son angle.

Démonstration :

1) Montrons que 6 est injective : soient donc r et ' deux rotations telles que 6(r) = 6(r').
Donc (e,ﬁe)) = (e,?’ze)). Cela signifie qu’il existe une rotation r” telle que ”(e) = e et
r(r(e)) = r'(e). Or I'égalité r”(e) = e implique que r” = Id, et la deuxieme égalité se réduit
donc a : r(e) = r'(e), ce qui implique r = 7.

2) Montrons que 6 est surjective : soit donc a = (1?,\1)) un angle. Comme 0 = 0,, il suffit donc
de montrer qu'il existe r dans R telle que a = 6,,(r) ou encore que v = r(u). Mais ceci résulte
de la proposition 3.3. o

Conséquence. A peut étre muni d’une loi de composition lui conférant une structure de groupe
abélien en posant, pour a et @’ dans A, a+a’ =0 (071 (a) o0 1(a')) (transport de structure).

Ezercice 3.2 Vérifier que la loi + fait bien de A un groupe qui de plus est abélien.
Remarque. Par construction, I’application 6 est alors un isomorphisme de groupes.
Proposition 3.9 (Relation de Chasles) Pour tous vecteurs non nuls u, v et w, on a :

(u,v) + (v,w) = (u,w)

Démonstration : Soit r la rotation telle que r(u) = v et v/ la rotation telle que 7/(v) = w.

Donc 0(r) = (17,7)) et O(r") = (v,w). Il résulte de la définition de 1’addition des angles que
(u,v)+(v,w) = (ror’) et donc (u, v)+(v,w) = 8(r'or). Or r'or(u) = w et donc O(r'or) = (u, w).
Ce qui démontre la propriété. o

Remarque. La définition de 'addition des angles correspond donc bien & ce que l'on attend
géométriquement a savoir qu’ajouter deux angles correspond bien a “les mettre bout a bout”.

Exercice 3.3 Montrer que toute réflexion inverse les angles. Autrement dit, pour tous vecteurs
non nuls u et v, et pour toute réflexion s, (s(u), s(v)) = —(u,v).
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3.1.5 Mesure d’un angle orienté

On choisit une base orthonormée B = (ej,e2) de E, et a tout réel z on associe le vecteur

—

(unitaire) u(z) = (cosx)e; + (sinx) e2. Notons alors a,(z) = (e, u(z)).

Proposition 3.10 L’application a, : R — A est un homomorphisme de groupes, surjectif, de
noyau 2wZ et on a donc un isomorphisme de groupes A ~ R /27Z.

Démonstration : Montrons que a, est une surjection : si « est un angle, il existe une rotation r

—

de R telle que a = (e1,7(e1)) (surjectivité de 6e,) et r(e1) est bien de la forme wu(z) puisqu’en
dimension 2, un endomorphisme orthogonal positif (rotation) a, dans une base orthonormée,
cosr —sinx

une matrice de la forme R(z) = )
sinz  cosx

Montrons que a, est un homomorphisme de groupes. Soient = et 2’ deux réels. On va montrer

que a,z(z +2') = agz(x) + agz(2’), soit encore = (e, u(/a:\—i— x')) = (el,/u\(x)) + (el,aa:’)).

Soit donc r la rotation telle que r(e1) = u(z) et v’ la rotation telle que 7/(e1) = u(x’).

Il suffit donc de montrer que r o r'(e1) = u(x + 2’). Or r’'(e1) = cosa’ e; + sinz’ eo. Comme r
est linéaire, r o r’(e1) = cosz’r(e1) + sinz’ r(ey) ; d’autre part, par définition, r(e;) = u(z) =
cosx e + sinx ey et comme 7 est de déterminant +1, r(es) = —sinx e; + cosz ez et donc,

ror'(e;) = cosz’ (cosz e +sinxeg) +sinz’ (—sinz ey + cosx eg)

Les formules d’addition montrent que : r o 1/(e1) = cos(x + ) e1 + sin(z 4+ 2’) e2 et donc
ror'(er) = u(z + ).

Le nombre réel x appartient au noyau de a, si et seulement si u(z) = e; ce qui équivaut a
cosz =1 et sinx = 0, et ceci équivaut a : x € 27Z.

Pour tout réel x notons Z son image dans R/27Z. Comme a,(z) ne dépend que de la classe de
x modulo 277, on peut définir une application @, : R/27Z — A en posant @, (T) = a,(x), qui
est également un homomorphisme. Comme a, est surjectif, il en est de méme de @,. Enfin, si @
appartient au noyau de @, x appartient a 277 et donc T = 0. O

Proposition 3.11 Soient B’ une autre base et a,, définie de maniere analogue.
e Si B et B’ sont de méme orientation alors les applications a, et a,, coincident.

e Si B et B' sont d’orientations contraires alors G, = —ay.
Démonstration: Notons, comme précédemment u/(x) = cosze] + sinxzey et considérons
lisométrie (linéaire) f : F — FE définie par f(e1) = €] et f(e2) = €}. f est alors de déterminant
+1, car det f = detp(B’), et donc f est une rotation, et donc conserve les angles. Comme
f(u(x)) = u/(x) ceci implique (e, u/(x)) = (f(e1), f(u(x))) = (e1,u(z)) et donc ag(x) = @, (v)
d’olt @, = @. Si B et B’ sont d’orientations contraires alors f est alors une réflexion et donc
inverse les angles. D’out comme ci-dessus @, = —a,. O
Définition 3.12 Lorsque le plan vectoriel E est orienté, on appelle mesure d’un angle orienté
de vecteurs « tout réel x tel que a(x) = a. On appelle mesure principale de « l'unique réel
x €] —m, 7| tel que a(x) = .

3.1.6 Cosinus et Sinus d’un angle orienté de vecteurs

Proposition et Définition 3.13 On définit une application de A dans [—1,1] en associant a
un angle orienté de vecteurs unitaires (u,v), le réel Cos((u,v)) =<wu,v> (appelé Cosinus de

—

langle orienté de vecteurs (u,v)).
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Démonstration : Si (u,v) et (u/,v") sont deux couples de vecteurs unitaires tels que (u,v) =

(u/,0’) alors il existe un élément r de O1(E) tel que ' = r(u) et v/ = r(v) et donc
<u',v'>=<r(u),r(v)>=<wu,v> car r conserve le produit scalaire. O
Remarques.

e La fonction Cosinus est intrinseque (elle ne dépend pas du choix de l'orientation).
e Pour tout couple (u,v) de vecteurs non nuls, on a donc : <u,v>= ||u”||v||Cos((17,\v))

e Avec les notations précédentes, pour tout réel x on a Cos(a(x)) = cosz.

Proposition et Définition 3.14 Soit B une base orthonormée du plan. On définit une ap-
plication de A dans R en associant a un angle orienté de vecteurs unitaires (u,v), le réel

Sm((ﬂ))) = detg(u,v) (appelé Sinus de l'angle orienté de vecteurs (17,7)) dans la base B).

Démonstration : Si (u,v) et (u/,v") sont deux couples de vecteurs unitaires représentant ’angle

(u,v) alors il existe un élément r de OT(E) tel que v = r(u) et v/ = r(v) et donc
detp(u/,v") = detp(r(u),r(v)) = detg(r) detg(u, v) et le résultat en découle. 0
Remarques.

e La fonction Sinus n’est pas intrinseque : elle est inchangée si on remplace B par une
base orthonormée de méme orientation mais elle est changée en son opposée dans le cas
contraire.

Pour tout angle orienté o, on a : Cos?(a) + Sin%(a) = 1.

Pour tout angle orienté «, on a donc : Sin(«) € [—1,1].

Avec les notations du paragraphe précédent, pour tout réel = on a Sin(a(z)) = sinz.

Sinus et produit vectoriel

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Etant donnés deux vecteurs u et v
de E, le produit vectoriel u A v est caractérisé par :

- . R
e uAv= 0 siuetwvsont colinéaires,

o uAv = |ul.|v].sin ((m)) T ou k est le vecteur unitaire directement orthogonal & (u,v),
ce vecteur déterminant l'orientation du plan Vect({w, v}), sinon.

Démonstration : Supposons donc (u,v) libre. Soit T le vecteur unitaire directement orthogonal

a (u,v). Soit (e1,ez) une base orthonormée de Vect({u,v}) telle que B = (61,62,?) soit
r ¥ «

orthonormée directe. Soit w € E. On a alors <u Av,w>= [u,v,w] = |y 3 B | et donc
0 0 ~ 8

<uAv,w>=ydet(, ¢,)(u,v) soit finalement <u Av,w> = vsin ((m)) Ju|.|v]. Le résultat en

. . N
découle puisque u A v est colinéaire a k. O

—

Remarque. Compte tenu du choix effectué pour ¥, on a sin ((u, v)) > 0 (prendre w = % dans

la démonstration précédente pour s’en convaincre).
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3.2 Autres notions d’angles

3.2.1 Angles géométriques de vecteurs du plan

Proposition et Définition 3.15 Soit C' ’ensemble des vecteurs de E de norme 1. La relation
~ définie sur C x C par  (u,v) ~ (u,v") s’il existe un élément f de O(E) tel que
f(u) = o' et f(v) = V', est une relation d’équivalence. L’ensemble quotient de C' x C par
cette relation est appelé ensemble des angles géométriques (ou non orientés) de vecteurs et noté

A:A=(CxC)==(CxC)OE).

—

L’angle non orienté {u,v} est par définition l’image de (u,v) dans A.
x

Extension de la définition : si x et y sont deur vecteurs non nuls de F, e et ”73/“ sont des

vecteurs de norme 1, ce qui permet de définir {a/} = {”%”/,\ﬁ}

Démonstration : ~ est en effet la relation d’équivalence associée a I'opération naturelle de O(FE)
sur C' x C. 0

Remarque. Les rotations, les homothéties et les réflexions conservent par définition les angles
géométriques.

Proposition 3.16 La relation ~ est strictement plus fine que la relation =.

Démonstration : Soient u,v,u’ et v' des vecteurs unitaires. S’il existe une isométrie positive f

qui transforme u en u’ et v en v/, il existe une isométrie qui transforme u en v’ et v en v (!)

donc ~ est plus fine que ~. Par contre, soit B = (u, v) une base orthonormée du plan. Il est clair
9 )

que (u,v) =~ (u, —v) car la réflexion d’axe Ru transforme bien u en u et v en —v, mais (u,v) et

(u, —v) ne sont pas équivalents au sens de ~, car la seule isométrie linéaire qui laisse fixe u et

transforme v en —v est la réflexion d’axe Ru. (]

Remarque. Pour tout couple (u, v) de vecteurs unitaires, on a {zj,\v} = (zj,\v)u(v/;a) Considérer

I'angle géométrique {u, v} revient donc a confondre les angles orientés de vecteurs (u, v) et (’U/,TJ,)

Démonstration : Soit (u',v') € {17,7)} On a alors f(u) =« et f(v) = v pour un certain f de
O(E). Si f est dans OT(E) alors (v/,0') € (1;,\11) Sinon, en notant s la réflexion échangeant u
et v, fose€ OF(E) et fos(u) =v"et fos(v) = donc (v/,v) € (17,71) L’inclusion réciproque
se montre de méme. O

Proposition et Définition 3.17 On définit une application de A dans [0, 7] en associant a un
angle géométrique {u,v}, le réel m de [0, 7] tel que m soit une mesure de (u,v) ou de (v,u). Ce

réel m s’appelle la mesure de 'angle géométrique {v,u}.

Démonstration : Soit {@} un élément de A. L’angle orienté (1;7)) a une unique mesure m dans
| — 7, 7] (mesure principale). Une mesure de (v, u) est alors —m et seul un des deux réels m et
—m est dans l'intervalle [0, 7]. 0

Ezercice 3.4 Déterminer la somme des mesures des angles géométriques d’un triangle non aplati.

Proposition et Définition 3.18 On définit une application de A dans [—1,1] en associant
un angle géométrique {u,v}, le réel Cos({u,v}) =<u,v> (appelé Cosinus de l’angle géométrique
{u,v}). Cette application est bijective et un angle géométrique est donc caractérisé par son
Cosinus.

Démonstration : Si (u,v) et (u',v’) sont deux couples de vecteurs unitaires tels que {1?,7}} =
{u/,v'} alors il existe un élément f de O(E) tel que v/ = f(u) et v = f(v) et donc
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<u',v'>=<f(u), f(v)>=<wu,v> car f conserve le produit scalaire.

Le fait que Cos soit surjective est clair (pour y € [—1,1], prendre u = ye; ++/1 — y?ez et v = €3

ou (eq,ez) est orthonormée).

Soient 0 et 6" deux angles géométriques tels que Cos(6) = Cos(#'). 1l existe donc des vecteurs

unitaires u, v et v’ tels que 6 = {’L:,T)} et 0 = {7;;’} L’hypothese <u,v>=<u,v'> implique,

car les vecteurs sont unitaires, que ou bien v = v’ ou bien v et v/ sont symétriques par rapport a

la droite Ru (écrire les composantes de v et v’ dans une b.o.n. (u,w)), et dans les deux cas, § = 6'.
O

3.2.2 Angles de vecteurs dans I’espace

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3. On note C' I’ensemble des vecteurs de E de
norme 1.

Proposition et Définition 3.19 Sur l’ensemble C' x C' on considére la relation ~ définie par
(u,v) ~ (u',v') si et seulement si il existe un élément f de OV (E) tel que : f(u) = o
et f(v) = v ainsi que la relation ~ définie par (u',v") = (u,v) si et seulement si il existe
un élément f de O(E) tel que f(u) = u' et f(v) = v'. Ces deux relations sont des relations
d’équivalence qui sont égales.

L’ensemble quotient de C' x C' par cette relation est par définition l’ensemble des angles de
vecteurs de ’espace. Il est noté A.

L’image de (u,v) dans A est par définition 'angle de vecteurs (de Uespace) de u et v et est noté

{u,v}.

Démonstration : Comme dans le cas du plan, le groupe O(F) (resp O (FE)) opere sur C x C.

On en déduit que ~ et ~ sont des relations d’équivalence.

Soient donc x,y,x’ et y des vecteurs de norme 1. Il est clair que (2/,y') ~ (z,y) implique

(@) ~ (2,9).

Réciproquement, supposons (z,y’) = (z,y) c’est a dire qu’il existe une isométrie f telle que

' = f(z) et ¥ = f(y). Il Sagit de montrer qu’il existe une isométrie paire g telle que 2/ = g(z)

et ¥ = g(y). Si f est paire, il n’y a rien a démontrer. Si f est impaire, soient F un plan

contenant z’ et 3’ et s la réflexion d’axe F, de sorte que s(z’) = 2’ et s(y') = ¢/. Soit g = so f.

I est clair que 2’ = g(z) et ' = g(y) et de plus, det(g) = det(so f) = —1 x det(f) = +1.
O

3.2.3 Angles et droites

On peut également définir les notions d’angles orienté de droites, d’angle non orienté de droites

Nous ne détaillerons pas ici cette étude.



