Chapitre 4

Fractions rationnelles -
Décomposition en éléments simples

4.1 Fractions rationnelles

Dans tout le paragraphe, K désigne un corps commutatif (dans la pratique R ou C).

4.1.1 Construction des fractions

Relation d’équivalence

Sur ’ensemble des couples (A, B) de K[X] x K[X]*, on définit la relation ~ par (A4, B) ~
(C,D) si AD = BC.

Proposition 4.1. ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration : Montrons que ~ est une relation réflexive, symétrique et transitive.

e Pour A € K[X]|*,ona A.A=A.Adonc (A4, A) ~ (A, A). ~ est réflexive.

e Soient (A, B) et (C, D) dans K[X] x K[X]*. Supposons (4, B) ~ (C, D). On a alors AD = BC
donc CB = DA. Par suite (C, D) ~ (A, B). ~ est bien symétrique.

e Soient (Aj, B1), (A2, Ba) et (As, Bs) dans K[X] x K[X]*. Supposons (A1, B1) ~ (A2, Ba)
et (AQ,BQ) ~ (A3,Bg). On a alors A1By = B1Ay et A3Bs = ByAs et donc A1 ByAsBs =
B1A3ByAs. Comme ByAy # 0, la proposition 1.9 (intégrité de K[X]) conduit & A1 B3 = By A3
soit (A1, By) ~ (As, Bs). ~ est transitive. O

Définition 4.2. On appelle fraction rationnelle toute classe d’équivalence pour ~. L’en-
semble des fractions rationnelles est noté K(X).

A A
Notation. La classe d’équivalence de (A, B) est notée F = B et on dit que B est un

représentant de F.

A
Remarque. On a donc par définition : 5= <~ AD=BC

3X3 4+3X°2 3X

D
E le. (3X3+3X2 X34+3X%24+2X)~(3X,X+2)d = )

4.1.2 Opérations sur les fractions

A C
Proposition et Définition 4.3. Soient 5 et D deux éléments de K(X). La fraction rationnelle
AD + BC
BD

A C
est indépendante du choix des représentants de B et D On lappelle somme des

25
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Jractions & et € et e 4, ¢ _ AP+ BC
mcwnsBeDeonnoeB o) BD
A A
Démonstration : Supposons donc — — Ol gt 9 g On a donc ABy = BAj et CD; = D(C4.

) B ABl D Dy
1DégBlcl - DB+DBC. Or (A, D1+ B1Cy)BD = A, BDD,+DC, BB,
1Dy
donc (A1 Dy + B1C1)BD = AB1DD; + DiCBB; = B1D1(AD + BC). Le résultat en découle.
O

On veut montrer que

A C AC
Proposition et Définition 4.4. Soient — et — deux éléments de K(X). La fraction BD est

indépendante du choix des représentants de — et —.

D
AC AC
On Uappelle produit des fractions B et D et on note 5D - BD
A A c C
Démonstration : Supposons donc — =1t = ==L Onadonc ABy = BAj et CD; = DC(C4.
B B, D Dy
A C AC
On cherche & montrer que BlDl = BD" Or on a A1C1BD = A1BC1D = AB1CD; donc
11
A1C1BD = ACB1D;. Le résultat en découle. O

Théoréme 4.5. (K(X),+, x) est un corps commutatif.

Démonstration : La vérification de toutes les propriétés caractérisant un corps commutatif est
simple et méthodique mais lourde. Elle est donc laissée a titre d’exercice. On remarquera juste
ici que :

0
e le neutre pour 'addition est 1 et sera noté simplement 0.
1
e le neutre pour la multiplication est 1 et sera noté simplement 1. L’inverse de la fraction

rationnelle non nulle % est la fraction E O

A
- I A
Proposition 4.6. L’application ¢ : K[X] — K(X), A — T vérifie :

e ¥(A, B) € KIXP, p(A+ B) = o(A) + ¢(B) et p(A.B) = o(A).0(B) o ¢ (lxpx)) = Lcx)
On dit que ¢ est un morphisme d’anneaur (unitaires). L’application ¢ est de plus injective

(on identifiera donc dorénavant le polynome A et la fraction rationnelle T

Démonstration : Cela résulte de maniere immédiate des définitions des opérations (addition et
multiplication) dans K(X). O

4.1.3 Forme réduite - Poles - Zéros

Toute fraction rationnelle admet au moins un représentant irréductible (Ag, By) (c’est a dire
tel que Ag et By soient premiers entre eux).
On peut choisir un représentant privilégié : une fraction rationnelle F' est dite sous forme

A
réduite ou encore sous forme irréductible quand elle est écrite F' = B ol A et B sont des

polynoémes premiers entre eux et B est unitaire.

A
Proposition 4.7. Une fraction rationnelle a une unique forme réduite. St F' = 7 " trouve sa

forme réduite en calculant un pged D de A et B, en en déduisant (par « simplification » par D)

A
un représentant irréductible B—O, et en simplifiant finalement par le coefficient dominant de By.
0
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Démonstration : Le procédé de construction décrit dans la proposition assure ’existence de la

A
forme réduite. Montrons-en 1'unicité. Supposons donc F' = 5= B—l avec pged(A,B) = 1,
1

pged(Ay,B1) = 1 et B et B; unitaires. On a alors AB; = A1 B et B; divise A1B et est
premier avec A;. Le lemme de Gauss entraine alors que By divise B. De méme, B divise AB;
et est premier avec A donc B divise Bj. Il s’ensuit 'existence d’une constante ¢ dans K telle

que B = c¢Bj. B et B; étant unitaires, on a finalement B = Bj et par suite aussi A = Aj.
O

A
Définitions 4.8. Soit F' = g une fraction écrite sous forme irréductible. On appelle pdle de F

toute racine de B. On dit que a est un pdle d’ordre n de F si a est une racine de multiplicité
n de B; sin=1, on dit que a est un pole simple de F'.

On appelle zéro de F (dans K) toute racine de A (dans K). La multiplicité du zéro est sa
multiplicité en tant que racine de A.

Remarque. Une fraction rationnelle de K(X') a un nombre fini de poles. Une fraction rationnelle
non nulle a un nombre fini de zéros.

X2 -3X +2
Exemple. Soit FI(X) = %

)
. (X-nx-2 X -2
FX) = (X -DX+1)(X2+1) (X +1)(X—i)(X+1)

Les poles de F' dans C sont donc —1, i et —i (ils sont tous simples). 2 est 'unique zéro de F.

. F' n’est pas sous forme irréductible, car on a :

4.2 Décomposition en éléments simples

4.2.1 Partie entiere d’une fraction rationnelle
A
Proposition et Définition 4.9. Soit F' = — wune fraction rationnelle. Il existe un unique

A A
polynéme E et un unique polynéme A1 tels que 5= E+ El et deg(A1) < deg(B).
Le polynome E est indépendant du choix du représentant de F' et est appelé partie entiére de
la fraction F et noté &(F).

A A
Démonstration : L’écriture 5= E+ §1 est équivalente & A = BE + A; et donc F et A; sont
respectivement le quotient et le reste dans la division euclidienne de A par B.
A C C C

D’autre part, si 5D alors AD = BC et, en supposant D= Ei+ 61 avec deg(C1) < deg(D),

BC = BDE; + BC,. Légalité AD = BC' conduit alors a BD(F, — E) = A1D — BC) avec

deg(A1D) < deg(BD) et deg(C1B) < deg(BD). On en déduit £y — F = 0 soit F; = E.
O

Exemple. La division euclidienne de A = 2X*+3X3 — X + 1 par B = X2 — 3X + 1 s’écrit :

2X4+3X3 - X +1=(X?2-3X+1)(2X%2 49X +25) + 65X — 24, on a donc :

2X443X3-X +1 5 65X — 24 2X443X3 - X +1
=2X“49X 4+254+—— " _g0it & =2X219X+25
X2_3X +1 IR 1 3 X2 _3X +1 oA
Remarques.

o Il est clair que : éa(%) =0 <= deg(A) < deg(B)
A
e On a A = BE + Aj et donc, si 5 est irréductible, on peut écrire AU + BV =1 (théoréme

A
de Bezout) donc AU + B(V + EU) =1 et par suite §1 est encore irréductible.
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Proposition 4.10. Soient F' et G deux fractions rationnelles. On a : &(F+G) = &(F)+&(G).

A C
Démonstration : Supposons que F' = 3 et G = D Par la définition précédente, on peut écrire

F=8&(F)+ % et G = &E(G) + % avec deg(A;) < deg(B) et deg(C1) < deg(D). Mais alors

)
F+G = é”(F)—Fé"(G)—l—M avec deg(A1D) < deg(BD) et deg(C1B) < deg(BD). On en

déduit deg(A1 D+ BC1) < deg(BD) et donc (par unicité de l'écriture) &(F+G) = &(F)+&(G).

O
4.2.2 Théoréme de décomposition
Lemme 4.11. Soient A, B, B1, By des polyndomes tels que :
A
e la fraction rationnelle 3 est de partie entiére nulle,
e By et By sont premiers entre eux et B = B Bs.
oo . . A A Ay
Alors il existe des polynomes uniques Ay et Ay tels que 5= + B, avee deg(A;) < deg(Bs)
1 2
et deg(Az) < deg(Ba).
A A
Si de plus — est irréductible, alors les deux fractions 2L ot 22 sont drréductibles.
B By By
Démonstration : 4 4 4 o A —C Co_ A
Unicité : Supposons que 'on ait 5= B—i + B—z et 5= B—i + B—z Alors 1B71 1= 23?2 2 ot

donc By(A;—C1) = B1(Cy— Ag). By divise alors By(A;—C) et est premier avec By donc d’apres
le lemme de Gauss B; divise A; — C : A; — C1 = @By. Or par hypothese, deg(A;) < deg(Bi)
et deg(C1) < deg(Bj) donc deg(A; — C1) < deg(B1) et par suite, @ = 0 et Ay —C; = 0. On
déduit immédiatement Ay = C5.

Existence : D’apres le théoreme de Bézout, il existe des polyndémes U et V tels que :

B1U + BV =1 et donc AB1U + AByV = A.

Or B= BBy doncgz B.B, :EU+§1V.
Notons E; = éo(xgl/) et By = g(g) On a alors 1211/ = E1 + gi et ég = Ey + gz avec
éd(gi) = é”(gz) = 0. Mais alors % = E + E + gi + gz et é"(%) = E1 + E> = 0 donc

Cas ou la fraction est irréductible. A et B sont alors premiers entre eux et d’apres le théoreme
de Bézout on peut écrire AU’ + BV’ =1 soit AU’ + B1BsV' = 1. By est donc premier avec A
A

or on a By premier avec V donc Bj est premier avec AV et par suite B est irréductible. De
1

AU
méme, By est premier avec A et avec U donc avec AU et par suite B est irréductible. On en
2

A A
déduit donc que 21 ot 22 sont irréductibles. [l
By By

6X3—21X2+9X—21_—2X2+8X—15+ 2X 46
(X —1)3(X2+X+1) (X —1)3 X2+ X +1

Exemple.

A
Lemme 4.12. Soient A, B, A1, Ao, ..., A, des polynémes tels que la fraction rationnelle — est

de partie entiere nulle, By, Bs, - - - , B, sont premiers entre eux deux a deux et B = B1By--- B,.



4.2. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES 29

Alors il existe des polynomes Ay, As, ..., A, tels que

A A A,
2ol p 20 avee deg(Ar) < deg(By), -+ ,deg(A,) < deg(By)
B B, B,

A
et cette écriture est unique. De plus, st 5 est irréductible alors toutes les fractions obtenues sont

irréductibles.

Démonstration :

Unicité : Par récurrence. Le résultat est établi pour n = 2. Supposons le vrai lorsque B est

un produit de n — 1 facteurs (o n > 3) et soit B = B1Bsy - - By,. Supposons que 'on ait deux
Ay An A Oy

décompositions : = = — 4+ ...+ " et = = — 4+ --- + —" avec toutes les fractions écrites
P B B B, B, Bli—l B,
B B C1By + (9B
de partie entiére nulle. Posons alors F' = Aaba t+ £a5h et G = w F et GG sont
BlBQ BIB2
de partie entiere nulle et B = (B1B2)B3 -+ B, est le produit de n — 1 polynémes deux a deux
premiers entre eux. Par hypothese de récurrence on a donc : A, = C),,--- ,A3 =Cs et F =G.
A C C
Ce dernier résultat se traduit par g2 2 72 6t donc Ay = Cq et Ay = Cy d’apres le

Bl By Bi B
lemme 4.11.
Existence : Par récurrence. Le résultat est établi pour n = 2. Supposons le vrai lorsque B est
un produit de n — 1 facteurs (ot n > 3) et soit B = B1By--- B,,. B = (B1B2)Bs3--- B, est le
produit de n — 1 polynémes deux a deux premiers entre eux donc par hypothese de récurrence
on a

4_ ¢ +é+ +ﬂ (1)
B BiBy Bj B,

D’ou, d’apres le lemme 4.11 :

A A Ay Az A,

E_E+§2+§3+“.+B7n (2)
ou toutes les fractions écrites ont une partie entiere nulle.
Cas ou la fraction est irréductible : Par récurrence. Le résultat est établi pour n = 2. Supposons
le vrai lorsque B est un produit de n — 1 facteurs et soit B = BBy - - - B,,. Dans les égalités (1)
et (2) du raisonnement précédent, le lemme 1 et I’hypotheése de récurrence assurent que toutes
les fractions sont irréductibles. O

15X* —13X3 +2X%2 - X +3 X241 -1 X3 -7X -1
Exemple. = + +
(X —13(X2+X+1)(X2-X+1)2 (X—-1P® X24+X+1 (X2-X+1)?

A
Lemme 4.13. Toute fraction rationnelle o (n € N*) de partie entiére nulle peut se mettre

A A A Ap

d’une fagonAet d’une seule sous la forme : ) + B2 doeet B avec deg(4;) < deg(B).
Si de plus B est irréductible alors A, # 0.
Démonstration :
Unicité : Par récurrence. Le résultat est clair pour n = 1. Supposons le vrai pour n—1 (o n > 2)
t 1 I’on ait deux dé itions : - — A1 ne A G Cn
et supposons alors que l'on ait deux décompositions : —— = §+- et o= e B
A, et C,, sont alors le reste dans la division euclidienne de A par B et donc A, = B,,. Mais on

A C Ch_
aalors — 4.4 0L = Ly g 2 11 et ’hypothese de récurrence permet de conclure.

B Br—1 B Bn=
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Existence : Par récurrence. Le résultat est clair pour n = 1. Supposons le vrai pour
n —1 (ot n > 2). La division euclidienne de A par B permet d’écrire A = BQ + R avec

A R
deg(R) < deg(B) donc B = Bi{l + Bn- L’hypothese de récurrence permet alors de conclure

soit de partie entiere nulle. Or ce dernier point est clair si @ = 0 et si

pourvu que que ———
Q # 0 alors deg(A) = deg(BQ) = deg(B) + deg(Q). Or deg(A4) < deg(B™) = ndeg(B) donc

deg(Q) < (n — 1) deg(B) = deg(B"™!) et par suite, g(%) = 0.

A A

Cas ou o est irréductible : Si on avait A, = 0 on pourrait écrire Bn = Ani et par suite B

ne serait pas irréductible. O
3X44+7X3 +11X2 —8X —4 X+1 3

E le. =
XIS T X 41 X4 X410 (X412 (X F X+ 1)

A
Théoreme 4.14. Pour toute fraction rationnelle 5 de K(X) dont le dénominateur admet la

décomposition en facteurs irréductibles sur K : B = B{*By?--- B.* (ot By, B, - -+, By, sont des
polynomes irréductibles de K[X| deux a deux distincts, et a1, ag, -+, oy des entiers strictement
positifs), il existe un unique systéme de polynémes
EA; (1 < i1 < a1), Ao, (1 < dg < o), Agy, (1 < i < ) de K[X] wvérifiant les
conditions :
. é:E+A171 +Alé2 _i_m_FAl&oil +A2,1 +A252 _i_m_i_AQ(,xo;g _i_'”_'_AkC,!O;k
B By B; Bj By B3 B By

o Vi€ [[1,/43]], V] S [[1,0@]], deg(Ai,j) < deg(Bi)

A
o F est la partie entiére de B

La démonstration résulte des trois lemmes précédents. L’écriture précédente se nomme la
A Aqq Ap
décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle —. Les —= ,...., &O;’“
B By By
les éléments simples. Si le dénominateur est une puissance d’un polyndéme de degré 1, on
parle d’éléments de premiére espéce; si c’est une puissance d’un polyndéme de degré 2, on

parle d’élément de deuxiéme espéce.

4.2.3 Pratique de la décomposition dans C(X)

A
Soit 5 e fraction rationnelle & coefficients dans C. Dans C [X] tous les polynomes sont

scindés et B s’écrivant sous la forme B = k(X — a)*(X — b)?...(X — I)*, on a la décomposition
théorique
A al ao (07 bl l)\

—=F .. et ——
B Ut x ot T T x s Tt o

(il n’y a que des éléments de premiére espece).
La décomposition s’effectue donc de la maniere suivante :
— Premiere étape : déterminer la partie entiere de la fraction.
— Deuxieme étape : décomposer si nécessaire le dénominateur en facteurs irréductibles,
écrire la forme de la décomposition, puis déterminer les coefficients.
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X441
E lel: F=—_—/—7
xemple 1
La partie entiére de F est X et X2 —1 = (X —1)(X — j)(X — j?) donc F se décompose sous la
forme F = X + —%— + <" + — % ol a, bet ¢ sont trois constant 1
orme F = ol a, b et ¢ sont trois constantes complexes.
X1 x—j " x_p2N% P
On multiplic F par (X — 1) (on obtient al X+l X(X — 1) +a+
e On multiplie par - on obtient alors , — = - a
) (X =X —5?) )
<X = + X f j2> (X — 1)) puis on évalue en 1 (on pose X = 1). On trouve ainsi a = 3

e De méme on multiplie par (X — j) puis on évalue en j. Cela donne b = ——

_ 3
e En écrivant F' = F', I'unicité de la décomposition entraine a = a, b = ¢ et ¢ = b. On a donc

C:b:—f

3
D’ou la décomposition de F' : F :X—i—é (XQ_ T~ Xl—j — Xij2>'
4
Exemple 2: (G = m
La décomposition théorique est G = ¢ + b + ¢ + d .
X+1 (X+12 X-1 (X-1)2
e La parité de B donne (par unicité de la décomposition) a = —c et b = d.

e On multiplie par (X — 1)? puis on évalue en 1 pour obtenir d = 1.
e On évalue en 0 pour obtenir 4 =a+b—c+d = 2a + 2b. On en déduit b = 1.

DS Lo,
T TXx T xxr1)? x—1 (x0T
X +1
E le3: H=
xempre (X —1P(X —2)
La décomposition théorique est H a + b + ¢ + d
1 S101011 rigu S = .
P 4 X1 (X—12 (x-18 " X_2
Y +2

OnposeY =X—1;ona:C(X)= m puis on effectue la division suivant les puissances

croissantes a 'ordre 2 de 2+ Y par —1+ Y.
Celle-ci s’écrit : 2+Y = (=14 Y) (-2 —3Y — 3Y?) + 3Y3.
(-1+Y)(—2—-3Y —3Y?%) +3Y3
D H=
onc V3 — 1)
-3 -3 -2 3

= it "o Ty

on obtient donc :

4.2.4 Pratique de la décomposition dans R(X)

Toutes les méthodes vues précédemment s’appliquent encore dans le cas d’une décomposition
sur R. Mais il apparait cette fois ci dans la décomposition théorique des éléments simples de
rX +s (p? — 4g < 0)
(X2 pX +qr L IS
Il y a donc ici une autre étape, consistant a déterminer les coefficients r et s ci-dessus.
X3 +1
X(X —-1)(X2+1)%

b X +d X
La décomposition théorique est F' = % + 1 + ;2 I T ()6(2 :If)Q

e On multiplie F par (X2 + 1)? puis on évalue en i. On obtient e = 1 et f = 0.
e On fait passer le terme connu dans le premier membre et on simplifie. On obtient une fraction

b X +d
dont le dénominateur est X (X — 1)(X? +1) : ? 4 el

XX-DX2+1) X X-1 X241

deuxieme espeéce du type

Exemple 1: F =

ou (a,b,c,d,e, f) € R*.
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On multiplie alors par X2 + 1 et on évalue en i pour obtenir ¢ = % et d = —%,
e On multiplie les deux membres de 1’égalité par X puis :
e on évalue en 0 pour obtenir a = —1,
e on fait tendre X vers +o00. On en déduit 0 =a+ b+ ¢
Finalement, on obtient donc : F = — + + X -1 + X .
’ X 2X-1) 2(X%241) (X2+41)?
X+1
Exemple 2 : G = X111

aX +b cX +d

X24+V2X+1 X2—-2X+1
des dénominateurs étant compliquées, on procede par identification pour obtenir :

La décomposition théorique est G = . Les racines complexes

2 1 2 2 1 2
g V2 oy lov2 o V2 L V2

4 2 4 4 2 4

2XT 4+ X6 — X343 A
E le3: H-= = —.

xemple (XZ+ X +1) JeE

On effectue la division euclidienne de A par B, puis du quotient par B et on réitére ['opération.
3X + 10 —7X -5 2X +3

H=2X -5+

X2+X+1+(X2+X+1)2+(X2+X+1)3'

4.2.5 Récapitulatif des méthodes utilisées

Pour décomposer sur R une fraction rationnelle irréductible, de partie entiére nulle, on peut :
— Si a est un pdle d’ordre k de la fraction, multiplier par (X — a)* et remplacer X par a.
— Multiplier par (X2 4 pX + ¢) et remplacer X par une racine complexe du trinéme
(X2 +pX +q).
— Des considérations de parité donnent des relations entre certains coefficients.
— Faire passer certains termes connus dans 'autre membre et réduire.
— Méthode des divisions euclidiennes successives.
— Pour un pdle a d’ordre k supérieur ou égal a 3, on peut poser ¥ = X — qa, la fraction

Y
est donc de la forme YkB(l)/)’ avec A et B deux polynémes dont 0 n’est pas racine, et
effectuer la division suivant les puissances croissantes de A par B a l'ordre k — 1.
— Remplacer X par un réel ou un complexe fixé.
— Faire tendre X vers l'infini (limite), apres avoir éventuellement multiplié par un facteur

approprié.

L’emploi des méthodes suivantes est également possible, mais fortement déconseillé :

— Faire la décomposition sur C et regrouper les termes conjugués.

— Méthode des coefficients indéterminés (poles compliqués) : il est toujours possible d’iden-
tifier les coefficients de la décomposition théorique en réduisant au méme dénominateur...

4.2.6 Primitives de fractions rationnelles

Les fractions rationnelles en z (quotients de deux polynémes) sont des fonctions dont on peut
toujours calculer une primitive (en théorie du moins). L’outil fondamental est la décomposition
en éléments simples, qui permet d’écrire une fraction rationnelle comme somme :

— d’un polyndéme,

A

— d’éléments simples de premiere espece du type ———,

(z —a)”
AT+

(x —a)?+b2)"

— d’éléments simples de deuxiéme espéce du type avec b # 0.
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Les primitives de polynoémes sont faciles a calculer. De méme pour les primitives d’éléments
simples de premiere espéce puisque :

A 1 .
/A dx:{l—n(x—a)“_l sin# 1,

(@ —a) Mn|z — al sin=1

Pour les éléments simples de deuxiéme espece, on écrit d’abord

Az + )\/ 2(x —a) )\a—l—,u/ %x
—dr = — 7 dT + —5— -
/((a:—a>2+b2) 2J ((z—a)?+b?) et ((=5) +1)
u/
Pour la premiére primitive, on reconnait la forme s et donc :
1 1
2 — — sin#1,
/ (x2a)b2"dx: L=n ((z—ap+02)""
((z —a)? +) in((z —a)® +b?) sin=1

La deuxiéme primitive se raméne, par le changement de variable t = (z — a)/b, dt = dx /b,
au calcul de I,,(t) = [ Wii%)"' On a I;(t) = arctant, et I,(t) se calcule par récurrence sur n en
utilisant une intégration par parties.

dt t —2nt?
I,(t) = /(1—|—t2)” T 1+ e)n _/(1 + 2yl dt

t 1 1 t
= 42 - dt = ———— +2nl, — 2141,
T n/<(1+t2)" (1+t2)n+1) Aty T Aien

dou I,11 = ﬁ ((2n - I, + W) On sait donc calculer, en théorie, une primitive de

n’importe quelle fraction rationnelle en x, en suivant le chemin ci-dessus.

E 1 / rdx
xemple : )
P (22— 1)(22 + 1)3
On commence par effectuer le changement de variable u = 2. Cela conduit &

x dx 1 du
/(xz—l)(a:2+1)3 _2/(u—1)(u+1)3’

Le théoreme de décomposition en éléments simples assure alors I'existence de (a, b, c,d) € R* tel

que :
1 a b c d

w—Du+1? w1 @r1® @wr? utl

En multipliant par u — 1 et en évaluant en 1 on obtient @ = 1/8. En multipliant par (u + 1) et

en évaluant en —1 on obtient b = —1/2. En multipliant par u et en faisant tendre u vers 400
on obtient d = —1/8. En évaluant en 0 on trouve ¢ = —1/4. Ainsi
du 1 1 1 1
= —fnju—1 — =/ 1
/(u—l)(u+1)3 sl —U+ e Yy et
u+2 n 1€ u—1
= ——— 4+ —An|——
4u+1)2 8 |u+1|’
et
rdx 2 +2 1 22 —1
/ = + —fn|——-:].
(2 —=1)(z2+1)3 8(z2+1)2 16 |22+1
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