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’ Questions de cours ‘

1) Le théoréeme de Bezout s’énonce ainsi : Deux polynémes A et B de K[X] sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe des polynémes U et V' dans K[X] tels que AU + BV = 1.

2) Puisque A et B sont premiers entre eux, on peut considérer deux polynémes U et V tels que AU+ BV =1
donc ACU + BCV = C. Or AJACU et A|BC donc A|BCYV. Par suite A|JACU + BCV = C.

3) Soit A un polynéme de degré 1 de K[X]. Il s’agit de montrer que A a exactement deux diviseurs unitaires.
Soit donc B un tel diviseur. On peut alors écrire A = B.A; et on en déduit 1 = deg(A) = deg(B)+deg(A1)
et donc : e ou bien deg(B) =0 et alors B =1,

e ou bien deg(B) = 1 et alors deg(A;) = 0. A; est alors une constante non nulle c et B = 1A,

|[Exercice n°1|

Si un tel polynéme B existe, il est nécessairement de degré 2. Quitte a considérer —B (qui est alors solution),
on peut méme le supposer de coefficient dominant positif donc de la forme B = 2X? + aX + /3. Récipro-
quement, si B est de cette forme alors B? = 4X* + 4aX? + (a? 4+ 48) X2 + 2a8X + B2 et donc A = B? si

a =4« 5 =-3 8 =-3
] 11 =a2+4p a =1 a =-1

et seulement si ou encore ou
9 =p? a =4 a =-—4

(Le cas 3 = 3 conduit & o® = —23 qui est impossible dans R.)
Il y a donc finalement deux couples (a, b) solutions : (4,—6) et (—4,6).

|Exercice n°2|

1)al) D’apres les propriétés du degré, deg(A(X?)) = 2deg(A) et deg((X3+1)A(X)) = deg((X3+1))+deg(A)
et on a donc 2deg(A) = 3 + deg(A) soit deg(A4) = 3.

b) En évaluant 1’égalité polynomiale en 1, on obtient A(12) = (134 1)A(1) donc A(1) = 2A(1) et A(1) = 0.
D’autre part, on obtient par dérivation 2X A'(X?) = 3X2A(X) + (X2 + 1)A'(X) et, en dérivant a
nouveau, 24’ (X?) + 4X2A4"(X?) = 6XA(X) + 6X2A4'(X) + (X3 + 1) A"(X).

En évaluant en 0, on en déduit 0 = A’(0) et 2A4’(0) = A”(0) soit A”(0) = 0.

c) Puisque A est de degré 3 (question a)), la formule de Taylor pour A en 0 s’écrit

3
A (0) A"(0) AB)(0)
A=S""_Jxk_ 4y A(0)X D& X3
kz_o o (0) + A/(0)X + ==X+ =

AB) (0)

donc, compte tenu de la question précédente, A(X) = A(0) + X3, En notant a = coefdom(A),

onaa#0et A®) =6a (car A est de degré 3). La derniére égalité s’écrit donc A(X) = A(0) 4+ aX? et
comme A(1) =0, A(0) = —a et A(X) = a(X3—1).

2) Le polynoéme nul est clairement solution et la question précédente montre que toute autre solution est
nécessairement de la forme a(X3—1) (a € R*). Réciproquement, si A = a(X>?—1) alors A(X?) = a(X%-1)
et (X34+1)A(X) = (X3+1)a(X3—1) = a(X%—1). On a donc bien A(X?) = (X?+1)A(X). En conclusion,
I’ensemble des polynomes A de R[X] tels que A(X?) = (X3 +1)A(X) est exactement {a(X>—1), a € R}.



|[Exercice n°3|

1) On pose la division :

2X4 +2X3 +3X2+ X +1 X3 -1
2X4 —2X 2X +2
2X3 4+ 3X2 +3X +1
2X3 — 2
3X2+3X +3

La division euclidienne de A par B s’écrit donc A = B.(2X +2) + (3X? + 3X + 3).

2) On poursuit alors les divisions euclidiennes (algorithme de Euclide) et on obtient

1 1
B= (3X2+3X+3)(§X—§)+0
Dans cet algorithme le dernier reste non nul (3X2 + 3X + 3) est un pged de A et B. En particulier
pged(A4,B) = X2+ X + 1.
On obtient un couple de coefficients de Bezout en remontant 'algorithme précédent. On obtient ici

1 1
immédiatement 3X? 4+ 3X + 3 = A — B.(2X + 2) et on peut donc choisir Uy = 3 et Vo = —§(2X +2).

3) La question 2) montre que A et B sont divisibles par X2 + X + 1. Les divisions euclidiennes donnent
A= (X24+X+1)2X2+1) =2(X2+ X +1)(X2+ 1) et B = (X2 + X +1)(X — 1). Ce sont les
décompositions en facteurs irréductibles cherchées car :

e X — 1 est irréductible (c’est un polynéme de degré 1) et unitaire,
e X2+ X +1et X?+ 1 sont irréductibles dans R[X] (comme polynomes de degré deux a
discriminants strictement négatifs) et unitaires.

1

m(/ﬂ?) = pged(A, B)ppem(A, B) et un ppem de A et B est donc

4) On sait que
(XP4+ X +1)(X —1)(2X2+1) =2X° + X3 —2X? 1.

5) On pose Ag = 2X2 4+ 1 et By = X — 1. Apres simplification par D, 'équation AU + BV = D s’écrit
AoU + BoV =1 et (Up, Vp) en est une solution. Si (U, V') est un autre couple solution alors AgU + ByV =
1 = AgUp + BoVy donc Ayg(Uy —U) = By.(V — V). Ag divise donc By.(V — Vp). Or, Ag est premier avec
By (car D = pged(A, B) = pged(AoD, BoD) = Dpged (Ao, By)) donc (lemme de Gauss) Ag divise V —Vj.
On peut alors écrire V — V) = Ap@ pour un certain polyndéme @) et donc, en reportant dans la derniére
égalité écrite, Ag(Uy — U) = By.ApQ. Comme Ay # 0, on a Uy — U = ByQ soit U = Uy — ByQ.
Réciproquement, pour tout polynoéme @, Ag.(Up — BoQ) + Bo.(Vo + AoQ) = Ap.Up + By. Vo = 1.
En conclusion, I’ensemble des couples (U, V') cherchés est {(Up — BoQ, Vo + AoQ), Q € R[X]}.



