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’ Questions de cours ‘

1) Supposons AB =0 et A # 0. L’égalité deg(AB) = deg(A) + deg(B) entraine alors deg(B) = —oo et donc
B =0.

2) On dit que les polynémes A et B sont premiers entre eux si 1 est un pged de A et B, c’est a dire si les
seuls diviseurs communs a A et B sont les polynémes constants non nuls.

3) Soit D = pged(A, B). D|A donc D|AU et de méme D|BV. Par suite, D|AU + BV = 1 et D = 1 (puisque
D est unitaire).

|Exercice n°1|

Si un tel polynéme @ existe, il est nécessairement de degré 2. Quitte & considérer —@Q (qui est alors solution),
on peut méme le supposer unitaire donc de la forme Q = X?+aX+ 3. Réciproquement, si @ est de cette forme

26 =2«
2 4 3 2 2 2 2 o : b =a’+23
alors Q° = X*+2aX” + (a® +26) X+ 2a8X 4 3 et donc P = @~ si et seulement si 19 208
— = 2x
4 =p?
B =2 B =-2
a =-3 a =3 .
ouencore { . _ .. OUg . - Il y a donc deux couples (a, b) solutions : (—3,13) et (3,5).
a =—3 a =3

|Exercice n°2|

En notant n le degré de P et a,, son coefficient dominant, le coefficient de X™ dans X2P" — (X +1)P' + P
est n(n — 1)a, — na, + a, = (n — 1)%a, donc ou bien a,, = 0 et P = 0 (qui est bien une solution), ou bien
n =1 et, en reportant dans I’équation, il vient alors —a(X + 1) + P = 0 soit P = a(X + 1).

|[Exercice n°3|

1) n
. n ni(n) _ n ni(n— ny(k) :
a) La formule de Leibniz donne [X"(1 — X )"\ = kz:% (k) (X" k) (1 — X)"™ soit
(X1 - Xx)™ = zn: (Z) nn—1)(k+ D)X*=Dfnn—1)---(n—k+1)(1 — X)"*
k=0

ou encore [X"(1 — X)"|™ = f: (Z)(—l)kz: - k) XR(1-X)" —n'z< > 1)k x*k(1—X)"—

k=0

b)Ona(1-X)" =3 (Z) (—=X)*.(1)"* done X"(1-X)" =Y <Z> (—1)k X" % Comme la dérivation
k=0 k=0
(n)

est linéaire, on en déduit [X(1 — X)"]™ = Z (Z) (—1)* {X”*k} " soit
k=0

RUCEDUIEEDY (k><—1>k<n+ Btk =1 (k+1)X" =37 <k><—”’“mxk'

k=0



2) En 1dent1ﬁant les termes en X™ dans les deux expressions précédentes, on obtient :
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|[Exercice n°4|

1) La division euclidienne de A par B s’écrit A = (X +1).B+(—X2— X —1). On poursuit alors 'algorithme
de Euclide et on obtient B = (=X +1)(-X? - X —1)+ (X +2) puis —X? - X —-1=(—X+1)(X +2)-3
et X +2 = (—3).(—1X — 2) + 0. Dans cet algorithme le dernier reste non nul (-3) est un pged de A et
B. En particulier pged(A, B) = 1. A et B sont donc premiers entre eux.

2) On obtient un couple de coefficients de Bezout en remontant I’algorithme précédent :
B3=-X2-X-1-(-X+1)X+2)=-X?-X-1—(-X+1DB-(-X+1)(—X?—- X —1)] soit
3=(X-1)B+(-X?2-X-1)(X?2-2X+2) et enfin -3 = (X -1)B+[A— (X +1).B}(X?-2X +2).
On peut donc choisir U = —%(X2 —2X +2) etV = —%(—X?) + X% 4+ X - 3).

3) On a d’apres 2), AUy + BVp =1 = AU + BV donc A(Up —U) = B.(V — Vp). A divise donc B.(V — Vj).
Or, d’apres 1), A est premier avec B donc (lemme de Gauss) A divise V — Vj.

4) La question précédente montre que si (U, V) est un couple solution alors on peut écrire V — Vp = AQ
pour un certain polyndéme @ et donc, en reportant dans la derniere égalité écrite, A(Uy — U) = B.AQ.
Comme A # 0, on a Uy — U = BQ soit U = Uy — BQ.

Réciproquement, pour tout polynoéme @, A.(Uy — BQ) + B.(Vp + AQ) = A.Uy + B.Vy = 1.
En conclusion, I’ensemble des couples (U, V') cherchés est {(Up — BQ, Vo + AQ), Q € R[X]}.



