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’Questions de cours ‘ (2,5 points)

1) Une fonction réelle continue sur un segment [a, b] de R est uniformément continue sur ce segment.

2) Si u et v sont de classe C* sur [a, b] alors /bu(t) V' (t) dt = [u(t)v(t)]’ — /bv(t) o' (t) dt.

a a

3) On dit qu’une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé dénombrable (2, .7, P), suit
k

A
la loi de Poisson de parametre Asi X(Q) =NetVk e N P([X =k]) = Z-e .

k;l
+oo .k
On sait que, pour tout réel z, e* = Z Tk . Notons, pour n € N, u,, = Z kEP([X ). On a alors
n )\k n )\k—l n—1 )\]
Uy, = Zk‘—e_’\ => A e™. On en déduit (en posant j = k — 1) u, = )\e*’\ —. 1
=0 k! =1 (k’— 1)' g ]'

s’ensuit que la suite (u,),en converge (donc X a une espérance) et a la limite E(X) = e~ s et = .

[Exercice n°1] (3,5 points)

1) Onacosz = 1—3a?+ 5 at+a'e(x), sine = x—gad+ade(x) et €” = 14a+322+ 327+ ot 42 (z)
avec lir% e(z) =0.
z—

2) Comme 2y/Z—=o—= 0, on a cos (2y/7)+2sin z—1 = 1—2z43522+ 00(x2)+2x—|— 0 ( H—1 ~ 2?2
Tr—r Tr—r

™o 3

cos (24/ QSinx — 1 2

D’autre part, e = 1+ 22 4 o(22) donc e*” —1 ~ 2. Finalement, (2v7) 2+ ~ =,
x—0 er” — 1 z—0 3

cos (2y/x) + 2sinz — 1

est continue sur |0, +oo[ et la question précédente a montré

3) f:x

er? —1
2
que lin% flz) = 3 f est donc prolongeable par continuité sur [0, +oo[ et donc localement inté-
T—
4
grable sur cet intervalle. Par une majoration grossiere, 22 | f(z)| < ZL‘Q?W 0 (par croissances
e

+00
comparées) donc / f converge absolument (régle de comparaison aux intégrales de Riemann).

L’intégrale proposée converge donc.

|[Exercice n°2| (4 points)

1) Le théoréme de décomposition en éléments simples dans R(X) assure I'existence de (a,b, c) € R*

tel que :

6X o a . b L c
1-X)1+X)(1+2X) 1-X 1+X 1+2X

6
e En multipliant par 1 — X puis en évaluant en 1 on obtient 33— a soit a = 1.

e En multipliant par 1 + X puis en évaluant en —1 on obtient m = b soit b = 3.

e En multipliant par 1 + 2X puis en évaluant en —% on obtient % = ¢ soit ¢ = —4.
_ 6X 1 3 %74

Finalement, = +

1I-X)1+X)1+2X) 1-X 14X 1+2X



2) Par linéarité de l'intégrale, on déduit de la question précédente

1 —dz dz 2dx
do = - (- 3 9
/ﬂx) ! 6( 11—z 21z 1—1—21:)

Finalement

L 1+ x|’
/f —ln |1 —x|+30n |1+ x| —2n |1+ 22]) = 8 ‘n <|1 _|I|2—1$_L 290)2) + constante

cos(t)
3)a) g:tr— — .
sin(t) + sin(2t)
b) On constate que 'expression g(t) dt est invariante quand on remplace ¢ par —t. Les regles de
Bioche conduisent alors a effectuer le changement de variable u = cost.

—q 0 _
On a alors du — —sintdt et donc / g = / —cost).(—sintdt) / u. du |
= sin®¢ + 2sin®¢.(cost) 11— u2)(1+ 2u)

est continue donc intégrable sur le segment [%, 7].

La

question 2) permet alors d’écrire

NS V“ (u _‘LZUEQU)Q)L o [g” <(;> o 1] =5 (i)

D=

|[Exercice n°3| (1,5 point)
Posons, pour n € N*, u,, = (—1)"sin (%)

e La série Y u, est alternée (car (—1)"u,, = sin (%) a un signe constant).
. 1 . .

o |u :Sln<*)WO car lim sin(z) = 0).

| n| n e ( 250 ( ) )
e Enfin, la suite (|u,|)nen- est décroissante. En effet, la suite (%) o St décroissante et a valeurs

n *

dans ]0,1] C [0, 5] et = +— sinz est croissante sur [0, 7].
Le critere spécial a certaines séries alternées permet alors de conclure que Z u, converge.

|Exercice n°4| (2 points)

sint . L
g:t— S est continue donc localement intégrable sur [0, +ool.

Soit X > 0.t~ —costett— sont de classe C' sur [0, X] donc (théoréme d’intégration par

arties) /X [_COSLL}X /X ! costdt. O cost L < ! et /+OO dat co e
I'tl = — . T - vy nver,
P " Jo 7 24+t 1o Jo (2+1)? 212 T (2412 T2 £2 &

+o0 1
(intégrale de Riemann) donc / 2102 costdt converge (absolument).

’—COSX

b's
D’autre part —x=7== 0 donc finalement / g a une limite finie lorsque X tend
0

1
T 24X

+
vers +00. Cela prouve que / g converge.
0

[Exercice n°5| (3 points)

1) Un résultat possible peut étre vu comme un couple (z1,z5) (x; désignant le numéro obtenu lors
du tirage 7). On a alors Q = {(z1,29) € {1,2,---,4}?} (de cardinal 4?) et on munit Q de la
probabilité uniforme P (les boules étant indiscernables au toucher).



2) On a X(Q) = {0,1,2} et Y(Q) = {2,3,4,5,6,7,8}.
La loi conjointe de X et Y est alors donnée par le tableau des P([X = k| N[Y = {]) :

B\ 1203 ]45|6]7|8 |P(X=4k)
o |wlal&lE]E[0[&] &
1 002 ]|2]0|2]0 5
2 0]0]0[0|5]0]0 L
rv=0) 3| 3] s]a]a]2]s] ==t

puisque, par exemple [X =1]N[Y =5] ={(2,3),(3,2)}

La derniére colonne (resp. ligne), obtenue par sommation des trois précédentes, donne alors la loi
de X (resp. Y). On a en effet par exemple :

X=1 =[X=1nQ
=X=1n {J [Y¥=4¢
ey (Q)
~Ux =10y =4

8
donc (réunion disjointe) P([X =1]) =) P((X =1]n[Y =1)).
=2
Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes puisque par exemple

B(LX = 2] N[V = 3]) = 0 # B([X = 2]). ()Y =3))

|[Exercice n°6] (6,5 points)

2"

1) ® Si |z| < 1. On a n®."———==— 0 (par croissances comparées) et donc » u, converge absolu-

n
ment (régle de Riemann).
1
e Si z =1. On sait que »  — diverge (série harmonique).
n
(=n"

e Si x = —1. On sait que Z
n

converge (série harmonique alternée).

e Si |z] > 1. On a —— —==— 0 (par croissances comparées) et donc Z— diverge grossie-
n n

rement.

|z

x?’l
Finalement, Z — converge si et seulement si z € [—1,1].
n

n!
(1 _ x)nJrl ’
f ("H)(t)‘ < nl.2"H Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f entre

2) f est de classe C"*! sur | —1, 1] et un calcul simple montre que Vt €] —1, 1[, f"*+V(¢) =

En particulier, V¢ € [0, 1],
0 et 2 donne alors :

(z-0)", (z = 0)" o [z —0""!
- - R A 4 () < !2n+17
10 = 10 - 22 0 o)) < =0
r  x? 28 " 1
————— Tt — =) <
et done ‘f(x) TRCTRET MU
n $k +00 IL’k
Pour z € [0, 1] on a donc —En(l—m)—z? —==— 0 et donc Z?:—Kn(l—x).
k=1 k=1




3) Par hypothese, X(Q) = N* et Vk € N* P([X = k]) = p(1 — p)F L.
a) On en déduit immédiatement Y (Q) = {1, k € N*} et Vk € N* P([Y = 1]) = p(1 — p)* .

n 1 1 no(]— k-1 no(]— k
b) PournEN*,Z()IP’([Y:]):pZ( r) =L Z( ) . Comme 1—p € [0, 5],
i Nk k k=1 k l—pi= K
"1 1
la question précédente montre que ngrfm’; <k> P(lY = %]) =7 fpén (1 —(1—p)). Cela
prouve que Y a une espérance et que E(Y) = —Z 81”_(;’).



