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|[Exercice n°1| (3 points)

: L 1,241,404
1) On a cosz = 1 — 222 + ;2" + 2'e(z) avec hr% e(z) = 0. On en déduit e®? = el=27 +a7 +°<(@)
z—

. 1.2, 1 4 4 oy .
soit €97 = e.e”2% T2 T2°¢(*) Comme eX =14+ X + +X? 4+ X?:(X), on a par composition

1 1 1, 1 1
e =¢ <1 + (—5902 + ﬂx“) + 5(—5:8 + 24:134)2) +2e(r) = e — gaﬂ + %;;4 + z'e(z)
_ X2 _ 1
2) Comme (n (1 +X) =X — =~ +XgO(X2), ona fn(l+2%) =a® — 2! —l—xgo(x‘*).

3) On écrit un DL a l'ordre 4 du numérateur : a (952 — %564) +e— Sa? + Sx' 4+ b+ 2'e(x) soit encore
e+b+(a— 52>+ (& — 2)a" + z'e(x). La quantité proposée admet donc une limite finie si et
seulement si a = 5 et b= —e. On a alors

aln (14 2?) + €<% + b B (56— i)x4 + zte(x) —e
- — -

a

|[Exercice n°2| (3 points)

1) Posons, pour n € N*, u,, = ek - La série Y u, est alternée (car (—1)"u, = a un

- 1

In (14+n2 In (1+n?)

en(11+n2) == 0 (car lir}rq nx =+00). e Enfin, la suite (|u,|)nen est
T—r+00

décroissante. En effet, la suite (fn (1 +n?)), . est croissante (car x — fnx est croissante) et

strictement positive et z — % est décroissante sur |0, +00].

signe constant). e |u,| =

Le critere spécial a certaines séries alternées permet alors de conclure que Z u, converge.

2y/n 2 ,
= T et par suite Zun converge

a a—=

n n* 2

si et seulement si a — 3 > 1 (série de Riemann) c’est & dire a > 2.

2/

n . . 3
et E u, converge si et seulement si a > 5
n

— 00

2) @ Sib €| —1,1[. On a alors dim 0" =0 et donc uy, 7

e Sibe {—1,1}. On a de méme u,,

on: 1 o
e Si [b] > 1. On a alors n? |u,| = \bn]s‘ln“ Or pour tout réel a, ]Z\” = n% " s 0
T

car ¢n |b| > 0 (croissance comparée) donc lim n®|u,| = 0 et Y u, converge absolument (régle de

Riemann).

|Exercice n°3|

1) Le théoréme de décomposition en éléments simples dans R(X) assure I'existence de (a, b, ¢, d) € R*

tel que :

2X +6 o a L b +cX+d
(X —2)2(X2+1) X-2 (X-22 X241




4+6
e En multipliant par (X — 2)? puis en évaluant en 2 on obtient 22+ 1= b soit b = 2.

20+ 6
e En multipliant par X2 + 1 puis en évaluant en i on obtient (_Z +2)2 = ci + d et donc
Z R—
2i4+6)(—i—2)%2  30i+ 10 6 2
c+d= (2i +6)( ) _ ot . Par suite, c= - et d = —.
|i — 2| 52 5 5
6
e En multipliant par X puis en faisant tendre X vers +oo on obtient 0 = a 4 ¢ et donc a = —x
, 2X +6 —6 2 6X +2
Finalement, = +

(X —22(X2+1) 5(X—2)  (X—22 5X2+1)

2) Par linéarité de I'intégrale, on déduit de la question précédente

/f )d dx +2/ 2xdx+2/ dx
x—_i J— —_—
T — 2 91;—2 5 z2+1 5J 2241

Finalement

2 3 2
/f :_ffn |x—2|—72+5£n(x —l—l)—f—garctanx—l—constante

sin(2t) + 6 cost
(sint — 2)2(2 — cos? t)

3)a) g:t+— est continue donc intégrable (au sens de Riemann) sur le seg-

ment [0, 7].

b) On constate que I'expression ¢(t) dt est invariante quand on remplace t par ™ —t. Les regles de
Bioche conduisent alors a effectuer le changement de variable u = sint.

(2sint 4 6) costdt 1 (2u+6)du
ors du = [o=] -, -
On a alors du = costdt et donc g (Sint — 2)7(2 — 1+ sin? 1) 0 (u— 2201+ u2)

question 2) permet alors d’écrire

x 1
2 3 u®+1 2 2 2T 9

— |20 . 2 arct 762 2+ 2T Sy 12 Qe T
/Og [571(“_2)2 u_2+5arcanu]0 n2+ +54 n(4) Fin +10+

|[Exercice n°4|

1) g:t— m est continue sur ]0, +o00[. Soit alors G une primitive de g sur ]0, +oo[. Pour tout z
de 10, +o0l, [z, 22] (resp. [2z,2?%]) est inclus dans |0, +o0o[ donc : f(z) = G(2?) — G(2x). x — z?
(resp. x +— 2x) est dérivable sur |0, 00|, & valeurs dans |0, +oo[ et G est dérivable sur ce dernier
intervalle donc (théoréme de dérivation des fonctions composées) f est dérivable sur |0, +o0[ et

_ 2
Vo >0, fi(z) =2z (1+W) tn(1+v22)"

2) Soit z €]0,1[. On a alors z* < 2z.

g est continue sur [z?,2z] donc (formule de la moyenne) il existe un ¢, entre z? et 2z tel que
2

T

_ 2 ) N . _ z2—2x f@)—f(0) _ z—2
= -2 v tad = O déduit = Or
L9 (x x)g(c,) cest a dire f(x) Ty On en dédui g PYCES T
hI(I)l ¢, = 0% (théoréme des gendarmes) donc (2_5(0) —+— — 00 : [ n’est pas dérivable en 0.
z—
1
3) Soit x > 2. On a alors 2z < 22. Vt € [2z,2%], 0 < fn (1++/t) < n (1 + ) donc g(t) > it o)
n x
22 -2
On en déduit f(z) > M Il s’ensuit f(;) > Enazl ) =¥~ + 00 (croissances compa-

rées des fonctions puissances et logarithme).



|[Exercice n°5| (3,5 points)

sin(2v/t)
1

el —

1) f:t—

2
Onael—1 % tetsin(2vt) % 2v/t done f(t) . —=. Or converge (intégrale de Riemann)

70 kv

est continue (donc localement intégrable) sur ]O, +o0].

donc / f converge.
0

t? oo
D’autre part ¢2|f(t)| < o 0 (par croissances comparées) donc / f converge abso-
e p—

lument (régle de comparaison aux intégrales de Riemann). L’intégrale proposée converge donc.

2) gt cost
g 1+t

1
SoitX>O.tr—>sintettr—>1

est continue donc localement intégrable sur [0, +ool.

sont de classe C' sur [0, X] donc (théoréeme d’intégration
ties) /X [Sint}X—F/X 1 idt O sint o 1 o 1 t/+°°dt

ar parties = |— sintdt. Or = e —

pat b o Y L+tly  Jo (1+1)? L2 T (12 T 2 12

+o0 1

converge (intégrale de Riemann) donc / o sint dt converge (absolument).

sin X 1
<

1+ X[ 1+ X

vers +00. Cela prouve que / g converge.
0

D’autre part

—x=+= 0 donc finalement / g a une limite finie lorsque X tend

|[Exercice n°6| (2,5 points)

1) Afin de pouvoir munir 'univers de la probabilité uniforme, on considére que les deux dés sont
distinguables (on les numérote 1 et 2) et on note (x1,23) un résultat possible (z; désignant le
numéro affiché par le dé numéro i). On a alors Q = {(z1,22) € {1,2,---,6}?} (de cardinal 6) et
on munit € de la probabilité uniforme P (les dés étant équilibrés).

2) On a X(Q) = {0,1,2} et Y(Q) = {1,2,3,4,5,6}.
La loi conjointe de X et Y est alors donnée par le tableau des P([X = k| N[Y = {]) :

k\( 1|2 4056 || P(X=4k])

o lwlola]olml0] -1

L 0 | 56| 5 | 3 | 56|36 30=3

: 0 150150 5] =1

P(Y =4) | 55 | 36 | 3 | 36 | 36 | 36| 2 =1
puisque, par exemple [X = 0] N [Y =5] ={(1,5),(5,1),(3,5),(5,3),(5,5)}

La derniére colonne (resp. ligne), obtenue par sommation des trois précédentes, donne alors la loi
de X (resp. Y). On a en effet par exemple :

X =1 =[X=1nQ
=X=1n {J [Y=¢
ey (Q)
= U =1nir =1
donc (réunion disjointe) P(| Z P(] Ny =1¢).

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes puisque par exemple

B(LX = 2] N[V = 3]) = 0 # B([X = 2]). ()Y =3))

5



|[Exercice n°7|

HOnaX=Y]=[X=YnQ=[X=Y]n[V

k] donc (par distributivité de I'intersection

par rapport a la réunion), [X =Y] = |J[X =Y]|n[Y =k] = |J[X = k] N [Y = k. La réunion
keN keN
étant disjointe, par o-additivité, P((X =Y]) = > P([X N [Y = k). Les variables aléatoires
keN
X et Y étant indépendantes, on a bien finalement P([X = Y1) Z P(| P([Y = k]).
2) Comme [Y = 0] = 0, la question précédente donne P([X = Y1) Z P([X P([Y = k]) =
e Z ]k = _P e (6)‘_)‘1’ 1) Fina-
L=p

Too Nk
> ﬁe_’\.p(l p)f ! donc P([X =Y]) =

lement, P([X =Y]) = % (e_Ap - 6_/\>.
—-p



