Chapitre 2

Séries numériques

2.1 Rappels sur les suites numériques

Dans cette section, les principaux résultats sur les suites sont rappelés. Vous en trouverez les
démonstrations dans votre cours de Licence 1 ou dans le livre de Jean-Pierre Escofier « Toute
I’analyse de la licence ».

Définition 2.1. Une suite réelle (ou complexe) est une famille de réels indexée par N, c’est-
d-dire une application de N dans R. La suite u € RY (u € (CN) est notée u = (Up)neN-

On dit que la suite (up)nen est bornée s’il existe M > 0 tel que ¥Yn € N, |u,| < M.

On dit que la suite réelle (un)nen est magjorée s’il existe M € R tel que Vn € N, u, < M.

On dit que la suite réelle (un)nen est minorée s’il existe M € R tel que Vn € N, u,, > M.

La suite réelle (up)nen est dite croissante si¥n € N, uy, < Up41.

La suite réelle (up)nen est dite décroissante si¥n € N, uy > up41.

Une suite rélle est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

2.1.1 Convergence

Définition 2.2. Une suite (un)nen est dite convergente s’il existe un réel £ € R, tel que

Ve>0 dnpeN VYn>=nyg |u,—{<e

Propriétés.

1. Si un tel réel ¢ existe, alors il est unique et appelé limite de la suite. On note alors :

lim wu, = /4.
n—-+o0o

2. Tout suite convergente est bornée.
3. Une suite (un)nen & valeurs complexes est convergente si et seulement si la suite des parties

réelles (Re(un))nen et la suite des parties imaginaires (Im(uy,))nen convergent. En cas de

convergence, on a lim wu, = lim Re(u,)+i lim Im(uy,).
n—-+00o n—-+0oo n—-+00

Théoreme 2.3. Toute suite réelle monotone et bornée est convergente.

Définition 2.4. On dit que deux suites réelles (up)nen €t (Vn)nen Sont adjacentes si l'une est

croissante, l'autre décroissante et lim (un —v,) = 0.
n—+o00

Théoreme 2.5. Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont de plus la méme
limite.
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2.1.2 Suites extraites

Définition 2.6. Soit (up)nen une suite. On dit que (vn)nen est une suite extraite de (uy)neN
(ou une sous-suite) s’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que
vneN, v, = Ugp(n) -

Propriété. Si (v,)nen est une suite extraite de (up)nen et (wn)nen est une suite extraite de
(Un)nen, alors (wy)nen est une suite extraite de (up)nen.

Exemples. ¢ : n +— 2n donne la suite des termes d’indices pairs, ¢ : n — 2n + 1 donne la suite
des termes d’indices impairs.

Proposition 2.7. Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et de méme
limite.

Remarque. En conséquence, si on peut extraire deux suites convergentes de limites distinctes
d’une suite alors la suite diverge. Par exemple la suite ((—1)"),en diverge.
De méme, si on peut extraire une sous-suite divergente d’une suite, alors la suite diverge.

Proposition 2.8. Soit (u,)nen une suite avec (uan)nen €t (Uon+1)nen qui convergent vers la
méme limite 0. Alors la suite (up)nen converge vers L.

Théoréme 2.9 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée de réels (ou de
complexes), on peut extraire une suite convergente.

2.1.3 Comparaison des suites
Les outils de comparaison introduits pour les fonctions s’utilisent aussi pour les suites.

Définition 2.10 (Domination). Soit (up)nen €t (Un)nen deux suites. On dit que (up)nen est
dominée par (vn)nen s'il existe M > 0 et ng € N tels que pour tout n = ng, |up| < M|vy|.

On note alors u,, = n—>0+oo(vn)'

La notation O est fréquemment utilisée pour évaluer la complexité d’un algorithme.

Considérons par exemple le probleme du tri : ranger par ordre croissant une liste de n
nombres. Combien faut-il faire de comparaisons entre nombres ? Ceci dépend de ’algorithme de
tri utilisé.

e L’algorithme récursif : si on a trié i nombres, on compare le (i + 1)-éme a ceux déja
triés pour le ranger & la bonne place. On peut avoir a faire (dans le plus mauvais cas)
1+2+3+---+(n—1) = (n— 1)n/2 comparaisons, ce qui fait O(n?) comparaisons.

e L’algorithme de « tri-fusion » : on fusionne deux listes déja triées en comparant les premiers
éléments des deux listes, prenant le plus petit et recommencgant ; on fait ainsi des listes triées de
2, puis de 4, puis de 8.... Le nombre de comparaisons a faire pour fusionner deux listes triées
de 2'~1 nombres est au plus 28 — 1. Si 2871 < n < 2% il y a 277 listes de 2° nombres ou moins.
Le nombre de comparaisons & faire pour trier n nombres par ’algorithme de tri-fusion est donc
majoré par

1.2k tp3.ok2 @ -2k (2P 1) 1 < k2P < (1 +logyn) 2n .
Ceci fait O(nlnn) comparaisons (vérifier), et c’est négligeable devant n?.

Définition 2.11 (Négligeabilité). Soit (up)nen €t (vp)nen deux suites. On dit que (Up)neN

est négligeable par rapport d (vp)nen $’il existe une suite € avec Ll}r}rl e(n) = 0 telle que
n o0

Vn € N u, = vye(n). Lorsque, a partir d’un certain rang, les v, sont non nuls, cela revient

. . U
dire que lim — = 0. On note alors u, = o (v,).
n—+00 Uy, n—-+oo
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Définition 2.12 (Equivalence). Soit (un)nen €t (Vn)nen deus suites réelles. On dit que (un)nen

et (Un)nen sont équivalentes siup, —vy, = 0 (vy) i.e. il existe une suite € avec lim e(n) =0
n—+o0o n—+o0o

telle que Vn € N, u,, = v, (1 +€(n)). Lorsque, d partir d’un certain rang, les v, sont non nuls,

. g, . Un
cela revient a dire que lim — = 1. On note alors u, ~ vy,.
n—-+oo Un n—-+oo

Propriétés.
1

. 1 .
1.Siu, ~ wpetw, ~ hy,alorsu,w, ~ vyh,et — ~ —. Attention : on n’a
n—-+4oo n—-+oo n—-4o0o Up, n—-+4oo Un

pas nécessairement u, +w, ~ Uy + hy,.
n—-+oo

2. Si u, = n—)O—i-oo(Un) et v, = n—>O+oo(wn) alors u, = n—>0+oo(w")'

3.Siu, ~ wvpetv,= o (wy) alorsu,= o (wy).
n—-4o00 n—4o0o n—-4o00

4.Siu, ~ wvpetv,= o (wy),alorsu,+w, ~ wy,.
n—-4o00 n—4o0o n—-4o00

5. Si (up)nen est convergente de limite ¢ # 0, alors u,, ~ /.
n——+o00

Montrons par exemple le point 4. Par hypothéses, on peut écrire u, = vn@n €t vy = Wpeyn
avec lim ¢, = let lim e, = 0. Mais alors u,+w, = w, (enon+1) avec lim (e,p,+ 1) = 1.
n—oo n—oo n—oo

On a donc bien u, +w, ~ wy,.
n—-+o0o

Les comparaisons de suites viennent souvent de comparaisons de fonctions quand x tend vers
+o0o. Par exemple si (uy,) et (vy,) sont définies respectivement par u, = f(n) et v, = g(n), et

f(zx) et g(z), alors uy, WL e

Exercice. Comparer les suites (nfnn)nen+ et (n?)nen.

Exemples.

a B
1l.n n_g_oo(n ) quand o < 3.

2. (lnn)*= o (nf)pouracRetfs>0.

n——+oo

3.7n%= o ((fnn)’)quanda<0et B eR;

n—+oo
4. n* = o (k™) pour o € R et k > 1. En effet, Z—: =n% ™"k avec In k> 0.
n—-+0oo
S ! k> 0.
5 n_)o_i_oo(n ) pour k>0

La propriété est triviale pour k €]0, 1] car alors la suite (k™),>1 est bornée. Soit k fixé, on
a, pour n > [2k], (ou [.] désigne la fonction partie entiére),

ﬁ—ﬁxﬁx Xﬁ—kpk]x k X k X ><ﬁ
nl 172 no [2k]! 7 [2k]+1 7 [2k] +2 n

Pour p > [2k] + 1, on a % < 2= = £. Donc, pour n > [2k], on a

L k[Qk} 1 n—[2k]
<<

Sl T2k \2
1 n—[2k] n
Comme lim (= =0, on en déduit que lim — =0 (théoréme des gendarmes).
n—+oo \ 2 n—+oo n!
6.nl= o (n")
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On remarque que, pour n > 2, on a n > 5. Donc :

n! 1 2 n
n
1 2
B O RN (VO 77 K WO
n n n n
1 1 1 1\ [/
<><><---><><1><--~><1:(>
2 2 2 2

Comme lim

n—-+oo n—-+oo N

|
n}——i—oo,ona lim i:0.

Exercice. Montrons que la suite ((1 + %)”) o est convergente et déterminons sa limite.
n *

1
e Premiere erreur a éviter : on a lim (1+ —) =1 et donc
n—oo n

1 1 1 1
1+)"=04+-)1+—-) -1+ —-)—F==—1.1.--- .1 =1.
()" = )1+ (1)

Ce raisonnement est faux car derriere les trois petits points se cache un produit dont le
nombre de facteurs est n et donc un produit qui devient infini. Le théoreme sur le produit
des limites ne s’étend pas sans précaution & un produit infini. . .

e Deuxiéme erreur & éviter : (14 1) > 1 et, pour ¢ > 1, lim q" = +oo (limite d'une suite
n—oo

1
géométrique), et donc nh_)rgo (14 =)" = 4o00. Ce raisonnement est faux car sous-entend
n
g=1+ % mais ¢ n’est alors pas constant et la suite n’est donc pas géométrique. ..
e Enfin une bonne méthode : posons u, = (1+2)". Ona fn (u,) = nfn (1+21) et tn (1+x) oot
donc #n (uy,) ~ n% On en déduit lim ¢n (u,) =1 et donc, par composition de limites,
n—oo n—oo

Jim uy, = exp(l) =e.

2.2 Séries

2.2.1 Définitions et convergence

Définition 2.13. Soit (up)nen une suite réelle (ou compleze). On appelle série de terme général
Up, notée Zun, la suite des sommes partielles (S),)nen définie par

vneN S5, = Zuk
k=0

On parle de série de nombres réels si tous les u, sont réels.
On dit que la série converge si la suite des sommes partielles (Sy)nen converge. Sinon, on

dit que la série diverge.
+00

En cas de convergence, la limite de (Sy)nen est appelée somme de la série et est notée Z Up,.
n=0

Remarque. Parfois la série ne commence pas a 0 mais au rang ng € N. Les sommes partielles
n
sont alors définies pour n > ng par S, = Z ug. La nature (convergente ou divergente) de la

k=ng
série ne dépend pas des premiers termes, mais la valeur de la somme de la série en dépend.
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Proposition 2.14. Une série complexe E u, converge si et seulement si les séries des parties

réelles Z Re(uy,) et des parties imaginaires me(un) convergent.
En cas de convergence, on a

+oo “+oo +oo
Z Up = Z Re(uy) +i Z Im(uy)
Démonstration : En effet, la suite (S,,)n>0 des sommes partielles de Z uy, vérifie, par linéarité,

Sp = Z up = Z Re(uy) +1i Z Im(uy).
k=0 k=0 k=0

Exemples.

1. Soit a € C et on considére la suite constante Vn € N, u,, = a. Alors S, = (n + 1)a. La série
> uy converge si et seulement si a = 0.

2. Série géométrique. Soit ¢ € C. On considére la suite définie pour n € N par u, = ¢". On
aalors S, =1+q¢+¢*+ ... +q"

(a) Sig=1,ona S, =n+1, donc la série diverge.

n
1 —
(b) Si ¢ # 1, on remarque que (1 — ¢)S, = 1 — ¢"*! et donc S, = qu -7
_ —q
k=0

Conclusion : | La série géométrique Z q" converge si et seulement si |g| < 1

+oo
1 1
et dans ce cas, " = ——. Par exemple, pour ¢ = =, on a — =2
Z;q =7 xemple, pour g = Z;W
+o0 qno
Remarque. Soit ng € N. Si |q|<1, on a Z q" = .
n=mo 1—q

Cet exemple confirme le fait que les premiers termes d’une série ont une influence sur la valeur
de la somme.

+o0o
Définition 2.15. On appelle reste d’ordre n d’une série convergente Zun vers S = Z Uy
n=0
la quantité R, =S — S,.
+o0o
Remarque. Si R, est le reste d’ordre n de la série convergente Zun, alors R, = Z U
k=n+1

En effet,

R,=5-25 :pETwZuk—Zuk—pETw Zuk—i— Z U, Zuk— Z U,

k=n+1 k=n+1

Remarque. La suite (R,)nen est une suite convergente vers 0. Elle représente la vitesse de
convergence de la suite (Sy,)n>1 vers S.

Par exemple, dans le cas d’une série géométrique Z q" avec |g| < 1,on a :

1 1— qn+1 qn+1
g—1 1-q¢ 1-q

R, =
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Proposition 2.16. Soit A € C. Si Zun et ZU” sont convergentes, alors Z(un + v,) et

Z Au,, convergent et on a
+o00 +o00 +00
Zun+vn Zun+2vn et Z)\un:/\Zun
k=0 k=0 k=0

Attention! La réciproque est fausse! Si Z(un—i—vn) converge, on n’a pas forcément convergence
N I\"

de Zun et Zvn. Par exemple, pour n € N, on considere u,, = (2> —letwv, =1. On a

Z(un + v,) converge et Zun et Zvn divergent.

Proposition 2.17 (Condition nécessaire de convergence). Si E Uy, est une série convergente

alors lim wu, = 0.
n——+o0o

Démonstration : On remarque que pour n > 1, u, = Sy, — Sp—1. Comme (S )nen €t (Sn—1)n>1
convergent vers la méme limite, on en déduit que (uy,)nen converge vers 0. O

Définition 2.18. Une série Zun est dite grossiérement divergente lorsque son terme
général ne tend pas vers 0.

2.2.2 Exemples de séries

Les séries de Riemann

1
e On appelle série harmonique la série de terme général u,, = —. Cette série diverge.
n

En effet, bien que lim w, =0, on a
n—-+0o

1 n 1 n
n+1 on " 2n 2’

Vn € N*, Sg, — Sy =

1
Si la suite (Sp)nen convergeait, on aurait lim Ss, — S, = 0. Par conséquent, Z — diverge.
n—+oo n

. . 1
e D’une maniére générale, on appelle série de Riemann toute série de la forme E — ou
n
a € R
1

La série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.
n

1
Démonstration: e La divergence de E — pour « < 1 résultera de maniere immeédiate du
n

théoréme de comparaison (puisque la série harmonique diverge). e Soit alors a > 1. Montrons
que la série Y n% converge en montrant la convergence de la suite des sommes partielles (S, )nen+-

On a déjavVn e N* S,11— S5, = W > 0 donc la suite (Sy,),en+ est croissante. Montrons que

1
cette suite est majorée. Soit k € N\{0,1}. f : 2 = —— est continue sur [k — 1, k] et dérivable
x

sur |k — 1, k[ donc (théoreme des accroissements finis) :

1 1
Jde €]k —1,k[, f(k) —f(k— 1)=(k—(k—1))f(c) c’est a dire e Py =—(a— 1)Ca
1 1 1 1 1
Comme ¢ €]k — 1, k[, — > o et donc Fra— ((k: = ko‘—1>' En sommant ces
inégalités, pour k allant de 2 a n,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, <1 1— - . (1 —) < I ——
<+a—1( gt T g 3“‘1+ —i_(n—l)‘)‘_1 nO‘—1> * —1( ne- ) < ol

En conclusion, la suite (S;,)nen+ est croissante et majorée donc converge. ]
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Les séries télescopiques

Définition 2.19. Une série réelle ou complexe Z uy, est dite télescopique s’il existe une suite
(an)nen telle que u, = ap — an—1 pour n > 1.

Soit E uy, une série télescopique, avec u, = a, — an_1 pour n > 1. Les sommes partielles
vérifient donc

n
Sn:Zuk:uo—i—ul—i—...—i—un:uo—i—al—a0+a2—a1+...+an—an_1:uo—ag—l—an.
k=0

Par conséquent, la série E Uy, et la suite (ap)nen sont de méme nature. En cas de convergence,

le reste d’ordre n vérifie R, = lim ax — a,. La série et la suite ont par conséquent, la méme
k—+o00

vitesse de convergence.

1 -1 " 1
Exemple. On considére u, = —— = — . On a alors S,, = Zuk =1-——.La
n(n—1) n n—1 = n
1 =
série Z m est donc convergente et on a ;::2 m =1.

2.3 Séries a termes positifs

On considere dans cette section des séries Z uy, réelles ou pour tout n de N, u,, > 0. On dit
que la série est a termes positifs (ATP). Il est alors immédiat que la suite (Sy,)n>0 est croissante.
En conséquence,

Proposition 2.20. La série a termes positifs Z uy, converge si et seulement si la suite (Sy)n>0
est magorée.

n +o0
En cas de convergence, on a alors pour tout n de N, 5,, = Z up < Z Upy.
n k=0 n=0

En cas de divergence, on a alors Z Uf—rm=Fc> + 00.
k=0

2.3.1 Théorémes de comparaison

Théoréme 2.21. Soit Y u, et > v, deur séries a termes positifs. telles que, pour tout n de N,
0 < uy < vy

+0o0o +oo
e Si > vy, converge, alors Y u, converge et 0 < Z Uy < Z Up,
n=0 n=0

o Si > wu, diverge, alors > vy, diverge.
Le théoreme reste vrai s’il existe un rang ng tel que pour n = ng, u, < Un. En cas de convergence,

on a alors
+o0o +0o0
0< Y w< Y

n=ng n=ng

n n

Démonstration: On pose S, = Z u et T, = Z vi. On remarque que pour tout n > 0, on a
k=0 k=0

Sn < T

Si > vy, converge, alors la suite (7),)n>0 est majorée et donc (Sy),>0 est majorée, donc > uy,
converge. Le deuxieme point du théoreme en résulte alors aussi puisqu’il n’est autre que la
contraposée du premier. ]
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Théoréme 2.22 (Théoreme d’équivalence). Soit > u, et Y v, deur séries a termes positifs,

avec u, ~ . Alors les séries > u, et > v, sont de méme nature.
n—-+4o0o

Démonstration : Comme u, ~ v,, on peut écrire u, = v, avec lim ¢, = 1.
n—-+o00o n—-+o00o

On en déduit (choix de ¢ = %) lexistence d'un ng € N tel que, pour tout n > ng,

1 1 3
1-— 3 <en <1+ 3 En multipliant par v, > 0, il vient —v,, < u, < Qv”’ D’apres le théoreme

précédent, ceci implique que les deux séries sont de méme nature. O
Exemple.
1
1. La série télescopique —— converge et —— donc — converge.
P Znn—l) & n(n—l)nﬁ+oon2 Z &

1
2. Comme ¢n (1 + #) ~  —, la série > In ( + #) converge.

n—+4oo0 N2 ’

Attention! Si deux suites postives sont équivalentes, alors leurs séries sont de méme nature.
Cependant, en cas de convergence, on n’a aucune information sur la valeur des sommes.

Ezercice. Montrer que la convergence d’une suite réelle (u,,) est équivalente & la convergence de la série

1

de terme général u,, — u,_1. En déduire que la suite définie, pour n > 1, par u, =1+ = 3 44+ ——=Inn
n

est convergente.

Théoréme 2.23 (Critere de d’Alembert). Soit > uy, une série @ termes strictement positifs
(un, >0).

1. S’il existe q €]0,1] et ng € N tels que pour tout n > ny, “ZII < q alors la série > u,
converge et pour tout n = ng, on a R, < u”fql
2. S87il existe ng € N tel que pour tout n > ng,

u;;” > 1 alors la série > u, diverge.
Démonstration: 1. On a pour tout n > ng, Upt+1 < quy, (car u, > 0). Par conséquent, pour
tout n > ng, 0 < up < ¢" ™uy, (récurrence immédiate). Comme ¢ €]0, 1], Zq"_"o converge,
donc (théoréeme de comparaison) Y u, converge. Par ailleurs, pour n > ng et i« > 0, on a
Upt14i g qlunﬂ En utilisant le changement d’indice i = k — (n + 1),

+oo
- 1
R, = Z Ug = Zun-l-l-H X Un+1 Z q" et donc pour n > ng, R, < Un+1 1_
k=n+1 i=0 q
2. Pour tout n 2 ng, Un+1 = Un = Up,, donc la suite ne peut pas converger vers 0 et la série
> u,, diverge (grossiérement). O

Conséquence. (Régle de d’Alembert) Soit ) u, une série & termes strictement positifs a

U
partir d’un certain rang telle que lim ntl .
n—-+oo Un

1. Si ¢ < 1, alors la série ) u,, converge.

2. Si ¢ > 1, alors la série Y u, diverge.
Démonstration: 1. Si¢ < 1. On choisit € > 0 tel que £+¢ < 1. Il existe alors ng € N tel que pour
uz% —E‘ <eie. f—e< “"*1 < f+¢e < 1. D’apres le critere de d’Alembert
(avec ¢ = £ +¢), la série > u,, converge.

2. Si 4 > 1, On choisit € > 0 tel que £ — ¢ > 1. Il existe alors ng € N tel que pour tout
“Z—Il —l<eiel<l—e< u":l ¢+ ¢e. D’apres le critere de d’Alembert (avec
q="{—c¢), la série Y u, diverge. O

tout n = ng, on a

n = ng, on a

. 1N 7. _z" Un4+1 __
Exemple. Soit z > 0. On considere la série ) u, avec u, = %-. On a = +1 D’apres la

regle de d’Alembert, la série est convergente si z < 1, divergente si z > 1, mais on ne peut pas
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conclure avec la regle si x = 1. Cependant, on sait déja que > % diverge.

Remarque. La régle de d’Alembert ne dit rien lorsque % n’a pas de limite ni méme lorsque
cette quantité tend vers 1. Par exemple, > u,, diverge lorsque u,, = % et converge lorsque u,, = #

=1.

u

et dans les deux cas lim —F
n—-4oo Up,

Théoréme 2.24 (Reégle de Riemann). Soit > u,, une série réelle (positive).

1. S7l existe a > 1 tel que lirf n®“u, = £ € R alors la série Y u, converge.
n—-+0oo

2. 57l existe a < 1 tel que ll}r_'I_l n“u, = £ # 0 alors la série > uy, diverge.
n oo

Démonstration: 1. Si £ # 0 c’est immédiat puisqu’alors v,, ~ — (et donc, au passage, uy,
n—+oo N

a, a partir d’'un certain rang, un signe constant : celui de ¢). Si £ = 0, par définition on peut
considérer un entier ng tel que, pour n > ng, [n%u,| < 1 soit 0 < u, < — . D’apres le théoreme
n

de comparaison, la série > u, converge.

14
2. C’est immédiat puisqu’encore une fois u,, ~ —. ]
n—-+oo N

Remarque. La convergence absolue entrainant la convergence (voir paragraphe suivant),
I’hypothese de positivité de ce dernier critére est superflue...

2.4 Autres séries - Convergence absolue

2.4.1 Les séries alternées

On parle de série alternée lorsque le terme général est un réel alternativement de signe positif
et de signe négatif. Plus précisément,

Définition 2.25. La série réelle Zun est dite alternée si (—1)"u, a un signe indépendant de
n.

-1 n+1
Exemples. Z(—l)" et Z = sont des séries alternées.
n

Théoréme 2.26 (Critere spécial & certaines séries alternées). Soit E U, une série alternée. Si

la suite (|uy|) est décroissante et converge vers 0 alors la série E uy, est convergente.

Démonstration : Supposons par exemple que (—1)"u,, est toujours positif. Soit alors n > 2.

Spn—Sn—2 = tUn_ 1+, = (—=1)" " up_ 1|+ (=1)" Jun| = (1) (Jun|—|un_1]) avec |un| —|un—1| < 0.
— Pour n pair (n = 2p), Sz, — Sop—2 < 0 donc la suite (S2,)pen est décroissante.
— Pour n impair (n = 2p + 1), Sop1 — Sa2p—1 = 0 donc la suite (Sap41)pen est croissante.
— Sopt1 — S2p = uzp41 tend vers 0 quand p tend vers +oo.

Les deux suites (S2p)pen et (S2p41)pen sont donc adjacentes. Elles convergent en conséquence

vers la méme limite S. On en déduit, d’apres 1.8, que la suite (S, ),en converge aussi vers S.
O

est convergente.

. . 1"
Exemple. La série harmonique alternée E (=1)
n
Propriétés.
— La somme S d’une série alternée vérifiant le critere précédent est comprise entre deux
sommes partielles consécutives.
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— Le reste d’ordre n d’une série alternée vérifiant le critére précédent a le signe de son
premier terme et est, en valeur absolue, majoré par la valeur absolue de son premier
terme.

Démonstration : Le premier point résulte de la démonstration précédente (suites adjacentes) :
Sopt1 < 5 < Sop. Pour le deuxieme, on écrit ces inégalités sous la forme So,q1 < Sop+ Rap < S
d’ott 'on déduit par exemple ugp11 < Rop < 0 et |Rop| = —Rop < —ugpy1 = |uzpt]- O

L X (—1)F 1
Exemple. On en déduit que Vn € N, Z ’ < T
k=n+1 n+

Remarque. Lorsqu’une série alternée ne vérifie pas les hypotheses du théoréme précédent, on
peut essayer de décomposer le terme général en une somme de deux termes, I'un vérifiant ces
hypotheses, ’autre restant a étudier.

2.4.2 Séries absolument convergentes

Définition 2.27. Une série réelle ou complexe > u, est dite absolument convergente si la série
réelle Y |uy| converge, o [.| représente le module.

Proposition 2.28. Toute série absolument convergente est convergente. En cas de convergence,

on a
+oo +oo
E:l% S;§:|uﬂ
n=0 n=0

Démonstration : e Supposons pour commencer que la suite (uy)n>0 soit a valeurs réelles. Soit
n € N. On remarque que |u,| = u} + u,, ot u;} = max(uy,0) et u;, = max(—uy,,0) (le vérifier
en distinguant les cas u,, > 0 et u, < 0). De plus,

0<ul <lup| et 0<u, < luy

Comme Y |u,| converge, par le théoréme de comparaison 1.3.1, on déduit que > u,} et Y u,
convergent.

Par ailleurs u,, = u} — u,, (le vérifier en distinguant les cas u,, > 0 et u, < 0) et donc la
série Y u, converge.

e Si la suite (un)n>0 est a valeurs complexes, on introduit (ap)n>0 €t (bp)n>0 les suites des
parties réelles et des parties imaginaires de (uy,)n>0. Comme,

0 < Jan| <fun| et 0< byl < Jugl,

la convergence de Y |u,| entraine celle de Y |a,| et de > |b,|. Du cas réel, on déduit que Y ay
et > b, convergent, et donc > u, converge.
n

n
e En cas de convergence, on Z ug| < Z |ug| (inégalité triangulaire) et chacune de ces deux

k=0 k=0
quantités a une limite finie lorsque n tend vers +oo. La fonction valeur absolue étant continue,
“+o00 “+o00
on a donc a la limite Z Up| < Z |t O
n=0 n=0

Remarque. La réciproque est fausse (voir exemples). Une série convergente mais non absolu-
ment convergente est parfois dite semi-convergente.

Proposition 2.29. Soit > u, une série réelle ou complexe. Soit > v, une série absolument

convergente. Si u, = O+ (vn) (a fortiori si u, = o (vn)) alors Y u, est absolument
n—-+0oo n—-—+0o0

convergente.
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Démonstration : Comme u,, = _)O+ (vp), il existe M > 0 et ng € N tels que pour tout n > ng,
mn o

|un| < M |v,|. 11 suffit alors d’utiliser le théoréeme de comparaison 1.3.1 pour en déduire que

> u, est absolument convergente. O
Exemples. 1. La série > %5”) est absolument convergente car Sl%n) = THOJr - (,712) et > ;12

est convergente.
(=1

2. La série alternée ) *—~ converge, mais la série harmonique % diverge. La série alternée

(=" :
> ~—,— est semi-convergente.

. . N 7’ . n
3. Soit € C. On considere la série Y u, avec u, = %;. Pour  # 0, on remarque que

[unga| |z
[un] n+1

> %T converge absolument pour tout z € C.

qui tend vers 0 quand n tend vers 4+o00. D’aprés la régle de d’Alembert, la série

Proposition 2.30. Si Y u, et > v, sont absolument convergentes, alors pour tout (A, u) € CZ,
Y (Auy + pvy,) est absolument convergente.

FExercice. Démontrer cette proposition.

2.5 Représentation décimale des réels

Définition 2.31. On appelle développement décimal d’un réel x toute suite (dy,)nen d’entiers

vérifiant :

+o0 d

mn
do € Z, Vn>=1 d,€[0,9] et Zﬁzx

n=0
On note alors x = dy,drdy -+ dy, - - - .
On appelle développement décimal propre d’un réel x tout développement décimal ne
comportant pas que des 9 da partir d’un certain rang. Le développement est dit impropre dans le

cas contraire.

Théoréme 2.32.

Tout réel non décimal admet un unique développement décimal et ce développement est propre.
Tout nombre décimal non nul admet deux développement décimaux distincts, ['un propre et l'autre
impropre.

Démonstration : On note F la fonction partie entiere. Soit x un réel.

e Existence : On pose ag = dy = E(x) et, pour tout entier n > 1,

a
an, = E(10"x) Ty = ﬁ Yn = Tp + o et dp = (zp — 2p—1).10" = a, — 10ay,—1
On dit que z,, est Uapproximation décimale par défaut de x a 10~ pres.

« Montrons que les suites (,)nen €t (yn)nen sont adjacentes, de limite commune z.
1

10m
Soit n € N*. On a F(10"z) < 10"z < E(10"z) + 1 donc 10a,, < 10"z < 10a,, + 10. Puisque a,
est entier, par définition de la partie entiere, 10a, < F(10"'z) < 10a, + 10. En divisant par
10"*! la premiere inégalité, il vient alors : x, < 2,11 : la suite (z,)nen est croissante.
D’autre part, F(10""z) < 10a, + 10 entraine E(10"*1x) < 10a, + 9 et donc, en divisant par

10" 2 <z

est décroissante.
Enfin, £(10"x) < 10"z < E(10"x) + 1 entraine z, < x < y,, et donc lim =z, = lim y, ==x.

Il est déja clair que ll)rf (yn — o) = 0 puisque, pour tout entier n > 1, y, — zp,
n o

n+ Tt En ajoutant TonT” il vient y,+1 < 2, + 107" = y,, : la suite (yn )nen

n—-+4o0o n—-+4o0o
+o0o d n dk n
mn . . ’1 72 .
« Montrons que x = Z Ton Il s’agit d’une série téléscopique. Z T0F = Z(mk—mk_l) = x,—To

n=0 k=1 k=1
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n
d
et donc Z —kk = x,,. Le résultat en découle.
P 10
« Montrons que Vn > 1 d, € [0,9]. Soit n € N. On a 10a, < any1 < 10a, + 9 donc

0 < ant1 — 10ay, = dpy1 < 9. Enfin, dy est entier et, pour n > 1, d, = a,, — 10a,,—1 U'est aussi.

« Montrons que, lorsque x n’est pas décimal, tout développement décimal de x est propre.
Supposons par l'absurde que tous les dp sont égaux a 9 a partir du rang m. On a alors

B m—1 d, R B m—1 d, 9 1 B m—1 dp, 1 , .
x—zﬁ—l-_W—Zﬁ—l—m—m.ietdoncx—Zﬁ—i—wm_lestdem—
n=0 n=m n=0 10 n=0

mal, ce qui est exclu.

e Unicité : Soit « un réel admettant deux développements décimaux distincts x = dp, d1ds... et
x = dy,d}d,... ou les suites (dy,) et (d})) sont distinctes, telles que dy et df, soient entiers relatifs
n
d/
et dy et dj, solent éléments de [0,9] pour n > 1. Posons @, = » _ 1—6“]{:
k=0
Soit m = Min{n € N, d, # d, }. Supposons par exemple que d], < dy,.

« Montrons que d,, —d, = 1.

. dp — d " d, —d
Pour n > m, on a, avec les notations précédentes, =, — 2/, = ———" Z k.

S T PR [
Mais les suites (z,,) et (x],) convergent vers x. Donc nllgloo (zy, — 2),) = 0 et donc :
n
1(:)lm < dml(;mdlm = nglfoo k;ﬂ dy 1gkdk (car dp, — d, > 1). Mais d’autre part,
n n 1 1
2 d;glgkdk < 2 1%’c - 102+1' = 1(§m N % < 1(%m
k=m-+1 k=m+1 1-— 0

¢ d i Zn: ;—dk< 1 Final tdm—d;n_ . i dy —dp 1
et donc, lm 0F < jgm- Finalement, — 2= = lim 0F = 1gm
k=m+1 k=m+1
Donc d,, — d}, = 1 (c’est-a-dire que, & la premieére décimale qui différe, il y a 1 d’écart entre les

deux décimales).

« Montrons que : Vn > m+1, d}, =9 et d,, = 0.

noog dy, 1 n 9
> ! _ < i k g = 1 .
Pour tout n > m+1onad, —d, <9 et ngrfoo Z 10 10m nETOO Z 10~
k=m+1 k=m+1

donc, pour n > m + 1, d}, —d, = 9 et donc d,, = 0 (et en particulier = est nécessairement
décimal) et d], = 9.

« Concluons. Si x n’est pas décimal, on ne peut avoir ¥n > m + 1, d,, = 0 et on a donc montré
par I’absurde 'unicité du développement décimal de x.
Enfin, si z est décimal, le point précédent montre que = admet au plus deux développements

m
d
décimaux. Or, x étant décimal (non nul), il admet une écriture de la forme =z = Z 1—(;2 ol dp,
" 0 ) k=0
est non nul mais, puisque ngrfoo Z T0F = Tom’ onaaussi x = do,dy -+ - dy—1(dp, —1)999 - - -
k=m+1
g

FExercice. Montrer qu'un réel x est rationnel si et seulement si son développement décimal propre est
périodique a partir d’un certain rang.
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2.6 Complément : exemples de calcul de la somme d’une série
convergente

Les théoremes des sections précédentes permettent de savoir si une série converge ou pas.
Malheureusement, en cas de convergence, il est en général tres difficile d’identifier la valeur de
la somme. On va voir quelques exemples ou la somme de la série est facilement identifiable.

2.6.1 Premier exemple

. . L 1
Considérons la série de terme général u,, = ———— , pour n > 2.
n2—-1"
L. 1 .. . 1
La série converge car u,, ~ — et la série de Riemann E — converge.
n—+oo N2 n?2
. , . s . 1 1
Soit n > 2. La décomposition en éléments simples donne u,, = — Il ne

2(n—1) 2(n+1)
s’agit pas exactement d’une série télescopique. Cependant, on remarque que,

1 & 1 1 1 (& 1 - 1

Utilisons les changements d’indice ¢ = k — 1 dans la premiére somme et j = k+1 dans la seconde
somme, on a alors

=37

1 (=l il 1 1 1 1
= — —_— —_ = - 1 —_— = —
Sn 2(21 Z' 2(+2 n n+1>

Il suffit maintenant de faire tendre n vers +oo pour identifier la somme. On obtient donc

=X 1 3
li = =-.
n—1>I—Poo Sn Z n2—1 4
n=2
(0] ! 1 t Jio:o 1 5 i i d inf ti 1
na ~ — e ——— = —, mais ceci ne donne aucune information sur la
n?—1 notoo p?  fem?—1 4
“+o00
valeur de la somme Z —- En fait, il est possible de montrer, par d’autres techniques, que
n=2
— = —.
—n 6

2.6.2 Deuxieme exemple

Considérons la série de terme général u,, = ng", avec ¢ un complexe de module |g| < 1.

OIl remarque que our n € N* dntl — Bl 1 . La suite 7‘ n 1‘ converge vers .
b )
Un, n [tn | neN*

Comme |g| < 1, d’apres la regle de d’Alembert, la série > ng™ converge absolument.
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On souhaite calculer la somme de cette série. Soit N € N*,

N N N
Sy =Y ng"=Y ng"=q> ng"’
n=0 n=1 n=1

"N N
=q <Z "t (n - 1)(1’”)
n=1 n=1
N-1 N-1
=q < qk + Z qu> en utilisant le changement d’indice k =n — 1
k=0 k=0
N-1
= <5N - Ng™ + qk)
k=0
1 = q
En faisant tendre N vers 400, il vient S = ¢(S + . q) soit finalement Y ng" = (e
n=0



