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Analyse et Probabilités 3
Contrôle continu n◦1 - CORRIGÉ

Question de cours :
1. f est uniformément continue sur I si ∀ε > 0, il existe δ > 0 tel que ∀(x, y) ∈ I2 avec |x− y| < δ,

on a |f(x)− f(y)| < ε.
2. f n’est pas uniformément continue sur I si ∃ ε > 0 tel que ∀δ > 0, ∃ (x, y) ∈ I2 avec |x− y| < δ

et |f(x)− f(y)| > ε.
3. La fonction f est lipschitzienne de rapport K > 0 sur I, i.e.

∀(x, y) ∈ I2 on a |f(x)− f(y)| 6 K|x− y|.

Soit ε > 0, on pose δ = ε/K. Soit (x, y) ∈ I2 avec |x− y| < δ, on a

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y| < Kδ = ε.

La fonction f est uniformément continue sur I.

Exercice n◦1

1. On remarque que
1
n
an = 1

n

n∑
k=1

sin
(
πk

2n

)
.

On considère la fonction f : x 7→ sin
(
πx
2

)
, la subdivision régulière σ = (ak)06k6n, ak = k

n
, de

pas 1
n
de l’intervalle [0, 1]. La fonction f étant continue sur [0, 1], la somme de Riemann

1
n

n−1∑
k=0

f(ak+1) = 1
n

n∑
k=1

sin
(
πk

2n

)

converge vers
∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
sin

(
πx

2

)
dx =

[
− 2
π

cos
(
πx

2

)]1

0
= 2
π
.

2. On utilise le théorème d’intégration par partie avec les fonctions u(x) = sin
(
πx
2

)
et v(x) =

1
2n+1x

2n+1 qui sont de classe C 1 sur [0, 1]. On remarque que u′(x) = π
2 cos

(
πx
2

)
et v′(x) = x2n.

Par conséquent,
∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx =

[ 1
2n+ 1x

2n+1 sin
(
πx

2

)]1

0
− π

2(2n+ 1)

∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx

= 1
2n+ 1 −

π

2(2n+ 1)

∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx.

3. On a

2n
∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx = 2n

2n+ 1 −
nπ

(2n+ 1)

∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx.
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D’une part, lim
n→+∞

2n
2n+ 1 = 1. D’autre part, comme ∀x ∈ R |cos(x)| 6 1,

∣∣∣∣∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx
∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
x2n+1

∣∣∣∣cos
(
πx

2

)∣∣∣∣ dx
6
∫ 1

0
x2n+1 dx = 1

2n+ 2 .

On a donc ∣∣∣∣∣ nπ

(2n+ 1)

∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx
∣∣∣∣∣ 6 nπ

(2n+ 1)(2n+ 2) .

Comme lim
n→+∞

nπ

(2n+ 1)(2n+ 2) = 0, on obtient que lim
n→+∞

nπ

(2n+ 1)

∫ 1

0
x2n+1 cos

(
πx

2

)
dx = 0.

Par conséquent, lim
n→+∞

2n
∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx = 1.

4. On remarque que, pour n > 1,

an

∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx = 1

2
an
n
× 2n

∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx.

D’après les questions 1. et 3., on a donc

lim
n→+∞

an

∫ 1

0
x2n sin

(
πx

2

)
dx = 1

2 ×
2
π
× 1 = 1

π
.

Exercice n◦2

1. Si le coefficient dominant du polynôme est positif, on a alors lim
x→+∞

P (x) = +∞ et lim
x→−∞

P (x) = −∞.
Par conséquent, il existe M > 0 tel que ∀x > M P (x) > 1 et il existe m < 0 tel que ∀x 6 m
P (x) 6 −1.
Comme P (M).P (m) < 0, le polynôme P change de signe sur l’intervalle [m,M ].
Si le coefficient dominant du polynôme est négatif, on a lim

x→+∞
P (x) = −∞ et lim

x→−∞
P (x) = +∞.

Le raisonnement est alors similaire.
2. La fonction x 7→ P (x) étant continue, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe
c ∈ [m,M ] tel que P (c) = 0. P admet donc une racine réelle.

3. C’est faux en général si le degré du polynôme est pair. Par exemple, P (X) = 1 et P (X) = 1+X2

n’ont pas de racines réelles.

Exercice n◦3

1. Au voisinage de 0, on a ln(1 + x) = x− 1
2x

2 + 1
3x

3 + . . .+ (−1)n−1

n
xn + o(xn).

2. On pose u = x + x2. On remarque que lim
x→0

u = 0. On a u2 = x2 + o(x2). Par composition, on
en déduit que

ln
(
1 + x+ x2

)
= x+

(
1− 1

2

)
x2 + o(x2) = x+ 1

2x
2 + o(x2).

3. Au voisinage de 0, on a
√

1 + x = 1 + 1
2x−

1
8x

2 + o(x2).
4. On pose v = x+ 1

2x
2. On a lim

x→0
v = 0 et v2 = x2 + o(x2). On en déduit que

f(x) = x−
(

1 + 1
2x+

(1
4 −

1
8

)
x2
)

+ o(x2)

= −1 + 1
2x−

1
8x

2 + o(x2).
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5. On déduit de la question précédente que la droite d’équation y = −1 + 1
2x est tangente à la

courbe au point (0,−1). Comme −1
8 < 0, la courbe est située sous la tangente au voisinage de

ce point.

Exercice n◦4

Selon les règles de Bioche, on utilise le changement de variable t = tan x. On remarque que

3 sin x− cosx
(sin x+ cosx)(1 + 2 cos2 x) = 3 tan x− 1

(tan x+ 1)
(
1 + 2

1+tan2 x

) .
Comme dx = 1

1+t2 dt, on en déduit que
∫ 3 sin x− cosx

(sin x+ cosx)(1 + 2 cos2 x) dx =
∫ 3t− 1

(t+ 1)
(
1 + 2

1+t2
) 1

1 + t2
dt

=
∫ 3t− 1

(t+ 1)(3 + t2) dt.

On décompose la fraction rationnelle,

F (t) = 3t− 1
(t+ 1)(3 + t2) = a

t+ 1 + bt+ c

3 + t2
.

Comme [(t+ 1)F (t)](−1) = −1, a = −1.
Comme lim

t→+∞
tF (t) = 0, b = −a = 1. Pour t = 0, on a F (0) = −1

3 et donc a+ c
3 = −1

3 , soit c = 2.
On a donc ∫ 3t− 1

(t+ 1)(3 + t2) dt = −
∫ 1
t+ 1 dt+

∫ t+ 2
3 + t2

dt

= −
∫ 1
t+ 1 dt+ 1

2

∫ 2t
3 + t2

dt+ 2
∫ 1

3 + t2
dt

= − ln |1 + t|+ 1
2 ln

(
3 + t2

)
+ 2√

3
arctan

(
t√
3

)
+ cste.

Finalement,
∫ 3 sin x− cosx

(sin x+ cosx)(1 + 2 cos2 x) dx = − ln |1 + tan x|+ 1
2 ln

(
3 + tan2(x)

)
+ 2√

3
arctan

(
tan x√

3

)
+ cste.
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