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Question de cours :
1. f est uniformément continue sur I si Ve > 0, il existe § > 0 tel que V(z,y) € I? avec |z — y| < 6,
ona |f(z) — f(y)| <e.
2. f n’est pas uniformément continue sur I si 3¢ > 0 tel que V& > 0, I (z,y) € I? avec |z —y| < ¢

et [f(z) — f(y)| = e

3. La fonction f est lipschitzienne de rapport K > 0 sur I, i.e.
Y(z,y) € " ona |f(x) - f(y)| < Klz —yl.
Soit € > 0, on pose § = ¢/ K. Soit (z,y) € I* avec |x —y| < §, on a
|f(@) = Wl < Klz —y| < Kd=e.

La fonction f est uniformément continue sur I.

|[Exercice n°1|

1. On remarque que

On consudere la fonction f : z +— sin ( ) la subdivision réguliere o = (ax)o<k<n, ax = %, de
pas 1 de Dintervalle [0,1]. La fonction f étant continue sur [0, 1], la somme de Riemann

n—1
lZ:f ak+1 25111(2”)

=
1 2 b2
converge vers f )dx = / sin (Wx) dx = |——cos (m)] = —.
0 2 T 2 /)1lg
2. On utilise le théoreme d’intégration par partie avec les fonctions u(x) = sin (”;) et v(x) =

Lx2n+1 T T

S qui sont de classe €' sur [0, 1]. On remarque que u'(z) = 5 cos (7) et v'(x) = 2.
Par conséquent,
1

! T _ L o (T2 7T b oont T
/Ox 51n(2)dx—[2n+1x sm<2>0—2(2n+1)/x Cos<2>dac

1 T /1 2n+1 ( )d
= — x cos x.
2n+1 2(2n+1)Jo 2

3. On a

1 9 1
Zn/ 2" sin (mc) P L — ] / 22" cos (m) dx.
0 2 2n+1 (2n+1) Jo 2



2n
D’une part, lim
u p ’ nﬁlJroo 2n+1

1
/ 2t oog ( ) dx
0 2

= 1. D’autre part, comme Vz € R |cos(z)| < 1,

1
\/ 2n+ICOS< )’

0
1

1
2n+1 o
< /0 T dr =

2n+2
On a donc
nm b o1 < > nm
P " d .
‘(2n+ 1)/0 s () MS B e+ 2)
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Comme nl_l}gl_loo Gn T 1)@ + 2) = (, on obtient que nl_l}I_{loo (271—{—1)/ x cos <2> dx = 0.

Par conséquent, hm 2n / " sin ( ) dr =1.
—too 0 2

4. On remarque que, pour n > 1,

1 1 1
an/ 2" sin (mz:) dx = ~n X Qn/ 2" sin (FI) dx.
0 2 2n 0 2

D’apres les questions 1. et 3., on a donc

1 1 2 1
lim an/x2 sm<7m>dm:><><1:.
n—+00 0 2 2 7 T

|[Exercice n°2|

1. Sile coefficient dominant du polynéme est positif, on a alors Erf P(x) = +ocoet lim P(z) = —oc.
Par conséquent, il existe M > 0 tel que Vz > M P(z) > 1 et il existe m < 0 tel que Vo < m
P(z) < —1.

Comme P(M).P(m) < 0, le polynéme P change de signe sur 'intervalle [m, M].
Si le coefficient dominant du polynéme est négatif, ona lim P(x) = —ooet lim P(x) = +o0.

—+00 T—r—00
Le raisonnement est alors similaire.

2. La fonction = — P(z) étant continue, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
¢ € [m, M] tel que P(c) = 0. P admet donc une racine réelle.

3. C’est faux en général si le degré du polyndme est pair. Par exemple, P(X) = 1 et P(X) = 1+ X?
n’ont pas de racines réelles.

|[Exercice n°3|

1. Au voisinage de 0, on a In(1 +z) = — $a? + 22° + ... + %x" + o(z™).
2. On pose v = x + x2. On remarque que lirr(l)u = 0. On a u? = 2% + o(2?). Par composition, on
z—
en déduit que

1 1
In (1—|—x+x2> =z + (1—2>x2+0(x2) :x+§x2+0($2).

3. Au voisinage de 0, on a /1 + 2 =1+ z — t22 + o(a?).
4. On pose v =z + 322 On a lim v =0 et v? = 22 + o(2?). On en déduit que
i d

flz)=2— (1 + ;x + (i — ;)12) + o(z?)

1 1
-1 T 2 2'
+37 Z + o(x*)



5. On déduit de la question précédente que la droite d’équation y = —1 + %ac est tangente a la
courbe au point (0, —1). Comme —% < 0, la courbe est située sous la tangente au voisinage de
ce point.

|[Exercice n°4|

Selon les regles de Bioche, on utilise le changement de variable ¢ = tan z. On remarque que

3sinz — cosx B 3tanz — 1
(sinw +cosw)(1 +2cos?x)  (tanz + 1)(1 +

1+tan T )

Comme dx = dt, on en déduit que

1+t2

3sinx — cosx 3t—1 1
/ i T+ 209 0) = / e
(sinz + cosz)(1 + 2cos? ) (t+1) (1 + 1+t2> T

_ / 3t —1 g
S+ D)E )
On décompose la fraction rationnelle,

3t —1 o a +bt+c
t+1D)(B+2)  t+1 34+t

F(t) =

Comme [(t + 1)F(t)](=1) = -1, a = —1.

Comme lim ¢F(t) =0,b=—a=1.Pour t =0, on a F(0) = —3% et donc a + § = —3, soit ¢ = 2.
t——+o00
On a donc
3t—1 t+2
i
/(t+1)(3+t2 /t+1 *
1
=— [ ——dt+ / dt 2/7dt
/t-i—l 2./ 3412 + 3+ t2

1 2 t
=—1In|l+¢ —|—§1n <3+t2) + —= arctan ) + cste.

(s

Finalement,

/ 3sinx —coszx
(

1 9 2 x
Szt cos2)(1 £ 2cos ) dr = —1In|1 + tan z| +§1n (3 + tan (x)) + —= arctan > + cste.
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