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Feuille d’exercices n°4

Dérivabilite

|[Exercice n°1|

A laide uniquement de la définition, donner les points en lesquels la fonction f est dérivable et déterminer
alors la fonction dérivée :

a)f :x— b)f:xr— 23 o)f cxr— a7t

|[Exercice n°2|

En précisant les résultats du cours utilisés, donner la partie D du domaine de définition de f sur laquelle
on est slir que f est dérivable :

1
a)f:x—V1+a?2—x b)f:xb—>‘x2+3x‘ c)f:x%i—l-
hx 22-1

|Exercice n°3|

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les domaines de définition et de dérivabilité puis utiliser
les résultats (dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient et d’'une composée) pour calculer la dérivée
en tout point du domaine de dérivabilité :

1
fiiz— 1—_Fi fo x> n (cosx) f3:x— {ln(x)
f1: @ — xesn® fsix—(3— 2x2)7% for — (14 z?)cos®

|Exercice n°4]

Peut-on prolonger par continuité en 0 les fonctions, définies sur R*, suivantes ? Sont-elles dérivables ? Si oui,
la fonction dérivée est-elle continue en 07

, (1 , /1
g1 @ — |27 g2:x+— xsin [ — g3(x) =z cos | —
T x

|[Exercice n°5|

Montrer que f : x — zfnx — x est une bijection de |1, 4o00o[ dans | — 1, +-oo[. Montrer que la fonction f~!
est dérivable sur | — 1, 4o00[ et expliciter sa dérivée.

|Exercice n°6|

Soit f : R — R dérivable. Etudier la parité de f’ lorsque f est paire ou impaire, ainsi que la réciproque. Si
f est périodique, f’ est-elle ? Etudier la réciproque.

|[Exercice n°7| (%)
Soit f :]a,b[— R une fonction continue qui ne s’annule pas sur |a, b[. Montrer que si la fonction carrée f?
est dérivable, il en est de méme de f.




|Exercice n°8|

Etudier la dérivabilité et calculer les dérivées d’ordre n des fonctions numériques suivantes :

1—z
1+2x

forxr—tn(l+2) f3:x+— sin’x faix— xlnzx

f1:$'—>

|Exercice n°9|

Donner tous les points critiques de f : z — cos(e”). Combien y en a-t-il dans l'intervalle [0, 4] ?

|[Exercice n°10]

Déterminer les extrema locaux et globaux de f: R — R sur 'intervalle I lorsque :

a) =]0,3]et frz—a+1 b)I:Retf:x%ﬁm+moﬁa>O
c)I:[—%,g]etf:xH% d) I=]-V3,V3et f:az+— xV3— 22

|[Exercice n°11]

Soit f : # + (|z| — 1)%. Peut-on appliquer le théoréme de Rolle & f sur [—1,+1]?

|Exercice n°12|

Pour n € N, on considere f : x — 2" + px + ¢ ol p et ¢ sont deux réels fixés. Montrer que la fonction f ne
peut avoir plus de trois racines réelles distinctes.

|[Exercice n°13]

Soit n un entier naturel non nul. On suppose que la fonction f : [a,b] — R est dérivable a ’ordre n. Montrer
que, si f s’annule en n + 1 points distincts de [a, b], alors il existe ¢ dans ]a, b] tel que f(™)(c) = 0.

|[Exercice n°14]

19
Soit @ = —=—— = 95v/2 — 133. Utiliser les fonctions f : z —

19
5V24 7 5z +7
des accroissements finis pour choisir dans quelle expression remplacer v/2 par 1,41 pour avoir la meilleure
approximation de a.

et g:x+— 95z — 133 et le théoreme

|[Exercice n°15]

Soit f : & — awx?+ Bz +. Appliquer le théoréme des accroissements finis & f sur un intervalle [a, b]. Quelle
est la valeur de ¢? En déduire une propriété géométrique de toute parabole.

|[Exercice n°16]

Démontrer les inégalités suivantes

1) Vx>0 %<€n(1+x)<x. 2) V& >0 arctanx > 3)Vz e R |[sinz| < |z|.
x

i
1422

|[Exercice n°17] (%)

1) Soit a > 0. A T’aide du théoréme des accroissements finis appliqué & x — —, montrer que pour tout n
x
de N\{0,1},
1 1 ( 1 1 )
[ < J— P
nlte “a\(n—-1)* no

n
1
2) En déduire que la suite donnée par S, = Z T converge pour a > 1.
k=1



|Exercice n°18] (%)

En appliquant le théoréme des accroissements finis sur 'intervalle [0,1] & la fonction réelle f définie par
2 n . N

flx) = 6_5‘501!—}—%!%—3!—#'--—{—2!), montrer que la suite (up)neny OU U, = & + % + % + o+ % est

convergente de limite e.

|[Exercice n°19]
r+1

Soient g: x+——x Z et f:x+— g(z) — g(xz — 1). Déterminer Em f.
o

|[Exercice n°20] ()
Soit f: [~1,1] — R de classe C? telle que f(—1) = f(1) = 0.
Montrer que, pour tout « de | — 1,1], il existe un polynéme P de degré < 2 tel que la fonction g = f + P

o?—1

s’annule en —1, 1 et . En déduire que f(a) = 25=f"(c) ou ¢ €] — 1, 1], puis que :
1
wp [f@) <y s |f()
z€[—1,1] ze[—1,1]

|[Exercice n°21|

On définit la fonction f de la variable réelle x par f(z) = x + 222 sin% sizx#0et f(0)=0.

1) Montrer que f est continue sur R.

2) A Daide de la définition de la dérivée, montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.

3) Peut-on en déduire que f est croissante pres de 07

4) Montrer que sur tout intervalle [—q, o] il existe des points ou f’ vaut 1 et des points ou f’ vaut —1.

5) Qu’en déduit-on du point de vue de la monotonie de f au voisinage de 07

|[Exercice n°22]

Soit f une fonction réelle de classe C'* sur le segment [a, b] telle que f'(a) = f'(b). On consideére les fonctions
F, et Fy définies sur [a, b] par :

fx)—fla) flx)—fb)
Fo(z) = o s‘la:zéa Fy(z) = b S.lafzéb
f(a) siz=a 1(b) siz=»b

1) Montrer que F, et F}, sont continues sur [a,b] et dérivables sur a, b|.

£(e) = f(a)

2) Montrer que si F,(a) = F,(b) , il existe ¢ dans |a, b tel que : (x) f'(c) = p—
3) Dans cette question, on suppose que F,(a) # F,(b) = Fy(a), et on pose : h = F, — F,.
a) Montrer que h(a) # 0 et que h(a) = —h(b).

b) En déduire qu'’il existe a dans |a, b| tel que fla) = f(a) = fla) - f(b).
a—a a—b

7€) = f(a)

c) En déduire que F,(a) = F,(b) et qu’il existe ¢ dans ]a, b[ tel que : (x) f'(c) =
c—a

4) Donner une interprétation géométrique de la relation (x).

|[Exercice n°23|

On considere la fonction f définie sur [0; 7] par

sit>0,

t
f it < sin(t)
1sit=0.



1) Démontrer que, f est continue sur [0; 7).

2) Démontrer que f est dérivable en 0.

3) Démontrer que, f est de classe C*! sur [0; Z1.

|[Exercice n°24| (x)

-1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =0 pour z < 0 et f(z) =e © pour z > 0.
P _
Montrer que, pour tout k € N et pour tout z > 0, f*) (z) = (2? e ol P(z) est un polynéme. En déduire
x

que f est de classe C* sur R et calculer f*) (0) pour tout k.

|[Exercice n°25|

Soit f une fonction & valeurs dans R, de classe C? sur R. On suppose que f(0) = f/(0) = 0. On pose

[ AW o >0
g(x)—{f(—\/fx) Sz <0

1) Vérifier que g est de classe C! sur chacun des intervalles | — 0o, 0[ et ]0, 4+o0].
2) Vérifier que g est continue sur R.

3) Calculer lim ¢'(z) et lim ¢'(x).
z—0 z—0
>0 <0

4) Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur f”(0), pour que g soit de classe C! sur R.

|[Exercice n°26] (%)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I d’intérieur non vide et soit (a,b) € I? avec a < b. On
suppose f'(a) < f'(b) et on considere A €]f/(a), f'(b)]. Soit ¢ la fonction définie sur I par g(x) = f(z) — Az.

1) Justifier existence d'un ¢ € [a, b] tel que g(c) = ir[lfb]g(x) et montrer que ¢ ¢ {a, b}.
z€(a,

2) En déduire que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

3) Donner alors un exemple de fonction définie sur R ne possédant pas de primitive sur R.

|[Exercice n°27]

1) En étudiant rapidement la fonction f :] —o0, 5[— R, 2 — ¢n (5—x) —z, montrer que I’équation f(z) =0
admet une unique solution r. Montrer que r €]1,2].

2) Soit ¢ :] — 00, 5[— R, z — In (5 — x).
a) Montrer que g([1,2]) C [1,2] et que pour tout x de [1,2] on a |¢'(x)| < %

b) On pose ug = 1 et, pour n € N, u, 1 = g(up).
Montrer que la suite (u,)nen est définie et converge vers r. Montrer que Vn € N, |u,, — 7| <

|[Exercice n°28|

2

Soit « la racine positive du polynéme f(z) = 2° —x — 1.

On considere Vintervalle I = [3,2] C R et la fonction @ : I — R donnée par ®(z) = z —

1) Montrer que ® est deux fois dérivable et déterminer ®’ et ®”.

2) Calculer ®(a) et @' ().

3) Montrer que ®(I) C I et que ® est contractante sur I.

4) Soit (vp)n>0 la suite récurrente définie par vy = % et vp4+1 = ®(vy,). Montrer que nlgrolo Uy = Q.

5) Trouver un indice n tel que |a — v,| < 1073.



