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Exercice

1) La fonction ¢ :  — L +a—1 est strictement décroissante sur ]0, 1] (car la fonction inverse I'est). Comme
©(1) = a, on a donc Vz €]0,1], () = ¢(1) = a : ¢(]0,1]) C [a,+oo[. f étant définie sur [a,+o0o[, la
fonction composée F' est bien définie sur 0, 1].

2) ¢z +— L +a—1est continue sur ]0,1], (]0, 1]) C [a, +0c[ et f est continue sur [a, +oo[ donc F' = fogp
est continue sur |0, 1] (théoréme de composition des fonctions continues).

De méme, ¢ : 2 — 2 +a — 1 est dérivable sur ]0, 1], ¢(]0, 1[) Cla, +o0o[ (car Yz €]0,1[, p(z) > (1) =a
par stricte décroissance de @) et f est dérivable sur |a, 400 donc F' = f o ¢ est dérivable sur ]0,1]
(théoréeme de composition des fonctions dérivables).
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3) lim ( +a— 1) =+4ooet lim f(X) =0 donc (théoréme de composition des limites) lim F(x) = 0.
z—0t \ T X—+o00 xz—0t
f se prolonge donc par continuité en 0 en posant F'(0) = 0.

Comme f était déja continue sur ]0, 1], elle 'est finalement sur [0, 1].

4) F est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[ et on a F'(0) = F(1) =0 (car f(a) = 0) donc le théoréme de
Rolle assure lexistence d'un « de ]0, 1] tel que F’'(a) = 0.
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5) La dérivation des fonctions composées montre que Vo €]0,1[, F'(z) = —2f/ ( +a-— 1). En posant
x T
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¢=—+a—1onaalors ¢ €]a,+oo] et f'(c) = 0.
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f’ s’annule donc bien en au moins un point de |a, +ool.

On a ainsi démontré une généralisation du théoréeme de Rolle. . .



