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’Questions de cours ‘ (5 points)

1) On appelle probabilité, ou mesure de probabilité, sur I'univers fini 2 toute application P : () — R
vérifiant les trois axiomes :

(1) VAe 2(Q) P(A) >0
(2) P(Q) =1
(3) Y(A,B) € 2(Q2)? (ANB=0= P(AUB) =P(A) + P(B)).
2) 400 est limite & droite de f enasi:VAeR 39>0 VreD;y (a<z<a+d= f(z) > A)

3) Théoreme des valeurs intermédiaires : Soit f une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur un
intervalle I. Soit a < b deux éléments de U'intervalle I. Soit ¢ un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il
existe ¢ dans le segment [a, b] tel que f(c) = £.

4) On a X(Q) = {0,1,--- ,n} et Vk € {0,1,--- ,n}, P((X = k]) = (})p*(1 — p)"*. On a donc E(X) =
Z EP([X =k]) = Z k(Z)pk(l —p)" 7 soit
k=0

keX(Q)

n! - n—1)!
B0 = 2 b g - = 1)!(2 B kA
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n—1
n—1 e n—
ou encore E(X) = npz ( i )pk(l - D) k _ np(p+ (1 —p)) L
k=0

Autre méthode : On peut voir une variable aléatoire de loi binomiale %(n,p) comme une somme de
variables aléatoires (indépendantes) de méme loi de Bernoulli de parametre p :

X=X1+ +X,

La linéarité de I'espérance entraine imméditatement E(X) = E(X;) 4+ --- + E(X,,) = np.

|[Exercice n°1| (2,5 points)

1) e x — xzfn (x) est continue sur |0, 400 et  — exp(x) est continue sur R donc (continuité d’une composée)
f est continue sur |0, +oo|.
e On sait que xfn xr—s=v— 0. Comme la fonction exponentielle est continue en 0, on en déduit par
composition ili% f(z) =exp(0) = 1. f a donc une limite finie & droite en 0.

La fonction f est finalement prolongeable par continuité sur [0, +oo[ en posant f(0) = 1.

— f(0 4 -1 l -1
2) Pour z > 0 on a alors f(@) = J(0) = exp(wtn z) = exp(wtn z) AInz. Or, X =xlnz—s=c— 0 et
z—0 T xfnx
eX —1 exp(zfnzx) —1
—x=ov— 1. On déduit alors 7 ==o— 1 (composition de limites) et donc finalement
xlnx

X
fo f@) = ()

= —o0 : le prolongement n’est pas dérivable en 0.
z—07F z—0

|Exercice n°2| (7 points)

1) f est clairement dérivable sur R et on a : Vo € R, f/(z) =322 — 20 +2 > 0 (car A =4 — 24 < 0). f est

donc strictement décroissante sur R. En particulier, f est continue et strictement décroissante sur [%, 1].
C’est donc une bijection de [%,1] dans f ([%,1]) =[f (%) ,f()]. Or, f (%) = —% <0et f(1)=1>0

donc 0 € f ([%, 1]) 11 existe donc bien un unique réel £ € [1,1] tel que f(¢) = 0.
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2) 22(2 + 2?) — 2x(1 + 2 2
a) g est clairement dérivable sur R et on a : Vo € R, ¢'(z) = 22+ 3(!:2)+ ;)UQ( +27) = e +x 72
x x

g est donc continue et strictement croissante sur [0, +o0o[. C’est par suite une bijection de [0, 00| dans
g([0, +00[) = [g(O),limg[. Comme Emg =1, on a donc bien g(R) = [1,1[.
o0 o

2
Soit z € R. g(x) = x & 1+ 2% = 2(2+2?) soit g(x) = v & 23 — 22 +22—1 = 0. La question 1) montre
donc que g(¢) = ¢.

b) Soit (z,y) € R*. g(z) —g(y) = 2122 2142 - 2+22)(2+y2)
1 412 _ [z +y| 1+1 1
Pour (z,y) € [3,1]% on a donc |g(z) — g(y)| = |z — y| 2+ )2+ < |$—y|m = §|l‘—y|-

(On pouvait aussi, bien sir, utiliser I'inégalité des accroissements finis.)

c) D’apres a), w1 = g(uo) € [3,1]. Une récurrence immédiate montre alors que : Vn € N*, u,, € [3,1].
1
Pour n € N*| en appliquant la question précédente avec b = u, et a = £, on a [g(u,) — g(£)| < 5 |un, — |
S0it [tni1 — € < & |up — af.

Pour n € N\{0}, notons alors %, la propriété : & |up — €] <

< gl
1
e (initialisation) On a |u; — ¢| < 2—0]u1

— L. »

— /| donc 2, est vraie.

o (hérédité) Soit n € N* fixé. Supposons &2, vraie et montrons qu’alors &, 1 est vraie.
D’apres ce qui précede, on a |up+1 — £] < % |un, — €| et donc, par hypotheése de récurrence,

lup — €| = Q—n|u1 —/|. On a bien montré &, ;.

1
[unt1 — €] < 391

. . . . 1
e (conclusion) D’apres le théoréme de récurrence on a donc Vn € N*| |u,, — ¢| < o1

Comme hm =0,ona lim |u,—¥| =0:lasuite (up)nen converge bien vers /.
n—-—4oo 2N— n——4o00

\ul —£|

|Exercice n°3] (4,5 points)

1) Un résultat de expérience (tirage) est une partie a trois éléments de l’ensemble des 12 boules. Quitte a
numéroter chacune de ces 12 boules, on peut munir ’ensemble €2 des tirages de la probabilité uniforme
P (car les boules sont indiscernables au toucher). On a alors Card(Q2) = (132) = 220.

2) Soit la variable aléatoire X : 2 — R comptant le nombre de boules vertes obtenues.
On a donc X : w— Card(wN V) ot V désigne 'ensemble des boules vertes.
La loi de X est alors donnée par X (Q2) = {0,1,2,3} et le tableau des P([X = k]) :

k 0 1 2 3 Somme
P(X=k) |4 | % |5l5a 1

FP(X =k) | 0 |5 | 51| & E(X):%:i

RP(X=K) |0 |3 |2 |18 Ex?)=

44

Eléments d’explications : [X = 3] est 'ensemble des 3-combinaisons de ’ensemble des cinq boules vertes.
Son cardinal est donc (3) = 10. De méme Card([X = 0]) = () = 35.

Les éléments de [X = 2] sont les parties constituées d’un élément de ’ensemble B des boules bleues et
de deux éléments de ’ensemble V' des boules vertes. [X = 2] est donc en bijection avec €, (B) x €a(V)
et donc Card([X = 2]) = (1).(3) = 70.

55 5
3) L’espérance de X est E(X Z EP([X = k]) et le tableau donne bien E(X) = w1
keX(Q)
95
De méme, E(X?) = Z EP(X = k]) = ol et comme la variance de X est V(X) = E(X?) — E(X)?
kEX(Q)
95 25 115

on a finalement V(X) = T IRT



