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’Questions de cours ‘ (5 points)

1) On appelle probabilité, ou mesure de probabilité, sur I'univers fini Q toute application P : () — R
vérifiant les trois axiomes :
(1) VA e 2(Q) P(A)
(2) P(Q) =1
(3) V(A, B) € 2(Q)? (ANB=0= P(AUB) =P(4)+ P(B)).
(a—d<z<a= f(z) <A

0

WV

2) —oo est limite a gauche de fenasi:VA€R 30 >0 Vze€ Dy

3) Soit f une fonction réelle définie et continue sur le segment [a, b], dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, ]
(avec a < b). Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ appartenant a |a, b tel que f'(c) = 0.

4) V(X) = E((X — E(X))?) = E(X? - 2E(X)X + E(X)?) donc, par linéarité de I'espérance (en tenant
compte que E(X) est une constante donc est égale & son espérance),

V(X) =E(X?) - 2E(X)E(X) +E(X)? = E(X?) - E(X)*.

|[Exercice n°1| (5 points)

1) Un résultat de l'expérience (tirage) est une partie a trois éléments de l’ensemble des 10 boules. Quitte a
numéroter chacune de ces dix boules, on peut munir I’ensemble §2 des tirages de la probabilité uniforme

PP (puisque les boules sont indiscernables). On remarque alors que Card(Q) = (') = 120.

2) Les éléments de A sont les parties constituées d’un élément de ’ensemble V' des boules vertes et de

deux éléments de I'ensemble R des boules rouges. A est donc en bijection avec €1(V) x €2(R) et donc
Card(A) = (3).(}) = 63. On a donc P(4) = 16—2?;)

3) On introduit alors la variable aléatoire X donnant le nombre de points gagnés. On a donc :
X:Q— R, w+— 5Card(wnNV)—2Card(w N R).

a) La loi de X est donnée par X (2) = {—6,1,8,15} et le tableau des P([X = k]) :

k -6 1 8 15 Somme

— 35 63 | 21 1
PAX =) | 50 | 10 | 190 | 120 !

—_ 210 63 168 15 __ 36
kP(IX =k]) | -0 | 130 | T20 | 120 | B(X) = 135

Eléments d’explications : [X = 15] est 'ensemble des 3-combinaisons de I’ensemble des trois boules

vertes. Son cardinal est donc (3) = 1. De méme Card([X = —6]) = (3) = 35.

[X = 8] = A donc Card([X = 8]) = 63. De méme, on trouve Card([X = 1]) = (g) (I) =21.
b) Onadonc E(X)= > aP(X =2]) = % = %

zeX(Q)

|Exercice n°2| (10 points)

1)a) f est continue sur R* comme quotient de telles fonctions (la fonction au dénominateur ne s’annulant
e —1 et —¢ 1
= —o— exp’(0) = — = 1 donc lim f(z) =1 = f(0).
1 z—0

pas sur ce domaine). De plus, =
x z—0

f est finalement continue sur R.




b) f est un quotient de fonctions de classe C! sur R* (la fonction au dénominateur ne s’annulant pas sur
ce domaine). f est donc de classe C! sur R*.

T _ 1 T
c) Ve # 0, f'l(z) = (e(ex — 1)3266 = ZEQ On a u(0) = v(0) = 0. De plus, u et v sont dérivables
! —ze® 1 1
sur R et Z’Eg = o (;:6_ 0 = _i'ﬁﬂ—» ~ 5 La reégle de 'Hospital assure alors que
lim f'(z) = —5 Le théoreme de la limite de la dérivée permet finalement d’affirmer que f est de
T——00

classe C! sur R (et que f/(0) = —3).

2)a) u est clairement dérivable sur R et on a : Vo € R, u/(z) = —e® + (1 — x)e” = —ze®. u est donc
strictement croissante sur | — oo, 0] et strictement décroissante sur [0, 4+o00[. Comme u(0) = 0, on a en
particulier Vo € R*, u(z) < 0.

1
D’autre part Vo € R*, f/(z) = (;L(x)l)Q et f/(0) = —5 On a donc bien Vz € R, f/(z) < 0.
e J—
b) Comme lim e®*=0,ona lim e’ —1=—1etdonc lim f(x)=4o0.
T——00 T—r—00 T——00
1
Pour z # 0, f(z) = < et donc, par croissances comparées entre les fonctions puissances et

el —e
exponentielle, lim f(z) =0.
T—>+00

f est continue et strictement décroissante sur R. C’est donc une bijection de R dans f(R) =] Rm fylim f].
oo —0o0

On a donc bien f(R) =]0, +o0].

c) Soit z € R. f(z) =z <~ =1 (car 0 n’est clairement pas solution) d’ou f(z) =z <= 1 =e€"—1.

er —1
f a donc bien un unique point fixe : a = #n 2.

3)a) Soit x €]0, +oo[. La fonction exponentielle est continue sur [0, z] et dérivable sur ]0,z[. Le théoréme
des accroissements finis assure alors l'existence d'un ¢ €]0, z[ tel que e — e® = (z — 0) exp’(c). Comme
exp’(c) = e¢ > €% = 1 (la fonction exponentielle est croissante), on a bien (en multipliant par z > 0)
ef—12=>ux.

@z — e?® — 2ze” — 1 est dérivable sur Ry et on a : Vo > 0, ¢/(x) = 2e2* — 2e® — 2ze® soit
O'(xr) = 2e*[e* — 1 — z]. L’inégalité précédente montre alors que Vo > 0, ¢/'(z) > 0. ¢ est donc
croissante sur [0, +oo[. Comme ¢(0) = 0, on a donc bien finalement Vx € [0, +oo[ €** —2xe® —1 > 0.

2z

. ) 17638—1—(136‘% 172ex—2—2xem+e2x—26x+1
b) SOlt$€R*+.f<$)+§—W+§— 2(6$—1)2

1 €2 — 9pe® — 1

/ —_ =
F@) 45 =@ e
Finalement, d’apres 2)a), Vo € R%, —3 < f/(z) < 0.

soit apres simplifications :

. La question précédente donne alors f'(z) + 1 > 0.

c) On sait que f est continue sur [0, 4+o0c[, dérivable sur |0, +oo| et Vz €]0, 400, |f'(z)| < 5. Pour a et b

1
positifs, I'inégalité des accroissements finis assure alors que |f(b) — f(a)| < 3 |b — al.

4)a) Soit n € N. Une récurrence immédiate assurant que u, > 0 (car f(R) C]0,+o0]), on peut appliquer

3)c) avec b = uy, et a = a. Cela donne |f(u,) — f(a)| < = |uy — af soit [uny1 — af < 5 u, —af.

2
e 1
b) Pour n € N\{0, 1}, notons &, la propriété : & up — al < 2—n|1 —al.»
1
e (initialisation) On a |up — o = |1 — af < E‘l — af donc P est vraie.

o (hérédité) Soit n € N fixé. Supposons &, vraie et montrons qu’alors 2,1 est vraie. D’apres a),
11
[unt1 — | < 3 |uy — @ . donc, par hypothese de récurrence, |upi1 — o < 527|1 —al =

pREsY 1 — al.
On a bien montré &, 1.

. \ 7 \ 7 1
e (conclusion) D’apres le théoréme de récurrence on a donc Vn € N, |u,, — a| < 2—71]1 —al.

1
c) Comme lim — =0, la suite (uy)nen converge finalement vers .
n—-+oo 2N



