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Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Variables aléatoires |

@ Espace mesurable abstrait (2, F).

@ Espace mesurable concret (X, X).

@ V.a. a valeurs dans X application (F, X')-mesurable X : Q — X.
@ Mesure de probabilité P € M;(F).

Remarque

P n'intervient pas directement dans définition de X. Induit cependant loi de X :

X 3 A Px(A) :=P(X Y(A) =P({w € Q: X(w) € A}).

Remarque

Important dans définition de X : espace concret X, pas espace abstrait Q.

1
X= 1}, X =PX),Px = = .
{07 }7 P( )7 X 2(60+51) i ) }%
Question primordiale : Comment joue-t-on au « pile ou face » ?
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Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Réponse du mathématicien

@ D’aprés Kolmogorov : il existe
@ un espace probabilisé (2, F,P) et
e une variable aléatoire X : Q — X,
tels que P({w € Q: X(w) =0}) =1/2.
@ Il est méme capable de vous donner des exemples explicites
d'espaces (2, F,P) et de variables X!
@ On peut jouer au « pile ou face » mais comment joue-t-on
vraiment ?

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.



Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Réponse de |'informaticien

@ On appelle indéfiniment générateur de nombres aléatoires (U,)
(uniformément distribués sur [0, 1]). On construit la suite

x [0 siU<1/2
"I siU, >1)2

(X») est une suite i.i.d. de « pile ou face » honnétes.
o Exemple d'un « bon » générateur de nombre aléatoires :

o Choisir entier No arbitraire entre 1 et m, ot m = 231 — 1.
o Construire, pour n > 0, récurrence N,+1 = 16807N, mod m.
e Retourner U, = N,/m.

o (Un) est la suite des uniformes sur [0, 1] de I'informaticien.

@ Mais comment joue-t-on vraiment au « pile ou face » ?
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Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Réponse du physicien (classique) |

Piéce de monnaie = corps solide = suit équations de Newton.

Sol approximativement plastique = piéce s'immobilise.

Q= (R? x Ry x R3 x R® x S?) muni de sa tribu borélienne B(Q).
Piéce lancée avec condition initiale distribuée selon P a « petit
support », suit flot newtonien.

T=inf{t>0:2=0,V, =0,M,; =0}.

x_J 0 siNroes<0
- 1 siNt-e3>0.

@ Donc aléa classique = réductible.
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Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Réponse du physicien (classique) Il

[Diaconis, Holmes, Montgomery, Dynamical bias in the coin toss, SIAM Review 2007.]

Mais comment joue-t-on vraiment au « pile ou face » 7
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Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Réponse de Kolmogorov

B ={0,1}, B* = UnenB"”, T machines de Turing, K : T — B™ leur codage en
binaire. Complexité de Kolmogorov de 3 € B* :

C(B) := inf{|K(t)c| : t € T, t sur entrée o s'arréte donnant 3}.
Suite (3 est dite aléatoire, si

C(8) = o8-

Corollaire

Il n’existe
@ ni d’algorithme informatique
@ ni de systéme physique (classique) fini %
permettant de jouer au « pile ou face ». Réductibilité de I'aléa classique.
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Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Systémes quantiques

@ On joue au « pile ou face » a I'aide d'un GQVNA.

Quantis-USB-4M module

« 4Mbps of true quantum randomness

= Certified by Swiss National Laboratory

« USB 2.0 interface

= OS Support: Windows, Linux, Solaris, FreeBSD, MAC OS X
+ Demo application

290 € Quantity : |0 (Promotional offer : free shipping for enline purchases)

Systémes classiques = cas particulier des systémes quantiques.
Aucune expérience n'a mis la mécanique quantique en défaut.
1/3 de I'économie mondiale basée sur phénoménes quantiques.

Théorie riche et intéressante mais fortement contre-intuitive.

Localité, contextualité, irréductibilité de I'aléa quantique, perturbation
irréversible de I'état par la mesure, certains états purs ont des marginales
non extrémales, etc.

Plusieurs tentatives de faire rentrer MQ dans cadre probabiliste classi“que,: ‘Q\“
(variables cachées). ENNES 1
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Introduction

Motivation
Systémes physiques comme modéles statistiques

Inégalités de Bell

Si variables cachées = théorie de Kolmogorov valide.

Proposition (Inégalité de Bell & quatre variables)

X1, Xo, Y1, Yo quadruplet arbitraire de v.a. a valeurs dans {0,1}. Alors

P(Xl = Yl) < P(Xl = Yg) +P(X2 = YZ) —|—P(X2 = Yl)

Démonstration.

Les v.a. étant a valeurs dans {0, 1}, suffisant de vérifier sur les 16
réalisations possibles du quadruplet (Xi(w), Xa(w), Y1(w), Ya(w)) que

{Xl = Yl} - {[Xl = Y2] V [X2 = Y2] V [X2 = Yl]}

N
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Systémes physiques comme modéles statistiques

L'expérience d'Orsay

[Aspect, Dalibard, Roger. Experimental test of Bell’s inequalities using time-varying analyzers,

Phys. Rev. Lett., 49 : 1804-1807 (1982).]

Iof

% Détection des coincidences |

Expérience admet explication quantique mais pas classique.
Etablit impossibilité de description classique de I'aléa quantique sans
violation de localité.
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Réfutation expérimentale

de |'hypothése de variables cachées

X, := 1 & {photon gauche traverse si polariseur orienté a}.
Ys := 1 < {photon droit traverse si polariseur orienté 3}.
Fait expérimental : P(X,, = Y3) = sin’(a — B).

Inégalités de Bell :

]P(Xou = Y/31) S ]P)(XOQ = Yﬁz) +]P)(X062 = Yfﬁ) + ]P(X(lz = Y,Bz)'

@ En choisissant a1 =0, ap =7/3, f1=7/2 et S =7/6:
sin?(7/2) < sin®*(—7/6) + sin?(—7/6) + sin®(7/6);

autrement dit = 1<1/44+1/4+1/4.

A
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Mesure physique . ..

...vue comme modeéle statistique abstrait

Postulat

@ Soient S un ensemble abstrait d'états et O un ensemble abstrait
d’observables.

@ Pour toute observable M € O il existe un ensemble® X C R de
valeurs possibles de M.

@ Mesurer M dans état p signifie déterminer mesure de probabilité
7= mh, sur (X, X).

a. X peut étre non-dénombrable ; pour cet exposé, X dénombrable (fini or infini).

A M et p fixés, pour toute valeur possible x € X de I'observable,

7 (x) = P(observable M prend valeur x tandis que systéme dans état p). N
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Rappel sur noyaux stochastiques |

(2, F) et (X, X) espaces mesurables. Application

K:QxX —[0,1]

est un noyau stochastique de (2, F) dans (X, X) si
° Yw € Q, K(w,-) probabilité sur X et
e VA € X,K(:,A) fonction mesurable.

N
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Rappel sur noyaux stochastiques |l

@ K(w,-) probabilité; définit foncteur contravariant bX > f — Kf € bF par
Kf(w) = / K(w, dx)f(x).
X
@ K(-, A) fonction mesurable (bornée); définit foncteur covariant

Mi1(F) 3> pr— uK € M1(X) par

uK(A) ::/Q,u(dw)K(w,A).

Qr) —X - (xx)

wa [~ S

Ma(F) My (K):=K Ma(X). IES
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier avec un dé classique |

@ dé montre face w € Q:={1,2,...,6}.

@ Gain net du parieur déterminé par v.a.

X(w)=[(w-1 mod3)—1] € X:={-1,0,1}.

@ Deux maniéres de représenter information véhiculée par X :

e comme vecteur 6-dimensionnel V, o
e comme matrice 6 x 3 stochastique déterministe
K(w,x) = K(w, {x}) :

-1 1 0 0
0 01 0

1|, |o o 1

Visl 1| K=11 0 o
0 0 1 0

0 0 1
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier avec un dé classique |l

Observable X équivalente a la famille M = (My)xex d'observables élementaires

My (w) := K(w, x) = 1(X(w)) = ]lxq({x})(w) = Ox(w)({x})-

1
0
0
1
0
0

O OORO
—HOOHOO

Remarque

@ VxeX, weQ M(w)>0 et M2(w) = Mx(w). (i.e. My projections).
@ > cx Mx = 1. ((Mx)xex résolution de I'identité).
@ X =3 .x Mxx. (« Décomposition spectrale » de X).

Définition

Mesure physique ci-dessus appelée franche.
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier avec un dé classique Il

o Etats

S~PV:={pc R : > p(w) =1} ~ M1 (Q) = {D_ p(w)dw, p € PV}.

we we

S convexe; Sy := ExtrS =~ {0, w € Q} =~ {p € PV : Jwo, p(wo) = 1}.
@ Mesure physique détermine probabilité 77, € M;(X) par

() = plwe:X@ =x}) = Y o)

weX—1({x})
= Y AM) = (o M),
weN
@ Mesure avec filtrage = probabilité conditionnelle :
Mxpr .
px(w) := ———(w) = P(le dé montre face w|X = x).
W)= 1wy @) = K X=x- A
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Mesures classiques franches
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier avec un dé classique IV

@ Exemple de 2 préparations différentes du systéme « dé » :

111111 1 1 1 111

n=seeee » (mmicsad
@ Probabilités correspondantes dans M;(X) :
@ Espérance de gain E,(X) = > cx mhy(x)x :

5 18 13
Ep(X) =0 Epp(X) = —35 + 35 = 3.
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s dbrrirn Gendin
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier stochastiquement avec un dé classique |

Gain net du parieur (observable) +» K, mais maintenant K matrice
stochastique non-déterminisite, ex.

$ 0 2 : 0 : 2
0 1 0 0 1 0 0
1 g 2 1 0 a 3
K=13 o t|=>Ma=|3| Mo=|g|iMm=|2|=>V=|3
5 5 5 5 3
0 1 0 0 1 0 0
doo : 0 :

Remarque

V(w) = E(X|dé montre face w).
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s dbrrirn Gendin
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier stochastiquement avec un dé classique Il

Remarque

o Vx €X, we Q, My(w) >0 mais M2(w) < M, (w). (i.e. My ne sont
pas de projections).

® > ex M = 1. ((My)xex résolution de l'identité).

o mh(x) = (p, Mx) = >, cq pP(W)Mx(w). (Mais (M) ne fournissent
pas décomposition spectrale de X).

@ Mais espérance de gain dans état p exprimé par
EPX = ZXEX 71-IIT/I(X)X'

Famille M = (M,) avec M, variables > 0 mais non nécessairement des
projections appelée mesure floue ou probabiliste.
‘;\Ws
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s dbrrirn Gendin
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Parier stochastiquement avec un dé classique IlI

Avec p1 and p; précédents :

5 005
01 0
111111, o 2 111
pl: K: —————— 5 = (-, —, —
T P1 676,676’676) % 0 g (37373)'
0 10
5 0%
5 005
01 0
1 1111 | o ¢ 38 45 77
P2 _ o K (. - - = 5 5| — (=22 = °
™ =K =(3333 76532 0 : (360" 160" 160"
01 0
5 03
39

7TGO N s \%
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an Mesures| classiques franches
Exemples de mesure .
Vot bt e
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Mesures quantiques de von Neumann (i.e. projectives) |

Observables opérateurs auto-adjoints sur H. e.g. H = C?, X = ( ! 2 )

T\=2i =2
Elémentaire de calculer

Valeurs propres | Vecteurs propres | Orthoprojections
X uy My = |ux ){ux|
- o[ i L[ 1 -2
NG 2 5\ 2/ 4
) o (2 [ 4 2
NG 1 5\ =2/ 1

Vérifier
@ M, > 0 (donc auto-adjoints) et M2 = M, (i.e. M, orthoprojections).
® > cepecx Mx = I (résolution de I'identité).
® X =3 cepec x Mxx (décomposition spectrale).

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.



Mesures| classiques franches
Vot bt e
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Mesures quantiques de von Neumann (i.e. projectives) I

o Etats correspondent a des opérateurs densité :
S={p:peB(H),p = p,p>0,tr(p) = 1} = D(H).
S convexe; S, := ExtrS = {p € D(H) : p* = p} C P(H).
@ Mesure (My)xespec x dans état p détermine 7}y, sur X = spec X :

T (x) = tr(pMy) = (p, My).

@ Espérance de X dans état p :

Ep(X) =Y mi(x)x =Y tr(pMi)x = trfp(d_ Mxx)] = tr(pX) = (p, X).

@ Loi conditionnelle avec filtrage 3 M, dans état p :
My p M,

= ——— (trés contre-intuitive malgré similitude avec classique) !
= oy LA
|ES
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Mesures| classiques franches
Vot bt e
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Exemples de mesure

Mesures quantiques de von Neumann (i.e. projectives) Il

@ Résolution de l'identité en famille d'orthoprojections orthogonales
M = (My)xex est dite mesure quantique franche.
o A toute mesure franche correspond operateur auto-adjoint X

admettant famille M comme décomposition spectrale
X =3 ex Mix.

Remarque

Comme en classique,
X < (Mx)xeXa

oll maintenant X = spec X.

G\
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les d Mesures classiques franches
Exemples de mesure I
Mesures classiques floues
Mesures franches quantiques
Mesures quantiques floues

Mesures a valeurs operateurs positifs (MVOP)

@ M = (M,)xex famille d’opérateurs auto-adjoints de B(H)

o formant résolution de l'identité (i.e. > _x Mx = )
e en termes d'opérateurs? M, > 0

appelée mesure floue ou MVOP.

o Dans état p € S, mesure floue détermine probabilité 77, sur X par
T (x) = tr(pMy).

P T . '
> _xex Tm(x)x correspond a I'espérance de I'observable M.

a. B>0&specBCRy &V eH, (¢ |By) >0« 3A € B(H) : B=A*A.

N
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Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Transformation de Kraus |

Remarque

Mesures franches C des mesures floues C des mesures floues généralisées (i.e.
ne vérifiant pas ) My = h).

o My >0 < JA, € B(H) : M, = AJA..
o mh(x) = tr(pMx) = tr(pAxAx) = tr(AxpAy).
o Etat conditionné a ce que observable prenne valeur x :
— . _AxpAS
px = 0x(P) = GraAn
o Etat moyenné : ®(p) = >° mh (x)ox(p) = 3., AxpAL.

@ Second mesure dans état py. Etat conditionnel a valeur observée y :

 AyxAL AYAQALAL
Py = %A oxA) — (A AxpALAL) "
@ Etat moyenné : ®(d(p)) = ¢°%(p) =3, , AyAxpALA;. ; ,‘\“
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Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Transformation de Kraus Il

@ & définie initialement sur D(H) peut-&tre étendue & B(H) :
B(H) > T &(T) = ATA; € B(H).
xeX
@ ® > 0signifie T>0=®(T)>0.
@ & complétement positive (cp) signifie®

ide ® & : My ® B(H) — My ® B(H) > 0,k > 1.

Théoréme (de Kraus pour applications cp)

Si & : B(H) — B(H) est normale et cp, il existe famille (Ax)xex in B(H), t.q.

»(T) := Z A TA.
xeX

1. En dimension finie, ® est cp ssi matrice de Choi CZ’ de ¢ : — %
R =ide @Y E; @ Ej) =Y E; @ ®(E;) > 0,Vk > 1.

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.



Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Transformations de Kraus ||

@ Famille (Ax) appelée famille d’opérateurs de Kraus de |'application cp ®.
@ A = vect(Ax, Ax, x € X).

A'={T € B(H) : [T,A] =T, As] =0,Vx € X}.
o o préserve l'identité si > A.A; = .

¢ préserve la trace si ) ArAc = lu.

@ préserve |'unité = opération quantique ou Markovienne;
préserve |'identité et la trace = canal quantique.

@ Frontiére de Poisson de ¢ : Fix(®) := {T € B(H) : (T) = T}.

0 O(T) =3, oy AcTAL My = AZA
@ p € S. Définir So = p € S, récursivement S,11 = $(S,). "\“

@ S, converge-t-elle? Si oui, en quel sens? Quelle relation avec Fix(®)?
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Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Interméde

pour mesures projectives

Commencer par état initial So € S, répéter mesures projectives (Px) pour
obtenir suite d'états moyennés Si, S», ... aprés mesure.

@ Classiquement (pour Q ~ X) (S;) sont mesures de probabilité avec

o So=PetS =3 P(|X = x)P(X = x) = P(),
) DOHC]PZS():S]_:SQ:....

@ Quantiquement S; sont opérateurs densité avec

o So=petp =3 PxpPx (diagonale i.e. probabilité classique
exprimée comme matrice densité) et S, = S1,n > 1.
e Donc So=petp =5=5=...

@ Inintéressant tant classiquement que quantiquement.
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Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Interméde

pour mesures floues

o Classiquement
o So=Pet S = ZX ]PMX() = ]P)(),
e Donc P =5y =5, = S =... (inintéressant).
@ Quantiquement S; sont opérateurs densité avec
o So=petS =5 ApAx (pet A ne commutent pas!)
e Donc S, =] Axp - A pAY - A, -

X1,y Xn

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.



Mesures répétées

Canaux quantiques et opérations Transformations de Kraus

Transformation de Kraus IV

@ En écrivant ®(p) = > h,(x)dx(p),

@ on observe que (S,) est une chaine de Markov classique sur S :

P(p,B) :=P(Sp+1 € B|Sn = p) = ZW,@,(X)(S%(,,)(B).

@ Introduire chaine de Markov augmentée Z, := (Sn, X») € S x X.

Q(p,x), BxJ) = B(Znsz € BxJ|Zo = (p,x)) = S 7 (B)5s,(5)(B)3y (J)-

yex

(Xn) est une chaine de Markov cachée :
IP>()<n+1 = }/|Z = (/77 X)) = 71-i/l(y)
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Purification de |'état initial par mesures répétées
TR eI CrEn e

Résultats

Résultats |

La suite (S,) ne converge pas en général. Cependant.

Théoréme

Soit 7\™ = tr(S™) € [0, 1], avec m > 2. Pour m > 2 fixé, la suite m
est une sousmartingale uniformément bornée. Il existe v.a. 7(™ & valeurs
dans [0, 1] t.q.

) Peul® (m).

lim 7(m Pz
n—oo

Remarque

P,(7(M = 1) = 1 < purification asymptotique de I'état initial p. Sinon
suite (S,) non purifiante.

Dimension finie : Maassen-Kiimmerer (2006).

Dimension infinie : thése de Jacques-Bunrith Lim (2011) tel-0063763. %
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http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00637636

Purification de |'état initial par mesures répétées

Resultats Théoréme ergodique

Résultats 1l

Théoréme (ergodique)

Il existe v.a. S € Fix(¢) C S t.q.

. 1 w* ot
lim NZS" = S ps.

N
N— oo
n=1
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Structure combinatoire des marches aléatoires
Marches aléatoires sur
AR et alsan  aror co dalslza nehelliLrelstrllles pac e desltrajactoires
2 -alge -Kri
Quelques développements en cours C*-algébres de Cuntz-Krieger

Monoides et marches aléatoires

Structure combinatoire algébrique

o Alphabet A = {E,N,W,S}; A* = U2 A", on
A9 = {()}, A" = {w = (w, ..., wn), wi € A}, n € N,

@ (A*,0) ol wo u concaténation des mots w est u un monoide
combinatoire.

Exemple : e = (), u = NWSWE, v = ESEEN
eou=u=uoe,

eov=v=vou,
uov=NWSWE|ESEEN,
vou= ESEEN|NWSWE. e 0 A
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Structure combinatoire des marches aléatoires
Marches aléatoires sur
AR et alsan  aror co dalslza nehelliLrelstrllles pac e desltrajactoires
2 -alge -Kri
Quelques développements en cours C*-algébres de Cuntz-Krieger

The complete graphs K, and Ky

A={E,N,W,S}.
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Structure combinatoire des marches aléatoires
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Path space tree generated by a finite automaton Ky

A path on Ka

The path on PS(KK,)

The path on A*
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Monoides et marches aléatoires

Structure probabiliste

v probabilité supportée par A.

P(a, ) = P(Xp1 = B|Xn = @) = { v(a), if B=aa

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.



Structure combmatoure cles marches aléatoires

Marches aléatoires sur X

Algébre semigroupoidale gauche libre sur I espace des trajectoires
C*-algébres de Cuntz-Krieger

Quelques développements en cours

Représentation de S, en termes des marches aléatoires

@ Poser A = X (considérer uniquement cas fini).

@ (eX*=3In>0:¢eX.

@ X" ={(x1,...,xn):x; € X}.

@ Pour &€ = (x1,...,Xn), définir
o A= AL AL et Ag = Ay, Ay
o Gty 1(p) = buy 1 0+ 0 b (p).

Théoréme

Soient p € S et S, = °"(p). Alors
@ Vn>1,S5,= dexn AgpAz.

Petp_q(P)
@ P((X1,....Xn)=&)=mp, "1 (xn)
v

Processus (Sp) déterminé uniquement par trajectoire combinatoire £ ; (X,) par marche
aléatoire dynamique sur X* avec probabilité de transition ¢§‘€|71(p). %

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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Généralisation aux semi-groupoides
Graphes dirigés

@ Graphe dirigé : G = (G°, G, s, t) avec G° et G* ensembles dénombrables
(finis ou infinis) de sommets (trajectoires de longueur 0) et d'arétes
(trajectoires de longueur 1) et s, t : G* — GP° les applications source et
terminus.

@ Pour n > 2 définir
G"={a=an...a1,a; € G',s(ait1) = t(a)} C (G")",
et PS(G) = Up>0G" I'espace des trajectoires de G. s, t s'étendent

trivialement sur PS(G).

@ En définissant I = PS(G), M = {(B,a) €T x I : s(B8) = t(a)} et
: I — G la concaténation admissible gauche, (I, 2, ) est un
semigroupoide avec unités G°. %

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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Représentation hilbertienne de PS(G)

Graphe dirigé localement fini : G = (G° G!,s, t) (donc PS(G)),
Mots de PS(G) non libres = contextualité.

Espace de Fock : Hg = (2(PS(G)), avec (ta)acps(s) b.o.n.
Pour 3 € PS(G), a € G! et v € G°, définir

Llvg) = {Waﬂ) s(a) = t(B),

0 sinon,

Lvg) = {|01/Jv6>—|w5> v =t(P),

sinon.

Algébre semigroupoidale gauche libre :

25 =Alg" {L,,L,,veGacG.

A

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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Représentation de PS(G)

@ Pour ae Gt et v € G,

L= > las)(Wsl, Lo= Y [¢s){vsl.
Bet—*(s(a)) Bet—1(v)
e L, est auto-adjoint, positif, L:L, = L2 = L, (projection).
@ L} est un opérateur d'annihilation; L3L, = Lg(,).
@ L, est une isométrie partielle.
o L,L7 = Zﬁet—l(s(a)) |"/)a,3 ><waﬂ |, donc Zaet‘l(v) LL; =L,

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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C*-algebre de Cuntz-Krieger de G

e Soient {R,,a € G'} isométries partielles et {P,, v € G°} projections

t.qg.:
uveGlu#v = PP, =0,
a,beGa#tb = RIR,=0,
a€G' = RIR,=Pya),
a€G' = R.R; < Pya,
=

ve G|t (v)] # 0,00

Z R.,R: =P

act—(v)

o Alors il existe C*-algébre universelle de G, C*(G), I'algébre de
Cuntz-Krieger.
[Cuntz-Krieger (1980), Raeburn-Szymanski (2004)].

o For a € PS(G), [a] > 1, Ry = Ry, -+ Ray- nivess wr““

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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Causalité quantique

[Markopoulou-Smolin (1997), Kribs-Markopoulou (2005), Malyshev (2001).]
Soit G = (G°, G, s, t) acyclique et u, v € G°.
@ Ordre partiel induit :

[u=<v] e [Ba ePS(G):s(a) =u,t(a) =v],

@ Structure causale quantique :

o A tout v € G° associer H, fini-dimensionnel.

o If uAvandv Au, alors u~ v (u et v sont non-reliés
causalement) ; espace de Hilbert conjoint H, ® H,.

o Va e G, il existe canal quantique ®, : Ms(a) = My(a), ot M,
I'algébre des matrices agissant sur H.

o Ensemble paralléle : € C G° t.q. Vu,v € € = u ~ v. Algébre des
matrices M¢ = ®,ceM, agit sur He = ®@,ecHy.

o Si ¢ et ¢ ensembles paralléles t.q. toute trajectories vers le futur de &
intersecte ( et toute trajectoire émanant du passé arrivant a ¢ a
nécessairement intersecté &, correspondent a I'évolution d'un systéme ;’é“
fermé : U&C . Hg — Hc.

UCP, décembre 2013 M.a. et transformations c.p.
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