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TABULATION DE LA FONCTION DE RÉPARTITION DE LA LOI GAUSSIENNE

Tabulation de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite Φ(c) = 1√
2π

∫ c
−∞

exp(−t2/2)dt. Dans
l’exemple ci-dessus, à l’intersection de la ligne grisée qui passe par 2.1 et la colonne griséé qui passe par 0.04,
le paramètre c vaut 2.14 et Φ(c) = 0.9838.
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1 Quelques résultats sur les lois usuelles en vue de la statistique

Exercice 1 [Loi géométrique] Soit (En)n∈N∗ une suite d’événements indépendants définis sur le même espace
de probabilité et de même probabilité p, non nulle ; on désigne par X la variable aléatoire égale à l’indice du
premier événement qui se réalise.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X , sa moyenne et sa variance.

2. Calculer la probabilité conditionnelle pour que X soit égale à 2, sachant que X est pair ; généraliser ce
résultat au cas où X est divisible par un entier k.

3. Pour des entiers positifs k et n, calculer

P(X = k +n|X > k).

4. Soit Y la variable aléatoire égale à l’indice n pour lequel, pour la première fois, les événements En−1 et
En se réalisent ; déterminer la fonction génératrice de Y , en déduire sa loi, sa moyenne et sa variance.

Exercice 2 [Loi normale] Soient m ∈ R et σ > 0. On note

gm,σ2(x) =
1√

2πσ
exp(−(x−m)2

2σ2 ), pour x ∈ R.

1. Montrer que gm,σ2 est une densité de probabilité. (On note la loi correspondante N (m,σ2) et on l’appelle
loi normale de moyenne m et variance σ2.)

2. Calculer maxx∈R gm,σ2(x) et lim|x|→∞ gm,σ2(x). Tracer sur le même dessin g0,1/4, g0,1 et g0,4.

3. Si X est une variable aléatoire de loi ayant comme densité gm,σ2 , calculer la fonction génératrice des
moments φ(r) := Eexp(−rX) pour r ∈ R. Calculer EX et VarX .

4. La fonction de répartition de la variable aléatoire gaussienne centrée réduite Z, de densité g0,1, est ta-
bulée et notée Φ(z) = P(Z ≤ z) = 1√

2π

∫ z
−∞

exp(−x2/2)dx. Soit X une variable aléatoire distribuée se-

lon N (m,σ2). Calculer à l’aide des tables P(1 ≤ X ≤ 8) pour m = 5 et σ = 2. Trouver tα tel que
P(|Z|> tα) = α pour α = 0.1.

5. Soient X distribuée selon N (m,σ2) et Z distribuée selon N (0,1). Exprimer en termes de Z la probabilité
pk = P(|X−m| ≤ kσ) et donner les valeurs de pk pour k = 1,2,3.

6. Calculer la fonction caractéristique χ de la loi N (m,σ2).

7. Soient Z1 et Z2 deux variables indépendantes distribuées selon N (0,1). Montrer que le rapport Z1/Z2
est distribué selon la loi de Cauchy.

8. Soient X distribuée selon N (m,σ2) et Y = exp(X). Trouver la densité de Y . On appelle la loi de Y
log-normale et on note lognorm(m,σ2).

9. Soit Y une variable aléatoire distribuée selon la loi lognorm(m,σ2) ; calculer EY .

10. Soit Y une variable aléatoire distribuée selon la loi lognorm(m,σ2) ; determiner la loi de la variable
aléatoire W = 1/Y .

Exercice 3 [Loi gamma]
Soient p et λ des réels strictement positifs ; on note γp,λ (x) = Cλ pxp−1 exp(−λx)1 [0,∞[(x). Déterminer
la constante C (en fonction de p et λ ) pour que γp,λ soit une densité de probabilité. Dans la suite, la
constante C sera fixée à la valeur ainsi déterminée.
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1. Tracer sur le même graphique γ1,1,γ2,1,γ4,1 et sur le même graphique γ2,2,γ2,1,γ2,1/1.

2. Calculer la fonction génératrice des moments φ de la loi γp,λ . Calculer E(X), E(X2) et Var(X).
3. Montrer que le carré d’une variable aléatoire distribuée selon N (0,1) suit une loi gamma.

4. Calculer la fonction caractéristique χ de la loi γp,λ .

5. Soient X1, . . . ,Xk sont k variables aléatoires indépendantes, distribuées respectivement selon les lois
γp1,λ , . . . ,γpk,λ . Déterminer la loi de Y = ∑

k
i=1 Xi.

6. Soient Z1, . . . ,Zd des variables aléatoires indépendantes distribuées selon la loi N (0,1). On note Y =
∑

d
i=1 Z2

i . Montrer que Y suit une loi gamma dont il faudra déterminer les paramètres. Cette loi s’appelle
loi du χ2.

7. Déterminer x0(d) := argmaxγd/2,1/2(x). Trouver un équivalent de γd/2,1/2(x0(d)) lorsque d→ ∞.

8. Pour Y comme à la question 6, la limite en loi de Y−d√
d

lorsque d→ ∞ existe-t-elle ? Si oui, identifier la
limite.

2 Rappels sur les différents types de convergence

Exercice 4 1. Donner un exemple de suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles qui converge vers 0 en
probabilité mais ne converge pas presque sûrement vers 0.

2. Donner un exemple de suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles qui converge vers 0 dans L1 mais pas
dans L2.

3. Montrer que de toute suite (Xn)n∈N de variables aléatoires qui converge vers 0 en probabilité, on peut
extraire une sous-suite (Xnk)k∈N qui converge presque sûrement vers 0 lorsque k→ ∞.

4. Donner un exemple de suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles qui converge presque sûrement vers
0 mais pas dans L1.

5. Donner un exemple de suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles qui converge en loi mais pas en
probabilité.

Exercice 5 Soient (Xn)n∈N et (Yn)n∈N deux suites de variables aléatoires.

1. Montrer que si Xn→ X et Yn→ Y en probabilité, alors Xn +Yn→ X +Y , aXn + bYn→ aX + bY (où a et
b sont des constantes réelles), XnYn→ XY en probabilité.

2. Montrer que si Xn→ c (où c une constante) en loi, alors Xn→ c en probabilité.

3. Donner un exemple de deux suites (Xn)n∈N et (Yn)n∈N de variables aléatoires réelles qui convergent
Xn→ X et Yn→ Y en loi telles que Xn +Yn ne converge pas vers X +Y .

Exercice 6 1. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires distribuées selon N (mn,σ
2
n ). Quelles condi-

tions doivent vérifier les suites numériques (mn) et (σn) pour que la suite (Xn) soit tendue ?

2. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires distribuées selon N (mn,σ
2
n ). On suppose que mn→ m et

σn→ σ . Montrer que Xn converge en loi vers N (m,σ2).
3. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires distribuées selon N (0,σ2

n ). On suppose que σn → 0.
Déterminer la loi limite de Xn.

4. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi µ . Montrer que 1
n ∑

n
k=1 δXk

converge étroitement presque sûrement vers µ .

/USERS/petritis/ens/stat-td.tex Page 3



UFR Mathématiques Master de mathématiques

3 Principes de l’estimation

Exercice 7 Lors d’un jeu télévisé, le présentateur utilise une machine qui génère des nombres aléatoires uni-
formément distribués sur l’intervalle [0,θ ]. Il se sert de cette machine n = 10 fois et présente la suite ainsi
obtenue à 2 participants au jeu. Les joueurs doivent deviner θ ; celui qui s’approche le plus de θ gagne.

1. Décrire précisément l’espace statistique pour ce jeu.

2. Le joueur A utilise la statistique Sn = 2
n ∑

n
k=1 Xk. Est-ce un estimateur biaisé, cohérent ?

3. Le joueur B utilise la statistique Tn = max(Xk,k = 1, . . . ,n). Est-ce un estimateur biaisé, cohérent ?

4. Si vous participez un jour à ce jeu, allez-vous utiliser Sn, Tn ou une meilleure statistique ?

4 Autour de la loi gaussienne

Exercice 8 Soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi
N (m,σ2), où m est connue tandis que σ est inconnue.

1. Proposer un estimateur « raisonnable » de σ2.

2. Déterminer un intervalle de confiance de niveau α pour l’estimateur précédent.

Exercice 9 1. Soit g0,V la densité de la loi normale d-dimensionnelle Nd(0,V ) de matrice de covariance V .
Montrer que les ensembles de niveau h, pour 0 < h < ((2π)d detV )−

1
2 sont des ellipsoïdes et déterminer

les axes principaux.

2. Que faut-il changer pour la loi Nd(m,V ) ?

Exercice 10 Soient µ1 et µ2 deux probabilités sur (Rd ,B(Rd)). On note λd la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle
et on suppose que les probabilités µ1 et µ2 admettent des densités f1 et f2 par rapport à la mesure λd . On définit

H(µ1; µ2) := µ1(log
f1

f2
) =

{ ∫
Rd f1(x) log f1(x)

f2(x)
λd(dx) si µ1( f2 = 0) = 0,

+∞ sinon.

Cette quantité, selon le contexte, s’appelle entropie relative ou information de Kullback-Leibler.

1. Soit g : Rd → R, définie par la formule

g(x) :=

{
f1(x)
f2(x)

si f2(x) > 0,

1 sinon.

Pour montrer que H(µ1; µ2) est bien définie lorsque µ1( f2 = 0) = 0, montrer qu’il suffit de considérer
alors sans perte de généralité le cas où f1 = g f2.

2. Montrer que H(µ1; µ2) existe dans [0,+∞]. (Indication : La fonction définie par la formule ψ(s) =
1− s+ s logs, avec la convention 0log0 = 0, est convexe sur R∗.)

3. Montrer que H(µ1; µ2) = 0 si et seulement si µ1 = µ2.

4. On considère la classe ΠC de mesures de probabilité sur (Rd ,B(Rd)) vérifiant
– ∀P ∈ΠC la mesure P est centrée et a comme matrice de covariance C.
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– ∀P ∈ΠC la mesure P admet une densité f par rapport à la mesure λd telle que

H(P) :=−
∫

Rd
f (x)(log f (x))λd(dx)

existe dans R. Cette quantité porte le nom d’entropie différentielle.
Montrer qu’alors H(Nd(0,C)) = sup{H(P),P ∈ΠC}.

5 Mesures radiales

Exercice 11 Soit P une probabilité sur (Rd ,B(Rd)). La probabilité est dite radiale si elle reste invariante
sous toute transformation orthogonale T , i.e. P◦T−1 = P.

1. Proposer une définition plausible pour la probabilité uniforme sur la sphère unité d-dimensionnelle.

2. Vérifer que la probabilité ainsi définie est radiale.

6 Estimation non-paramétrique

Exercice 12 (Ordre stochastique) Soient P1 et P2 deux lois sur (R,B(R)) dont les fonctions de répartition
sont notées respectivement F1 et F2. On dit que P1 minore stochastiquement P2, et on note P1 � P2 si pour
tout x ∈ R, on a P1([x,∞[)≤ P2([x,∞[). Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. P1 � P2.

2. Il existe deux variables aléatoires X1 et X2, définies sur un espace de probabilité approprié (Ω,F ,P),
telles que P◦X−1

1 = P1, P◦X−1
2 = P2 et P(X1 ≤ X2) = 1.

3. Pour toute fonction f : R→ R croissante bornée, E( f (X1))≤ E( f (X2)).

Exercice 13 (Distance entre répartitions) Soient p ≥ 1 réel et Fp l’ensemble de fonctions de répartition
ayant de moments d’ordre p finis. Pour F,G ∈Fp on introduit :

dp(F,G) = inf(E(|X−Y |p))1/p,

où l’infimum est calculé sur les paires des variables aléatoires (X ,Y ) dont la loi conjointe admet comme mar-
ginales respectives F et G.

1. Montrer que dp est une distance.

2. Montrer que d1(F,G) =
∫ 1

0 |F−1(t)−G−1(t)|dt.

3. Montrer que d1(F,G) =
∫
R |F(x)−G(x)|dx.

4. Soient (Gn)n une suite de Fp et G∈Fp, pour p > 1. Quelle est la signification de limn→∞ dp(Gn,G) = 0 ?

Exercice 14 (Estimation de la densité) Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées sur R, dont la loi admet une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue. On
note Fn la fonction de répartition empirique et fn(t) = Fn(t+λn)−Fn(t−λn)

2λn
, pour t ∈ R, où (λn)n est une suite de

constantes numériques strictement positives.
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1. Montrer que fn est une densité.

2. Supposer que f soit continûment différentiable, limλn = 0 et lim(nλn) = ∞. Montrer que fn(t) est un
estimateur de f (t) dont l’erreur quadratique est f (t)

2nλn
+o( 1

nλn
)+O(λ 2

n ).

3. Si lim(nλ 3
n ) = 0 et les conditions de la question précédentes restent valables, montrer que

√
nλn| fn(t)− f (t)| loi→N (0,

f (t)
2

).

4. Supposer f continue sur [a,b] avec−∞ < a < b < ∞, limλn = 0 et lim(nλ 2
n ) = ∞. Montrer que

∫ b
a fn(t)→∫ b

a f (t)dt en probabilité.

Exercice 15 (Estimation avec des données manquantes) Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées sur R, dont la loi admet comme fonction de répartition F .
Soit π(x) = P(δi = 1|Xi = x) où

δi =
{

1 si Xi est observé
0 si Xi manque.

Supposer que 0 < ρ =
∫

π(x)dF(x) < 1.

1. Noter G(x) = P(Xi ≤ x|δi). Montrer que F = G si et seulement si π(x) = ρ pour tout x.

2. Soit F̂ la fonction de répartition empirique qui place une masse 1/r à chaque Xi observé, où r est le
nombre total des (Xi) observés. Montrer que F̂ est un estimateur non-biaisé et cohérent de G.

3. Si π est constante, montrer que F̂ est un estimateur non-biaisé et cohérent de F . Si π n’est pas constante,
montrer que F̂ est un estimateur biaisé et incohérent de F .

Exercice 16 (Densité du quantile empirique) Soit Fn la distribution empirique d’un échantillon de n va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, dont la loi admet comme fonction de répartition
F et comme densité f . On note φn(t) la densité du quantile empirique d’ordre p. Montrer que

φn(t) = nClp−1
n−1 (F(t))lp−1(1−F(t))n−lp f (t),

où

lp =
{

np si np est un entier
1+ bnpc si np n’est pas un entier.

Exercice 17 (Statistique de Wilcoxon) Soient un échantillon de n + m variables aléatoires indépendantes
(Xi)i=1,...,n+m à valeurs dans l’espace (X,X ), où X est supposé totalement ordonné. On suppose que les n
premières variables (Xi)i=1,...,n sont distribuées selon une loi de fonction de répartition F et les m suivantes
(Xi)i=n+1,...,n+m selon une loi de fonction de répartition G. Les fonctions F et G sont supposées continues en
tout point. On note π ∈ Sn+m la permutation ordonnatrice pour l’échantillon complet et ρi = π−1(i) le rang de
Xi.

1. Calculer ∑
n
i=1 ρi +∑

n+m
i=n+1 ρi et conclure qu’il suffit de considérer la statistique WF = ∑

n
i=1 ρi, la statistique

WG = ∑
n+m
i=n+1 ρi se déduisant trivialement de la précédente.

2. Montrer que WF = n(n+1)
2 +U où U := Un,m = ∑

n
i=1 ∑

n+m
j=n+1 1 Xi>X j .
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3. On note pour C entier

A(C,n,m) := card{(c1, . . . ,cn) ∈ Ord({0, . . . ,m}n) :
n

∑
i=1

ci = C}.

Montrer que
– si C < 0 alors A(C,n,m) = 0 ;
– pour C ≥ 0, on a A(C,n,m) = A(C,m,n) ;
– A(nm−C,n,m) = A(C,n,m) et
– pour C ≥ 0, on a A(C,n,m) = ∑

n
j=0 A(C− j, j,m−1).

4. Si on note P⊗(n+m) la loi produit dans le cas F = G, montrer qu’alors

P⊗(n+m)(U = c) =
A(c,n,m)

Cn+m
n

.

Cette expression permet de calculer explicitement la loi de U pour différentes valeurs de c,n,m, par
récurrence. (Ce calcul n’est pas demandé.) Notons simplement que si l’on définit, pour α ∈]0,1[,

un,α = max{c ∈ N : P⊗2n(U ≤ c)≤ α},

alors on obtient le tableau des quantiles ci-dessous.

n 4 5 6 7 8 9 10 11 12
un,0.05 2 5 8 12 16 21 28 35 42

Exercice 18 (Le cholesterol varie-t-il avec l’âge ?) Dans une étude clinique, on a mesuré le taux de choles-
terol de 22 hommes dont 11 sont dans la classe d’âge 20–30 ans et 11 dans la classe 40–50. Le tableau suivant
reproduit les valeurs mesurées. (Des lignes blanches sont laissées dans ce tableau pour votre convenance.)

20–30 135 222 251 260 269 235 386 252 352 173 156
rang

40–50 294 311 286 264 277 336 208 346 239 172 254
rang

1. Calculer le rang de chaque témoin dans l’échantillon global.

2. Calculer la statistique U de l’échantillon (voir exercice précédent).

3. Pour tester l’hypothèse H0 : F = G contre son alternative H1 : F > G proposer comme région de rejet
φ = 1 si U < c. Quelle est la valeur de c pour un niveau de signification de 5% ? (voir exercice précédent).

4. Quelle est votre conclusion au vu des résultats cliniques ?

7 Fondements de la statistique

7.1 Familles exponentielles

Exercice 19 (Double exponentielle) Soit Π la famille de probabilités sur (R,B(R)) ayant une densité
fθ (x) = 1

2 exp(−|x− θ |), θ ∈ R, par rapport à la mesure de Lebesgue. Montrer que la famille n’est pas ex-
ponentielle.
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Exercice 20 (Familles « position-échelle ») Définition : Soit P une probabilité sur (R,B(R)). Pour V ⊆ Rk

et Mk une classe de matrices k× k symétriques et définies positives, on considère la famille de probabilités
{P(m,Σ),m ∈ V,Σ ∈Mk} où P(m,Σ)(B) = P(Σ−1/2(B−m)) pour B ∈ B(Rk). Cette famille est dite famille de
position-échelle, où m est le paramètre de position et Σ le paramètre d’échelle.

Soit X une variable aléatoire distribuée selon la loi γp,λ . Il est rappelé que cette loi a une densité par rapport à
la mesure de Lebesgue

γp,λ (x) =
λ

Γ(p)
xp−1 exp(−λx)1 [0,∞[(x).

On note Y = σ logX . Montrer que si

1. le paramètre σ > 0 est inconnu, la loi de Y appartient à une famille position-échelle,

2. le paramètre σ > 0 est connu, la loi de Y appartient à une famille exponentielle.

Exercice 21 Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
selon la loi uniforme sur [0,1]. On note Sn := Xn:n−X1:n.

1. Déterminer la densité de la loi de Sn.

2. Montrer que 2n(1−Sn)
loi→χ2

4 . (Indication : Pour cette deuxième question, commencer par établir le théo-
rème de Scheffé : Si ( fn) est une suite de densités par rapport à une mesure ν sur (R,B(R)) qui converge
ν-p.p. vers une fonction f qui est aussi une densité par rappport à ν , alors

∫
| fn(x)− f (x)|ν(dx)→ 0.)

Exercice 22 Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
selon la loi exponentielle de densité fX(x) = 1

θ
exp(−(a− x)/θ)1 [0,∞[(x). On définit X0:n := 0 et Zi := Xi:n−

Xi−1:n pour i = 1, . . . ,n. Montrer que

1. Z1, . . . ,Zn sont indépendantes et (2n− i+1)Zi/θ) est distribuée selon χ2
2 .

2. 2[∑r
i=1 Xi:n +(n− r)Xr:n−na]/θ est distribuée selon χ2

2r, pour r = 1, . . . ,n.

3. Si Y = 1
n−1 ∑

n
i=1(Xi:n−X1:n), montrer que X1:n et Y sont indépendantes et X1:n−a

Y a une densité n(1 +
nx

n−1)−n1 [0,∞[(x).

(Indication : Il suffit d’établir les résultats pour a = 0 et θ = 1.)

7.2 Théorie de la décision : admissibilité, optimalité

Exercice 23 (Calcul du risque) Soit X = (X1, . . . ,Xn) ∈ Rn un echantillon de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées selon la loi exponentielle de moyenne θ ∈]0,∞[. Soit θ0 > 0 un paramètre
fixé. On veut tester l’hypothèse nulle H0 : θ ≤ θ0 contre son alternative H1 : θ > θ0 à l’aide de la règle de dé-
cision déterministe D(X) = 1 [c,∞[(X) où X = 1

n ∑
n
i=1 Xi et la fonction de perte lθ (δ ) = (1−δ )1 θ>θ0 +δ1 θ≤θ0

pour δ ∈ D = {0,1}. Calculer le risque associé.

Exercice 24 (Les règles admissibles ne sont pas nécessairement bonnes) Soit (X,X ,(Pθ )θ∈Θ) un modèle
paramétrique. Supposons que pour un θ0 ∈Θ, le modèle est dominé par la probabilité Pθ0 . Montrer que la règle
de décision D≡ θ0 est admissible pour lθ (δ ) = (θ −δ )2.
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Exercice 25 Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
avec E(X2

1 ) < ∞. Noter m(P) = EX1 et considérer la fonction de perte quadratique lP(δ ) = (m(P)− δ )2. On
introduit la règle D(X) = 1

n ∑
n
i=1 Xi et pour a et b constantes la famille des règles Da,b(·) = aD(·)+b.

1. Pour a > 1, la règle Da,b est-elle admissible pour l’estimation de m ?

2. Pour b 6= 0, la règle D1,b est-elle admissible pour l’estimation de m ?

Exercice 26 Considérer le problème d’estimation d’un paramètre θ ∈ [a,b]⊆R, où a et b connus. Supposons
que [a,b]⊆D et que la fonction de perte s’écrive comme lθ (δ ) = L(|θ −δ |), où L : [0,∞[→R+ est strictement
croissante. Montrer que toute règle de décision D telle que P(D(X) 6∈ [a,b]) > 0, pour un P∈Π est inadmissible.

Exercice 27 Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de n variables aléatoires ayant toutes la même espérance et sont
toutes de carré intégrables, i.e. pour tout i = 1, . . . ,n on a m(P) := E(Xi) et σ2

i (P) = E(X2
i ) < ∞. Considérer le

problème d’estimation de m(P) comme un problème de décision associé à une fonction de perte quadratique
lP(δ ) = (m(P)−δ )2.

1. Montrer que si C contient toutes les règles de décision, il n’existe pas de règle C -opitmale.

2. Si σ2
i = σ2/ai, avec ai connu pour i = 1, . . . ,n et σ2 inconnu, trouver une règle C -optimale pour

C = {D : Xn→ R : D(x) =
n

∑
i=1

cixi;ci ∈ R+;
n

∑
i=1

ci = 1},

pour des variables (X1, . . . ,Xn) non-corrélées.

3. Pour C comme à la question précédente et (X1, . . . ,Xn) identiquement distribuées avec coefficient de
corrélation ρ , déterminer une règle C -optimale.

7.3 Exhaustivité

Définition (Exhaustivité minimale) : Soient (X,X ,(Pθ )θ∈Θ) un espace statistique et S : (X,X )→ (D,D)
une statistique. La statistique S est dite exhaustive minimale si elle est exhaustive et pour toute statistique S′

exhaustive, il existe une application mesurable ψ telle que S = ψ ◦S′.

Exercice 28 (Un critère d’exhaustivité minimale) Soient (X,X ,(Pθ )θ∈Θ) un espace statistique et S :
(X,X )→ (D,D) une statistique. On suppose le modèle dominé par une probabilité µ et on note fθ = dPθ

dµ
.

Montrer que si on a l’équivalence

S(x) = S(y)⇔ θ 7→ fθ (x)
fθ (y)

indépendante de θ ,

alors S est exhaustive minimale pour θ .

Exercice 29 Soit un échantillon de n variables aléatoires indépendantes (Xi)i=1,...,n identiquement distribuées
selon la loi unif(]θ ,θ + 1[), pour un θ ∈ R. Montrer que la statistique S : Rn→ R2 définie par S(x1, . . . ,xn) =
(x1:n,xn:n) est minimalement exhaustive pour θ .
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Exercice 30 Soient un échantillon de n variables aléatoires indépendantes (Xi)i=1,...,n identiquement distri-
buées selon une loi ayant comme densité par rapport à la mesure de Lebesgue

fθ (x) =
1
θ

exp(−x−θ

θ
)1 ]θ ,∞[(x)

pour un θ > 0. Trouver une statistique minimalement exhaustive pour θ .

Exercice 31 Soient X ,Y deux variables aléatoires telles que Y soit distribuée selon B(N,π) et X admette
comme loi conditionnelle sachant que Y = y la loi B(y, p), avec π, p ∈]0,1[.

1. Supposons que π, p soient des paramètres inconnus tandis que N est connu. Montrer que (X ,Y ) est
minimalement exhaustive pour (π, p).

2. Supposons que π,N soient des paramètres connus tandis que p est inconnu.
– La statistique X est-elle minimalement exhaustive pour p ?
– La statistique Y est-elle minimalement exhaustive pour p ?

Exercice 32 Soit Π = (Pθ )θ∈Θ une famille de probabilités telles que, pour tout θ , la probabilité Pθ admette
une densité fθ > 0 par rapport à la mesure de Lebesgue. On suppose en outre que pour tout θ la densité fθ (x)
est continue en x. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indepéndantes et identiquement distribuées selon
fθ . Montrer que si X1 +X2 est une statistique exhaustive, alors Π est une famille exponentielle.

7.4 Complétude

Définition (Liberté) : Soient (X,X ,(Pθ )θ∈Θ) un espace statistique et S : (X,X )→ (D,D) une statistique. Si
la loi de S ne dépend pas de θ alors la statistique s’appelle libre.

Exercice 33 Soient un échantillon de n variables aléatoires indépendantes (Xi)i=1,...,n identiquement distri-
buées selon la loi unif(]θ ,θ + 1[), pour un θ ∈ R. Soit S : Rn → R2 la statistique définie par S(x1, . . . ,xn) :=
(R(x),M(x))≡ (xn:n− x1:n,

x1:n+xn:n
2 ). Montrer que S est minimalement exhaustive pour θ tandis que R est libre.

Exercice 34 (Famille paramétrique de position) Soit un échantillon de n variables aléatoires indépendantes
(Xi)i=1,...,n identiquement distribuées selon une loi ayant comme fonction de répartition F(x−θ), θ ∈R. Mon-
trer que R = Xn:n−X1:n est libre.

Exercice 35 (Famille paramétrique d’échelle) Soit un échantillon de n variables aléatoires indépendantes
(Xi)i=1,...,n identiquement distribuées selon une loi ayant comme fonction de répartition F(x/θ), θ > 0. Monter
que toute statistique qui dépend de l’échantillon à travers les n−1 variables aléatoires X1/Xn, . . . ,Xn−1/Xn est
libre.

Exercice 36 Soient X1,X2 deux variables aléatoires indépendantes distribuées selon la loi discrète :

Pθ (X1 = θ) = Pθ (X1 = θ +1) = Pθ (X1 = θ +2) = 1/3, avec θ ∈ Z.

La statistique (R,M) est minimalement exhaustive tandis que R est libre. Argumenter comment R, en conjonc-
tion avec M, peut fournir de l’information sur θ .
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Exercice 37 (Statistique binomiale exhaustive complète) Suppposons que S ait une loi binomiale B(n,θ),
avec θ ∈]0,1[. Soit g une fonction telle que Eθ g(S) = 0, pour tout θ . Monter que Pθ (g(S) = 0) = 1 pour tout
θ ∈]0,1[.

Exercice 38 (Statistique uniforme exhaustive complète) Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de n variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées selon unif(]0,θ [), avec 0 < θ < ∞. Soit S la statistique
S(x) := xn:n. Montrer que
– la statistique S est exhaustive,
– la statistique S est complète.

Exercice 39 (Théorème de Basu) Montrer que si une statistique S est complète et minimalement exhaustive
alors S est indépendante de toute statistique libre. (Donner la démonstration uniquement dans le cas discret).

Exercice 40 (Application du théorème de Basu) Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de n variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées selon expon(θ), avec 0 < θ < ∞.
– Monter que la famille des lois exponentielles forme une famille d’échelle.
– En conclure que g(X) = Xn

X1+...+Xn
est une statistique libre.

– Montrer que la famille des lois exponentielles forme une famille exponentielle et déterminer sa forme.
– En conclure que la statistique S(X) = ∑

n
i1 Xi est une statistique exhaustive et complète.

– Montrer que g(X) et S(X) sont indépendantes.

8 Théorie des estimateurs ponctuels

Exercice 41 Montrer que pour un modèle statistique dominé, l’entropie de Kullback-Leibler vérifie

H(Pθ1 ,Pθ2) =
1
2
〈θ2−θ1, I(θ1)(θ2−θ1)〉+o(‖θ1−θ2‖2),

où I(θ1) est la matrice d’information deFisher.

Exercice 42 (Des estimateurs efficaces n’existent pas toujours) Soit (X1, . . . ,Xn) un échantillon de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sur (X,X ,Π) où Π = {N (m,σ2),m ∈ R,σ2 > 0}.
Considérer la statistique S2 variance empirique et la statistique cS2 avec c > 0. Argumenter.

Exercice 43 Soit un échantillon de n variables aléatoires indépendantes (Xi)i=1,...,n identiquement distribuées
selon une loi normale N (θ ,1). Écrire l’équation de maximum de vraisemblance et déterminer une solution.

Exercice 44 Soit un échantillon de n variables aléatoires indépendantes (Xi)i=1,...,n identiquement distribuées
selon une loi binomiale B(θ), p) de taille θ ∈ N∗ inconnue et paramètre p connue.
– Écrire l’équation du maximum de vraisemblance.
– Pour p = 1/2 et n = 4, déterminer le maximum pour l’observation X1 = 0,X2 = 20,X3 = 1,X4 = 19.
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