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1 Dates des contrdles continus

Les contrdles continus (de 30 minutes chacun) auront lieu les mercredis 13 octobre et 24 novembre 2010.
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2 Programme détaillé du cours

2.1 Motivation et contexte historique

Transparents du cours d’introduction

2.2 Mesure extérieure de Lebesgue

Classe #R des intervalles ouverts finis de R.

Longueur ; mesure extérieure de Lebesgue A* sur Z(R).

La mesure extérieure de Lebesgue est croissante.

Classe .4, des négligeables de Lebesgue ; toute partie dénombrable est négligeable (la réciproque est fausse).

— Si un intervalle [a,b] est recouvert par une famille finie (,)n—1 » d’intervalles de #g, alors b —a <
Lo AL

— La mesure extérieure de Lebesgue coincide avec la longueur sur #g.

— Aucun intervalle de R d’intérieur non-vide n’est dénombrable ; R n’est pas dénombrable.

— La mesure extérieure de Lebesgue est sous-c-additive.

— Laclasse .47, est stable par réunions dénombrables.

2.3 Tribu de Lebesgue

— Ensemble Lebesgue-mesurable ; classe %, de parties Lebesgue mesurables.
— Tribus ; %, est une tribu.

2.4 Tribu borélienne

— Une intersection d’une famille arbitraire de tribus est une tribu.

— La tribu borélienne sur R, notée #(RR), est engendrée par les ouverts.
— Tout ouvert de R est réunion d’une suite de 7.

- B(R) C B C Z(R). Toutes les inclusions sont strictes.

2.5 Mesures de Lebesgue et de Borel

Définition d’une mesure ( sur un espace mesurable (X, .2).

Propriétés de o-finitude, de complétude.

— La restriction de A* sur %, est une mesure, appelée de Lebesgue.

La restriction A* sur Z(R) est une mesure, appelée de Borel.

Régularité d’'une mesure.

La mesure de Lebesgue est non-finie, o-finie, compléte et régulicre.

La mesure de Borel est non-finie, o-finie, non complete et réguliere.

Les mesures de Borel et de Lebesgue sont invariantes par translation et par réflexion.
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— Pour tout ensemble A € 4, , il existe deux boréliens B et B, telsque By CA C By et A(B)) = A(A) = A(Bay).
(La démonstration de cette proposition sera faite la semaine prochaine).

2.6 Fonctions mesurables

— Fonctions mesurables ; toute fonction constante est mesurable.

— Si (X;)i=12 sont deux ensembles non vides, f : X; — X, et 25 est une tribu sur X, alors f~1(.23) est
une tribu sur X ; en outre, pour toute famille & C Z(X;), la tribu f~!(o%,(&2)) coincide avec la tribu
o, (1 (&)).

— Fonctions boréliennes, fonctions Lebesgue mesurables.

— Toute fonction réelle continue est boréleienne.

— Toute fonction réelle monotone est borélienne.

— L’espace m(X, 2", R) est un R-espace vectoriel ; en outre, si f,g € m(X, Z2",R), alors fg € m(X, Z",R).

— Un petit intermede hors programme sur les treillis (ensembles partiellement ordonnés munis de deux opéra-
tions binaires, la disjonction et la conjonction, notées respectivement V et A) ; treillis 6-complets, notions de
liminf et limsup pour les treillis. (R, <) est un treillis 6-complet avec minorant universel —co et majorant
universel oo. (27, C), ot £ est une tribu sur X, est un treillis c-complet ayant ) comme minorant universel
et X comme majorant universel.

— Enveloppe supérieure de deux fonctions f,g: X — R.

— Si (f,) est une suite de m(X, 27;R), alors sup, f;,, inf, f;, limsup, f;, liminf, f, appartiennent a m(X, 2";R).

2.7 Fonctions étagées

— Fonctions étagées &'(X, 2";R) ; représentations disjointe et canonique d’une fonction étagée.

— Toute fonction mesurable positive est limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées positives.
Si la fonction a approximer est bornée, la suite croissante des fonctions étagées approximantes converge
uniformément.

— Si (X, 2") est un espace mesurable et f : X — R, il y a équivalence entre les propriétés : f € m(X, 2";R) et
f est limite simple d’une suite de fonctions étagées de &' (X, Z";R).

— Propriétés vraies u-presque partout.

— Si tous les membres de deux suites de fonctions mesurables sont égaux presque partout alors les supremum,
infimum, limes superior, limes inferior des deux suites sont égaux presque partout.

2.8 Construction de l'intégrale de Lebesgue

On se place dans le cadre d’un espace mesuré (X, 2", u).

2.8.1 Intégrale pour des fonctions mesurables positives

- SiY? , Billg, = Z?Z | Yillc, sont deux représentations disjointes d’un méme élément de &'(X, Z;R ), alors

1 B (Bi) = X, i (G).
— Intégrale supérieure pour des fonctions mesurables positives.
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Propriétés de I’intégrale supérieure ; égalité de Beppo Levi.

Lemme de Fatou.

— Sur un espace mesuré (X, 27, u), si f € m(X, 2 ;R,) alors [* fdu =0« f(x) =0 pour u-p.t. x.
Soient (X, 2", 1) un espace mesuré et f,g € m(X, 2 ;R,). Si f < g u-p.p., alors [* fdu < [*gdu.
Soient (X, .27, ) un espace mesuré et f € m(X, 2;R,). Si [* fdu < o, alors f(x) < oo p-p.p.

2.8.2 Fonctions intégrables ; intégrale d'une fonction intégrable

— Définition des fonctions intégrables ! (X, 2", u).

- 21X, 2, 1) est un R-espace vectoriel.

- feLNX, 2,0 = |fle LYX, 2 1) = |f] € LYX, 2, 1) ; lareciproque n’est pas vraie en général.

- feL'X, 2,0 e e lNX, 2 ,u0).

— Il existe une unique forme linéaire sur ! (X, 2", 1) qui coincide avec [ fdu pour les fonctions mesurables
positives. Cette forme linéaire s’appelle intégrale de f par rapport a u.

3 Exercices et bibliographie

Recueil d’exercices pour le module

4 Corrigés des contrbles et examens

Corrigé de contrdle du 13 octobre 2010.
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