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Durée de I'épreuve : 2 heures
A rédiger directement sur le sujet (et & continuer sur une feuille libre le cas échéant). Tous les documents
sont autorisés; les calculatrices, les téléphones portables, les tablettes et les ordinateurs sont interdits.

Les résultats d'une question, méme non démontrés, peuvent étre utilisés aux questions suivantes

Nom et prénom: QUELQUES INDICATIONS

Exercice 1 [Le protocole B92 de communication quantique d’'une clé de cryptage (Bennett
1992)] Alice et Bernard se mettent (publiquement) d’accord sur deux vecteurs | Bo) et | 1) de
norme 1 dans H = C? qui ne sont ni orthogonaux ni colinéaires et sur un entier N = @(4n), o1
n est la taille du la clé qu’ils veulent échanger.

Alice utilisera | Bp) pour coder le bit classique 0 et | §;) pour le bit 1 selon la procédure
suivante :
Auxinstants k=1,...,N, elle
— génere une variable aléatoire a uniformément distribuée dans {0, 1},
— prépare un photon dans un état

_J1Bo) sia=0
Iw>—{|ﬂ1> sia=1

qu’elle envoi aussitét a Bernard,
— stocke chez-elle, en lieu str, les valeurs successives de a.

Bernard dispose de deuxeffets By = I—| By ){(Bo| et By = I—-| B1){B1 | et effectue des mesures
selon la procédure suivante :
Alaréception de chaque photon envoyé par Alice, il
— génere une variable aléatoire b uniformément distribuée dans {0, 1},
— note lavaleur R laréponse (dans {0, 1}) a la question «1’effet B, prend-il la valeur 1 »?
— stocke chez lui en lieu sir les valeurs successives de b et de R,
— alinstant N, il envoi a Alice par le canal classique les instants pour lesquels R vaut 1

(mais aucune information sur I'effet qu’il a mesuré).

Le but de 'exercice est de montrer qu'aux instants k ot Ry =1, onaP(b =1—-ag) = 1.

1. Vérifier que les effets B, pour ¢ =0, 1, sont des opérateurs positifs.



Pourtout|w) eH,ona{y|B.w) =(yly)-Kw| ﬁc)lz. Or, par 'inégalité de Buniakowski-

Cauchy-Schwarz, on aaussi que [(y | B)] < 1yl Bell = lwll. Donc (y |y )~ (| Be)I? =0,
ce qui prouve la positivité de I'opérateur.

. Montrer que pour chaque ¢ = 0,1, l'effet B, est un projecteur qui projette sur le sous-
espace orthogonal au vecteur | 8.), i.e. B = | B ){ B¢ |, out | B ) désigne le vecteur unité
orthogonal a | B.).

On calcule

B =~ 1) Pe))® =T+ (Bel B Pe){Bel =21 ) Bel=T—1Pc){Pel=Be

ce que établit le caractere projectif de B.. En utilisant I'identité I = | 8. ){B. |+ ,B% )(ﬁﬁ l,
on conclut que B, = | ﬁﬁ )(ﬁﬁ l.

. Déterminer spec(B,) pour c € {0, 1}.
Puisque B, est un projecteur, son spectre est {0, 1}.

. Calculer, en indiquant explicitement les résultats non nuls,

BolBo) =By | Bo) By) =0
BilBo) =By B0 B1)#0
Bol 1) =By |B1)IBy) #0
BilB1) =By 1B p1)=0.

. En conclure que Pg, (B, = 1) = 1 - [{ B4 B5)I?.
Puisque spec(By) = {0, 1} — par ce qui a été établi en question 3— on a

Pp,(Bp=1)=Eg,(By) = (Bal BoBa) = {Bal By ) = 1= Bal Br)I*.

1
1 —_—
. Résumer dans le tableau ci-dessous vos résultats dans le cas ou | ) = ( 0) et|f1)= ( ‘{5)

S

et expliquer le principe du protocole.

a| ly)y || b | (yl|Bpyy)
0| 1Bo)| O 0
0| 1Bo) || 1 3
1[1B1) |l o 3
LB || 1 0

Lorsque (v | Bpw ) = %, onsaitque P(By=1) = % Mais, silaréponse est R = 1, on connait
avec certitude que b = 1 — a a été choisi. On aura donc coincidence de by avec 1 — a; aux
instants k pour lesquels Ry = 1 ce qui arrive a ©(N/2) d’entre eux. On continue comme
pour le protocole BB84 pour distiller une clé sur N/4 instants.



Exercice 2 [Le paradoxe GHZ (Greenberger, Horne et Zeilinger 1989)]

1. Soient X, X, X, Yy, Yy, Y, six variables aléatoires (classiques), définies sur le méme es-
pace de probabilité (2, %,P) a valeurs dans {—1,1}. La loi P est arbitraire, i.e. les va-
riables aléatoires peuvent étre indépendantes ou pas, symétriques ou pas, dégénérées
ou pas. Noter Wy, Wy, W,, W3 les variables aléatoires

Wo = Xg Xp Xy Wi = XY Yo Wo =Y, X Y, et W3 :=Y, Y X,
définies aussi sur (Q, &#,P) et a valeurs aussi dans {—1, 1}. Monter que

PWy=1W;=-1,W,=—1,W;=—1) =0.

Supposons qu'il existe w € Q tel que la proposition
(W1 (@) = =11 A [Wa(w) = 1] A [W3(w) = —1]

soit vraie. Mais alors pour cet w, en effectuant le produit H?zl W;, onaura [W; (w) Wa (w) W3 (w) =
—1]. Par ailleurs, en explicitant les expressions des W; et en observant que Y? = sz =
YC2 =1, on arrive a la contradiction

=1 =W (w) W2 (w) W3 (w) = Xg(w) Xp(w) Xc(w) =1.
Par conséquent,

(XoXpXe=1,X,YpYe=—1,Y,XpYe = —1,Y,Vp X, = 1} = @.

2. Dorénavant, on note . = C2 et
JR (N AT (I A R £ B
71 o)"27 i o) o -1

1} (O
les matrices de Pauli dans la base canonique (( O) , ( 1) ) Montrer que spec(o) = spec(a?) =

spec(o3) ={-1,1}.
On calcule les polyndmes caractéristiques et on constate que, pour tout i =1,2,3, on a

xi(A) :=det(o; —AD) = A% 1.

3. On note | +) et | —) les vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres +1

1
et —1 de 03. On a donc og3|s) = s|s) pour s € S := {+,—}; autrement dit, |+) = (0) et

=)= ((1)) Calculer, pour s€ S,

o1ls)=1-5s)

os|s)y=1is| —s).



4. Soit |W) = %(I ++4)+| ———)) € H:= #%3. Montrer que |¥) est un vecteur propre
pour les operateurs W;, i =0,...,3, agissant sur H, olt

Wo:=01901®01|V)=|¥).

Wii=0,902002|¥Y)=—|V¥)
Wy:=0,00,®02|¥Y)=—|V)
Wy:=0,00,®01|¥VY)=—-|¥)

5. Que peut-on conclure sur les probabilités que Py (W; = 1) pour i =0,...,3 et sur I’état du
systéme apres que chaque question soit posée ?

Etant donné que | W) est un vecteur propre pour chaque W;, on conclut que Py (W; =
w;) =1 pour w; lavaleur propre de W;. Par ailleurs, I'état du systéme apres avoir posé la
question « W; = w; » 2 reste inchangé | V).

6. Montrer que 0102 = —0207].

11 suffit de vérifier I'égalité en effectuant les multiplications des représentations matri-
cielles de 01,0, dans la base canonique :

s [0 IO =iy _(i 0y_
7271 ofli o) o —i)” T

7. Pour A, B, C et D des opérateurs agissant sur -, montrer que (A® B)(C® D) = (AC) ®
(BD).

Soit (€9 ® £9,0 ® €1, €0 ® €9, €1 ® £1) la base canonique de #%®2. On a, pour tout i, j, k, | =
0,1,

(€i€j|(A®B)(C® D)eyep) =(€i€j| (A® B)(Cer)(De))) = (€€ j| (ACer) (BDgyp)).

8. Commenter pourquoi les résultats établis dans les questions précédentes sont para-
doxaux s'ils sont interprétés classiquement. (Il est rappelé que 0? = a% =1).

Les matrices X := 03 et Y := 0, ont un spectre {—1, 1}, elles sont donc les analogues quan-
tiques des variables aléatoires a valeurs dans {—1, 1}. Les résultats établis en question 4
signifient que

Py (WoWi Wo W3 = (-)°) = 1.
Cecin’est pas en contradiction avec les formes explicites de W; car, a cause de I’'anticom-
mutatiivité des 01,0, on a

WiWoW3=(01®02802) (02001 ®02)(02002®07)
:(710%@020102 ®U§Ul =019 (—01)®0 =-W,,

mais il est en contradiction flagrante avec le cas classique. Contrairement aux inégalités
de Bell, nous sommes en présence d’'une violation maximale de la prédiction classique
(la probabilité passe de la valeur 0 a la valeur 1). Ce phénomeéne est connu sous le nom
de paradoxe GHZ.

La correction sera mise en ligne peu de temps aprés la fin de |'examen.



