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Notation de Dirac

Exercice 1 Exprimer la condition de complétude d’'une base orthonormée en notation de
Dirac.

Exercice 2 Soient A:G — H un opérateur linéaire et ({1,...,{ ;) une base orthonormée de G
et (n1,...,Mm) une base orthonormée de H.

1. Exprimer Ig et Ijy.

2. Déterminer les éléments de matrice de A et de A* dans les bases respectives et expri-
mer 'identité A = Iy Alg en notation de Dirac.

3. Soit g € G. Déterminer ses coordonnés dans la base et exprimer '’application de A sur
| g) en notation de Dirac.

Exercice 3 SoientH et (€1, ...,€,) une base orthonormée de H. On note E'/ 'opérateur E'/ =
lei)(€jl.

1. E'J est-il un orthoprojecteur 2

2. Déterminer E'J EX!,

3. Déterminer Eij|€k>.

4. Déterminer les éléments matrice de E'/ dans la base.

Produit tensoriel de deux espaces de Hilbert (de dimension finie)

Exercice 4 Soit (gx) une base orthonormée d'un espace de Hilbert G et et (h;) une base or-
thonormée d’un espace de Hilbert H.

1. Soit T un opérateur linéaire agissant sur G®H. Calculer sa décomposition (en notation
de Dirac) dans la base (g ® h;).

2. Soient A et B deux opérateurs agissant respectivement sur G et sur H. On définit un
opérateur S agissant sur G ® H par son action sur les tenseur simples :

Sl¢py®lw) =|Ap)®|By),peG,yeH,

étendu par linéarité sur tout 'espace G ® H. Comment s’écrit S dans la base (g ® h;) ?



Exercice 5 Soient H et K deux espaces de Hilbert et A € B(H), B € ‘56(K) deux opérateurs
auto-adjoints.

1.
2.

o

Monter que [|[A® B| = || AlllB.
Montrer que tout ¥ € H® [K peut s’écrire comme une somme finie ¥ = Zﬁ\i L hi®k;, ou
h; e Het k; € K; en outre, la famille (k;);=1, . v peut étre choisie orthonormale.

. En conclure que |2 =XV, IIh; .

Montrer que [|A® I'V||? < || A||?||¥||? et conclure que | A® I| < || A].

. En observant que A® B = (A ® Ik)(Iy ® B), établir que ||A® B|| < | Al B| et conclure

que [|[A® Bl = [ AlllB]I.
Si les dimensions respectives des espaces sont m et n, calculer det(A® B).

Propriétés géométriques de I'espace des états quantiques

Exercice 6 Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension d.

1.
2.

Montrer que la dimension complexe de £(H) est dz.

Montrer que la dimension réelle de I’ensemble £ (H) d’opérateurs auto-adjoints est
d2

Conclure que I'ensemble convexe des opérateurs densité O (H) peut étre paramétré
par d? — 1 parameétres réels.

Exercice 7 Soit H=C? Onnote |0):=(}) et |1):= (?) la base canonique.

1.

Soit | ) un état pur. Déterminer le projecteur Py, sur le sous-espace unidimentionnel
engendré par |y ).

Soit (| )) jej une famille d’états purs. Déterminer la forme qu’aura une combinaison
convexe p de tels projecteurs sur ces états.

Si p est positive (i.e. (¥ | py) = 0 pour tout ¥ € H), déterminer ce que cette condition
impose sur la représentation de p.

Remarque : Cette expression constitue la forme la plus générale d'un état p € S(C?);
elle décrit I’état de préparation d'un systéme quantique binaire appelé qubit.

. Montrer que l'espace vectoriel £(H) muni de la forme sesquilinéaire £(H) x £(H) >

(A, B) — tr(A* B) € C devient un espace de Hilbert. Cette forme est dite produit-scalaire
de Hilbert-Schmidt.

On note
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les matrices de Pauli. Montrer que ces matrices forment une base orthogonale de I'es-
pace vectoriel £(H) pour le produit scalaire de Hilbert-Schmidt. Suggestion : on peut
utiliser l'identité 00| = i€x;m0Om pour k,l,m =1,2,3 ot €1, € {—1,0, 1} est le tenseur
totalement antisymétrique qui vaut 0 si deux indices se répeétent et vaut —1 ou +1 se-
lon que la signature de la permutation nécessaire pour écrire les indices sous une forme
cyclique est impaire ou paire.



7.
8.

9.

. En décomposant p = %Zizo rq0q sur la base des matrices de Pauli, Quelle contrainte

impose la condition tr(p) = 1 sur les coefficients de la décomposition ? Dans la suite de
I'exercice, on suppose que tr(p) = 1.

Montrer que r; =tr(po;) pour i =1,2,3.

Quelle contrainte impose la positivité de p sur les coefficients de la décomposition ?

Montrer que p est un projecteur si, et seulement si, ||r|| = /7% +r5 +r2 = 1.

Remarque: La représentation déterminée dans cet exercice donne une signification géomé-
trique trés intuitive de 1'état d’'un qubit (H = C?). Malheureusement, la représentation cor-
respondante aux qutrits (H = C3), ou plus généralement aux qudits (H = C%) sont des variétés
de dimension d? — 1 qui n’ont pas de description intuitive dés que d = 3.

Marginales quantiques

Exercice 8 Soient p; € ®(H,), p2 € D(Hy), X; € B(H;) et X, € B(H,).

1.
2.
3.

Montrer que p := p; ® p2 € D (H; @ Hy).

Quelles sont les marginales quantiques de p ?

Calculer tr(X; ® Ip), tr(I; ® X2p) et tr(X; ® Xpp), ou I, I sont les opérateurs identité
sur H; et Hy respectivement.

Quelle est 'interprétation de p ?

Exercice 9 Soient ¥ un vecteur unité sur H, ® H, et p = |V )(¥| I'état pur correspondant.
Onnote (|€;))em, €t (I(;)) jem, des bases orthonormées des espaces H; et H, respectivement.

1.

Décomposer ¥ sur la base naturelle de H; ® Hy et former la matrice W = (W) ey, j1,;
des composantes de Fourier de W dans cette base.
Soit A un opérateur auto-adjoint agissant sur H;. Calculer (W | (A® Iy,) V).

. Noter p; = WW™ et calculer tr(Ap,) (vérifier que les matrices A et p; ont des dimen-

sions adéquates). Comparer ce résultat avec le résultat de la question précédente.
Soit B un opérateur auto-adjoint sur Hy.Calculer (V| (I, ® B)¥).

. Noter p, = W*W et calculer tr(Bp;) (vérifier que les matrices B et p, ont des dimen-

sions adéquates). Comparer ce résultat avec le résultat de la question précédente.

p1 et p2 sont-elles positives 2 Sont-elles de trace normalisée 2 Montrer qu’elle peuvent
étre interprétées comme des matrices-densité.

p1 et po correspondent-elles a des états purs ?

Quelle est votre conclusion ?

Exercice 10 Soient H = C¥ et (€1,...,€4) la base orthonormale canonique.

1.

2.

Les unités matricielles sont définies par E kle =8 1mek pour k,l=1,...,d. Obtenir I'ex-
pression de EX! en notation de Dirac.

Montrer que les E*! k,1=1,...,d forment une base orthonormée de 8 (H) pour le pro-
duit scalaire de Hilbert-Schmidt.



3. Soit F = (Fg)4=1,.. 42 une base ortonormée arbitraire de 5 (H). Obtenir les coefficients
du développement de A € °5(H) dans la base F.

4. Pour une base orthonormée arbitraire F, obtenir une expression simplifiée de Zg 1 F;‘ AF;.

(Suggestion : commencer par établir cette expression simplifiée pour la base E* k, 1 =
1,...,d).



