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Exercice 1. Soit E et F des R-espace vectoriels et f : E → F une application linéaire.
(a) Donner les définitions du noyau de f et de l’image de f . On note Ker(f) le noyau de f et Im(f)

son image.
(b) On suppose dans toute la suite que E = F . Montrer que les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
(1) f ◦ f = 0 ;
(2) Im(f) ⊂ Ker(f).

(c) On suppose que E est de dimension finie, dim(E) = 2 et le rang de f est 1. Montrer que si
f ◦ f = 0 alors Ker(f) = Im(f). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f ◦ f = 0 ;

(2) il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
(
0 1
0 0

)
.

Pour (1)⇒ (2), on pourra considérer un supplémentaire de Ker(f) dans E.

Exercice 2. On considère les vecteurs suivants de R4 :

u1 =


−1
1
0
1

 , u2 =


−1
3
1
1

 , u3 =


−2
4
1
2

 .

Soit F = Vect(u1, u2, u3).

(a) Déterminer λ1, λ2, λ3 ∈ R non tous nuls tels que λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 =


0
0
0
0

.

(b) Déterminer une base de F ; quelle est la dimension de F ?
(c) Existe-t-il une application linéaire f : R4 → R4 vérifiant

f(u1) =


1
0
0
0

 f(u2) =


0
1
0
0

 f(u3) =


0
0
1
0

 ?

(d) Existe-t-il une application linéaire f : R4 → R4 vérifiant

f(u1) =


1
1
2
1

 , f(u2) =


0
1
0
1

 , f(u3) =


1
2
2
2

 ?

(e) Soit x1, x2, x3, x4 ∈ R. Résoudre le système linéaire d’inconnues λ, µ ∈ R déterminé par la
relation :

λ · u1 + µ · u2 =


x1
x2
x3
x4

 .



On discutera suivant les valeurs de x1, x2, x3, x4.
(f) Déterminer un système de deux équations définissant F .

(g) Soit u4 =


1
1
1
1

 et G = Vect(u2, u4). Déterminer une base de F ∩ G. Quelle est la dimension

de F +G ?


