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Exercices de TD du module AG2:!

Feuille d’exercices n°1

Droites du plan, droites et plans de I'espace

1. DROITES DU PLAN
Dans toute cette partie, on se place dans un plan affine P muni d’un repére R = (O, Z, ;)
Les points sont exprimés par leurs coordonnées dans le repére R et les vecteurs par leurs
coordonnées dans la base (i, 7).
Exercice 1. (1) Dans chacun des cas suivants, donner un vecteur directeur, la pente,
une représentation paramétrique et une équation cartésienne de la droite (AB) :
(a) A(2,3) et B(—1,4)
(b) A(—7,-2) et B(—2,-5)
(c) A(3,3) et B(3,6)
(2) Dans chacun des cas suivants, donner une représentation paramétrique et une équa-
tion cartésienne de la droite passant par A et dirigées par v :
(a) A(2,1) et ¥(—3,—-1)
(b) A(0,1) et ¥(1,2)
(¢) A(-1,1) et ¥(1,0)
(3) Donner une représentation paramétrique et une équation cartésienne des droites
définies comme suit :
(a) la droite passant par le point (0,4) et de pente 3,
(b) la droite passant par le point (2, —3) et paralléle a 'axe (Ozx),
(c) la droite passant par le point (—2,5) et parallele a la droite D : 8z + 4y = 3.

Exercice 2. On considére le triangle ABC' dont les cotés sont supportés par les droites
d’équation (AB) :z+2y=3,(AC) 1z +y=2,(BC) : 20+ 3y =4,
(1) Donner les coordonnées des points A, B, C.
(2) Donner les coordonnées des milieux A’, B',C" des segments [BC|, [AC] et [AB]
respectivement.
(3) Donner une équation cartésienne de chacune des médianes du triangle. Vérifier que
les médianes sont concourantes.

2. DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

Dans toute cette partie, on se place dans un espace affine E de dimension 3 muni d’un
repére R = (0,1, j, k). Les points sont exprimés par leurs coordonnées dans le repére R et
les vecteurs par leurs coordonnées dans la base (i, j, k).

Exercice 3. (1) Dans chacuns des cas suivants, déterminer une équation cartésienne
du plan P défini par les éléments indiqués.
(a) A, B et C sont des points de P
(i) A(0,0,1), B(1,0,0) et C(0,1,0).

1A certaines modifications de forme prés, ces feuilles d’exercices sont celles du module AG2 de ’an dernier
dont je remercie le responsable de m’avoir transmis les sources latex ; je remercie aussi les responsables du
site Exo7 dont de nombreux exercices sont issus.



(ii) A(1,1,1), B(2,0,1) et C(—1,2,4).

(b) A est un point de P, @ et ¥ sont des vecteurs directeurs de P
(i) A(1,2,1), @(4,0,3) et &(1,3,—1).
(ii) A(1,0,2), @(2,—1,3) et #(—1,4,5).

(c) A est un point de P, D est une droite contenue dans P

. Jr+ty—2+3=0
(i) A(0,0,0) et D { Az —y+ 22 =0

r=1
(i) A(1,1,0)et D : < y=—-14+2t, teR
z=1-3t

(d) D et D' sont des droites contenues dans P
. Jrz+y—2+3=0 ; J 3z—y—2+5=0
(i) D'{a:—y—2:0 et D' : Pty —zt1=0
. J x+2y—2+1=0 ;) 22 4+y—32+7=0
(i) D'{x+3y+z4=0 et D '{3x+2y+z120
(2) Montrer que les représentations paramétriques suivantes définissent le méme plan :

r=2+s+2t r=1+3s -t
y=2+2s+t, teR et y=3+3s+t , teR
z=1—s5—-1 z=1-—2¢

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, les plans P et P’ sont-ils paralléles ou sécants 7
Dans ce dernier cas, donner alors un point et un vecteur directeur de la droite D = PN P’.
(1) P:bx—y—1=0et P :2=3.
(2) Piz+y+z+1=0et P :20—y+32+2=0.
(3) P:2r—z+1=0et P :42—3y+22+4+5=0.
(4) P:4x—6y+8z—1=0et P':—6x+ 12y — 92+ 11 =0.

Exercice 5. Dans chacun des cas suivants, quelle est la nature de l'intersection des trois
plans P, P’ et P” 7 Si c’est un point en donner les coordonnées, si c’est une droite en
donner un point et un vecteur directeur.

(1) cz=1,P:x—y—2=0et P”:40 —2y+2+2=0.
2 dr —2y+32+5=0,P :3x+y—2+2=0et P":x—y+2+1=0.
4w —2y+102—4=0, P : 102 +5y—252+13=0et P” :x+y—2+1=0.
3r—y+2:-5=0,P:x—y+32—7=0et P :4x+2y—2+1=0.
cr—y+22—1=0,P :2z+y+2+3=0et P":2—4y+52—6=0.
cx—y+22—1=0,P :2z+y—2+1=0et P” :2+5y—82+2=0.
Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, les droites D et D’ sont-elles sécantes, paralléles
ou non coplanaires 7 Si elles sont sécantes donner leur point d’intersection et si elles sont
paralléles donner un vecteur directeur commun.

(1) D { rry—z+2=0 . { 3r—y+22—7=0

acBaviiacBaciaviiae

3
4
5
6

r+y+2+1=0 z—y=0
r=1-2t r=3t—-1

(2) D : < y=t+2 teRetD ¢ y=—t+2 teR
z=3t+1 z =2t

Exercice 7. Dans chacun des cas suivants, dire si la droite D et le plan P sont paralléles

ou sécants. Dans ce dernier cas, donner alors leur point d’intersection.

(1) D:{ Z:zyf;fl_jao ot P:dw —3y+7z—7=0.
r=3+2t

(2) D:{ y=5—-3t, teRetP:-3x+2y+32—5=0.
z2=2-2t



Feuille d’exercices n°2

Systémes d’équations linéaires

Pour tous les exercices, on gardera les traces des opérations élémentaires effec-
tuées.

Exercice 1. Résoudre dans R les systémes d’équations linéaires suivants, en utilisant la
méthode du pivot :

z+2y =10 20 +y =7

a) {;;__QZ ii b) ¢ 2x—2y = -4 c) ¢ 3x+2y =12

vy = 3z +5y =26 do —3y =2

r+2y+32z =6 r+y—=z =2 r—y+z =4

d)  2x—3y+2z =14 e) 2x—y+2z =3 ) 2x4+y+z =4

3x+y—=z =2 r+4y—5z =3 r+dy—z =2

Exercice 2. Méme question pour les systémes suivants :

—2x+y—z—t =-1 T+z+t =2
20 + 2y — 2t =1 r—t =4
8 ) Zop—y—z—9t —1 A =1
—2r4+y—t =-1 y+z—1t =1

Exercice 3. Résoudre dans C les systémes d’équations linéaires suivants, en utilisant la
méthode du pivot :

ir—(1—dy—(1—i)z =i THy+iz =1+
a) —iz—(14+9)y—(1+4d)z =—i b) —r—y+z =1—1i
1+dy+(1—i)z =1 T+y—z =1

Exercice 4. Soit m un paramétre réel. Discuter et résoudre suivant les valeurs de m les
systemes suivants :

r+y+z =m+1 I+m)z+y+z =2
a) X mr+y+(m-—1)z =m b) ¢ z+y+(1—-—m)z =1+m
T +my+z =1 z+(1-my+z =1-m

Exercice 5. Soit m un parameétre complexe. Discuter et résoudre suivant les valeurs de m
le systéme suivant :

r—my+m?z =
mx—m2y+mz =
mr+y—mdz =

}_.,_.3

Exercice 6. Soient a et b deux parameétres réels. On considére le systeme d’équations
linéaires suivant :
r+by+az =1
x+aby+z =0
ar+by+z =1
(1) Pour quelles valeurs de a et de b le systéme admet-il une solution unique ?
(2) Dans ce dernier cas, déterminer cette solution.
(3) Discuter et résoudre le systéme dans le cas contraire.

Exercice 7. Soient a, b, c et d des paramétres réels. On considére le systéme d’équations
rTH+y+z =1

linéaires suivant : ¢ ax + by + cz =d
a’r +by+ 2z =d?



(1) Pour quelles valeurs des parametres a, b, ¢ le systéme admet-il une solution unique ?
(2) Dans ce dernier cas, déterminer cette solution.
(3) Discuter et résoudre le systéme dans le cas contraire.

Exercice 8. (plus dur) Soient n un entier strictement positif et aq, ..., a, des paramétres
réels. On considére le systéme de n équations & n inconnues donné par :
x; + xiy1 = 2a; , pour tout i de {1,--- ,n — 1} et x, + 1 = 2ay,.
(1) Résoudre le systéme pour n =3 et n =4 .
(2) Mountrer que sin est impair, le systéme admet une unique solution que l’on calculera.
(3) On suppose n pair. Déterminer les conditions sur les a; pour que le systéme admette
des solutions, et déterminer alors ces solutions.

Exercice 9. (plus dur) Soient n un entier strictement positif et A\, ag, - - - , a,, des parameétres
réels. On considére le systéme de n équations & n inconnues donné par :
1+ -+ w1+ A+ xig1 + - + 2 = a; , pour tout ¢ de {1,--- ,n — 1}

(1) Pour quelles valeurs du parameétre A le systéme admet-il une solution unique ?

n
Calculer alors celle-ci (on pourra se servir de s = le ).
i=1
(2) Dans le cas contraire, quelles sont les conditions sur aq,- - - , a, pour que le systéme
admette des solutions 7

Exercice 10. Déterminer 'unique polynéme a coefficients réels P(X) de degré au plus 3
vérifiant : P(1) =0, P(—1) = —4, P(2) =5 et P(—2) = —15.

Exercice 11. Déterminer le polynéome P a coefficients réels de degré 3 tel que P(1) =
1, P(2) =5, P'(1) =2 et P'(2) =9, ou P’ est le polynome dérivé de P.

Exercice 12. Déterminer trois réels «, 3,y tels que pour tout polynéme P & coefficients
réels de degré inférieur ou égal & 3, on ait :

/4 P(z) de = aP(2) + P(3) +vP(4).
2



Feuille d’exercices n°3

’ Calcul matriciel

1. SOMME ET PRODUIT

2 -1 1 1

Exercice 1. On considére les matrices A, = | -2 -1 et Ay = 1 -1

3 0 -1 3

Calculer la somme A + As.

4 2 -1 1 1 2
. ) . . 1 o3 -2 | 2 -2 3
Exercice 2. Méme question avec les matrices A1 = 492 1 et Ay = 9 9 3
-2 3 0 -2 -1 3

Exercice 3. Soient A et B deux matrices de méme taille. Montrer que si A + B = A,
alors B est la matrice nulle.

Exercice 4. Soit A une matrice a coefficients réels. Que vaut 0- A 7 Et 1- A 7 Pour tous
réels \ et p, justifier Vaffirmation A(uA) = (Au)A. Pour tout entier naturel strictement
positif n, justifier 'assertion nA = A + --- 4+ A (n occurences de A dans le membre de
droite).

3 -1 3 -3
Calculer le produit A1 As. Peut-on effectuer le produit As Ay ?

Exercice 5. On considére les matrices A1 = ( 2 _01 > et Ay = ( 115 ) )

0 2 1 3 -1 0
Exercice 6. Soient x,y, z des réels. Soient A = , B=11 1 0 |,C=
3 -1 0
2 2 1
-1 0 -1
1 1 |,D=| -1 |etFE= ( T Yy z ) Quels produits sont possibles 7 Les cal-
2 1 2
culer !

Exercice 7. Dans chacun des cas suivants, calculer les produits matriciels A; As et Ag Ay :a)A; =

1 2 -1 1 1 2 2 -1 115
-1 2 1 Ay = 1 2 1 , bAI =1 2 -1 A2:<_1 3 _3>.
1 1 1 1 -1 1 3 0
Exercice 8. On considére les matrices suivantes :
1 —92 3 2 0 1 1 0 3 2
A= ( 3 1 9 > B = 1 1 -2 cC=13 -1 2 -1
-1 3 1 2 0 1 -1

Veérifier la relation (AB)C = A(BC).

0 01 1 0 O
Exercice 9. Soient A = 010 et B = 0 0 2 . Calculer A%, B%, AB
1 1 2 1 -1 0
et BA.
. . 0 1 0 1 10 .
Exercice 10. Soient A = < 10 ) , B = < 1 ) et I = < 0 1 > . Vérifier

que A* = I et B3 = I, mais que (AB)'? # I . Que peut-on en déduire ?



. Déterminer, si c’est possible, des matrices B et B’

= N

1
Exercice 11. Soit A = 3

-1
telles que BA = I, et AB' = I3, on I, et I3 désignent les matrices unités de Ma(R) et
de M3(R) respectivement.

2. PUISSANCES

01 00
. : . 0010
Exercice 12. Calculer les puissances successives de A = 00 0 1 et
00 00
1 -1 1 -1
-1 1 -1 1
B=1 1 1 1 4
-1 1 -1 1
2 00 000
Exercice 13. Soient A= 0 2 0 eteB=1 2 0 0 | . Pourtout entier naturel p,
0 0 2 310
calculer AP et BP . Montrer que AB = BA. Calculer (A + B)P
01 0 O
. . : 100 0 4
Exercice 14. On considére la matrice C = 000 -1 Calculer C* | et en
001 O

déduire, pour tout n € N*, C™ ainsi que C~! et (C2?)~1.

2 1

Exercice 15. Soit A = < 0 2

> . Calculer A? et A3. Pour tout n € N*, déterminer A”

(procéder par récurrence).

3. INVERSE

Exercice 16. Soient A = < ;1 ;2 ) et B = < 2 1 )

5 3
Calculer A~!, B~1, (AB)~},(BA)~1, A2

cos —sinb

Exercice 17. Pour 6 € R, on pose A(f) = < sinfd  cosd

> . Calculer A(9)~L.

1 0 1
Exercice 18. Calculer 'inverse des matrices suivantes : A, = 0 1 1 |,
11 0)
-3 2 -1 2 4 3 1 1 1
Ay = 2 0 1 , As=|( 0 1 1 , Ag=1|1 5 42 (ot1 j =
-1 2 1 2 2 -1 1 452
1 0 -1 1
2im 10 0 O
i) A=lo 1 0 o
0 0 1 0
. N . ¢ 0 0 4
Exercice 19. Dans M5(C) , on considére les matrices J = 0 —i et K = i 0 )

Calculer les puissances successives de J et de K. En déduire que J et K sont inversibles
et donner leurs inverses.



0 0 01 10 0 0
. . 0 0 01 0100
Exercice 20. Soit A = % % 00 et [ = 001 0
0 010 00 01
Vérifier que A* = A, mais que A3 # I . La matrice A est-elle inversible ?
-1 -2 0
Exercice 21. Soit A = 2 3 0 |. Calculer 24 — A2, En déduire (quasiment sans
0 0 1
aucun calcul) que A est inversible et donner son inverse.
1 0 —10 1 00
Exercice 22. Soient A= 1 1 -5 etI=| 0 1 0 | . Verifier que A3 — A% +
01 -1 0 01
4A+ 61 =0, ou I désigne la matrice unité de M3(R) . En déduire (quasiment sans aucun
calcul) que A est inversible et donner son inverse.
2im ]2 ]
Exercice 23. Soit j =e3 et J = j o1 42 . Calculer les puissances successives
.2 .
o1
de J. La matrice J est-elle inversible 7
2 0 4 100
Exercice 24. Soient A= 3 —4 12 etelI=1 01 0
1 -2 5 0 01
Vérifier que A(A —I)(A —2I) = 0. La matrice A est-elle inversible 7
0 7 —6 100
Exercice 25. Soient B=| -1 4 0 etlI=( 01 0
0 2 -2 0 01

Calculer (B —I)(B+ I)(B — 2I). La matrice C = B — 2I est-elle inversible 7

4. RANG ET SYSTEME LINEAIRES

Exercice 26. (1) Donner la définition du rang d’une matrice.
(2) Calculer une forme échelonnée suivant les lignes de la matrice suivante
4 4 8 3
A= -1 1 2 1
5 4 8 3

Expliquer briévement toutes les étapes.
(3) Quel est le rang de A 7

Exercice 27. (1) Soit a € R . Calculer une forme échelonnée suivant les lignes de la
matrice
11 3 1—-4a
M=[1 2 4 2—6a
3 2 8 1—-"Ta
Expliquer les étapes du calcul et discuter suivant les valeurs du paramétre a .

Donner le rang de M.
x4+ y+3z =1—4a
(2) En déduire la résolution du systéme linéaire r+2y+42z =2-—06a suivant
3x+2y+82z =1—-"Ta
les valeurs du parameétre a.



Exercice 28. (1) Soit @ € R . Calculer une forme échelonnée suivant les lignes de la
matrice
11 3 a+4
M= 2 4 10 ba+21
5 4 13 3a+12

Expliquer les étapes du calcul et discuter suivant les valeurs du paramétre a .
Donner le rang de M.
T+ y+3z =a+4
(2) En déduire la résolution du systéme linéaire ¢ 2z + 4y + 10z = 5a+ 21 suivant
or+4y+ 132 =3a+ 12
les valeurs du paramétre a.



Feuille d’exercices n°4

L’espace vectoriel R™ ‘

1. VECTEURS DANS R"

rT—y =3

dr+2y =16

(2) Représenter graphiquement les solutions de ce systéme comme intersection de
droites dans le plan.

(3) Réinterpréter ce systéme comme combinaison linéaire de deux vecteurs. Faire un
dessin.

Exercice 1. (1) Déterminer les solutions du systéme linéaire {

Exercice 2. Soient z et y des réels. On considére les vecteurs de de R?* suivants : v, =
(1,2,3,4), vo = (1,-2,3,—4), w1 = (x,1,y,1) et wy = (x,1,1,y). Existe-t-il des valeurs
de z et y telles que wy € Vect{vy,va} 7 Et telles que we € Vect{vy,ve} 7

Exercice 3. On consideére les vecteurs de de R® suivants : v; = (2,3, —1), vy = (1, -1, =2), w; =
(3,7,0) et wg = (5,0,—7). Montrer que Vect{vy,va} et Vect{w;,ws} sont égaux.

Exercice 4. On considére les vecteurs de de R* suivants : v; = (0,1, -2,1), v2 = (1,0,2, —1), v3 =
(3,2,2,-1), v4 = (0,0,1,0), vs = (0,0,0,1). Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses 7 Justifier votre réponse.

(1) Vect{v,va,v3} = Vect{(1,1,0,0), (—1,1,—4,2)}.

(2) (1,1,0,0) € Vect{v1, va} N Vect{va, v3,v4}.

(3) Vect{v1,va} N Vect{ve, v3,vs} = Vect{va}.

(4) Vect{vy, vs} N Vect{vy, v, v3} = {0}.

2. SoUs-ESPACES VECTORIELS DE R”

Exercice 5. Déterminer parmi les sous-ensembles de R* suivants ceux qui sont des sous-
espaces vectoriels :
Ey ={(z,y,z2,1) € R* |x = 0},
(z,y,2,t) € R* ly +t =2},
Es ={(z,y,2,1) € R4 |3x + 2y +t = 0},
Ey ={(z,y,z,1) €R4\aj+y:y+z:z—|—t:t—|—x},
Es = {(l’,y,Z,t) € R4 ‘l’y = 0}

Exercice 6. Déterminer parmi les sous-ensembles de R? suivants ceux qui sont des sous-
espaces vectoriels :

Fy = {(z,y,2) € R®|3z + 2y + 52 = 0},

By ={(z,y,2) €R3‘$+2y_'z:3}7

Fy={(z,y,2) ER®|y+2=5et x = 2},

Fy={(z,y,2) ER3 |z +2y +2=0¢et 3z + 2y — 2 = 0},
G1 = {(u,3u,5u),u € R)},

G2 ={(2+v,3v,1 —v),v € R},
Gs={(u+v,3u+2v,u—v+5),u € R veR}

Gy ={(Bu—v,2u+v,u+v),u € Rjv € R}.

Interpréter géométriquement ces sous-ensembles de R? .

Exercice 7. Décrire tous les sous-espaces vectoriels de R? (on donnera leur dimension,
leur interprétation géométrique et le nombre d’équations qui les caractérisent).

Exercice 8. Montrer que les vecteurs a; = (1,2,3) et ag = (2,—1,1) engendrent le méme
sous-espace vectoriel de R® que by = (1,0,1) et by = (0,1,1) :
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(1) en écrivant by et by comme combinaisons linéaires de a1 et de as .
(2) en déterminant une équation qui caractérise le sous-espace vectoriel engendré par aq
et as .

Exercice 9. On considére les sous-espaces vectoriels de R® V; et V5 deéfinis par
Vi = Vect{(2,3,-1),(1,—-1,-2),(1,9,4)} et Vo = Vect{(3,7,0), (5,0,—7)}.
(1) Peut-on affirmer que V; C Vy ?
(2) Peut-on affirmer que Vo CV; ?
(3) Calculer dim V; et dim V5 et donner une description géométrique des sous-espaces Vj
et Vo .

3. DEPENDANCE LINEAIRE ET BASES

Exercice 10. Vérifier que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R? et
déterminer une base pour chacun d’eux :

Ey = {(z,y,2) € R3 |z + 2y + 22 = 0},

Ey ={(A+p, A=A+ p)|A peR},

B3 = {(z,y,2) €ER3 |y +2=0cet z =0},

Ey = {(u,2u,u)|u € R}.

Exercice 11. Soient a = (1,—1,1) , b = (0,—1,2) et ¢ = (1,—2,3) trois éléments de
Iespace vectoriel R? .
(1) Mountrer que (a, b, c) est un systéme lié.
(2) Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par (a, b, ¢). Donner une base de F .
(3) Soit G = {(z,9,2) € R¥|z + 2y + z = 0} . Montrer que G est un sous-espace
vectoriel de R? et en donner une base.
(4) Montrer que F =G .

Exercice 12. Vérifier que les vecteurs : a; = (—1,1,1) ;a2 = (1,—1,1) , a3 = (1,1, —1) for-
ment une base de R3. Calculer les coordonnées de b = (2, —3, —1) dans la base (a1, az, a3).

Exercice 13. (1) Déterminer une équation définissant le sous-espace vectoriel £y de R*
engendré par les vecteurs a1 = (1,2,0,1) , ag = (2,3,0,3) et a3 = (3,2,1,2) .
(2) Déterminer un systéme de deux équations définissant le sous-espace vectoriel Fs
de R* engendreé par les vecteurs by = (2, —1,4,0) et by = (—1,0, —3,4).

Exercice 14. (1) Les vecteurs suivants forment-ils une base de R ? Si ce n’est pas le
cas, donner la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs.
a1 = (1,0,0,1) az = (0,1,0,0) a3 = (1,1,1,1) as = (1,1,1,0)
(2) Méme question pour les vecteurs : a1 = (1,1,2,1) a2 = (1,0,0,2) a3 = (2,3,4,3)
ag = (0,3,2,1).

Exercice 15. On considére un réel o et les vecteurs de R? suivants : a = (L,1,«a) , b=
(1,a,1) et ¢ = (a,1,1). Déterminer suivant les valeurs de « le rang du systéme (a, b, c).

Exercice 16. Soient A\, u € R, a1 = (3,-2,—-1,3) , a2 = (1,0,2,4) , et a3z = (1,—3, A\, ).
Déterminer les valeurs de A\ et p telles que les vecteurs ap, as et ag soient dépendants.
Préciser alors la relation de dépendance.
Exercice 17. (1) Déterminer une base du sous-espace vectoriel E de R* décrit par :
E ={(z,y,zt)|r =y — 3z et z =2t}
Compléter cette base pour obtenir une base de R?.

(2) Méme question pour le sous-espace : F = {(z,y,z,t)|[c+y=y+z=z+t =t+z}

Exercice 18. Déterminer une base de R* contenant les vecteurs a = (2,-2,3,1) et b=
(—1,4,—-6,-2).
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4. APPLICATIONS LINEAIRES
. . 1 2 TS .
Exercice 19. Soit A = 1 3 et f: R? — R? Iapplication linéaire associée. Calculer

, puis de et plus généralement, pour z,y € R,

0
0 1

T . ) ) 0 1 0 1
de < Y ) Dessiner 'image par f du carré de sommets (0 ), <O >, < 1 >, ( 1 )

Dessiner I'image par f du cercle inscrit dans ce carré.

et dessiner l'image par f de < 1

1 2 3
Exercice 20. Soit A = 1 0 -1 et f: R® — R3 lapplication linéaire associée.
0 2 2

Calculer 'image par f des vecteurs de la base canonique de R?, et plus généralement d’un
vecteur quelconque de R3.

Exercice 21. On note e; = < (1) > et eg = < (1] > On pose aussi v = ( _12 > et w =
—4
1)
. s . . L, . 2 2 2 0
Soit f lapplication linéaire de R* dans R* telle que f (e1) = 1 et f(e2) = 3 )
1) Calculer I'image par f du vecteur v.

(

(2) Soit x1,x2 € R. Quelle est I'image par f du vecteur < il > ?
2

(

3) Quelle est la matrice de f ?
(4) Déterminer tous les vecteurs = de R? tels que f (z) = w.

Exercice 22. Déterminer la matrice A de Papplication linéaire f de R? dans R? telle
1 N 1 6
s ((5))={2) o ()=
3 8

Exercice 23. Soit v; = ( 21), ) et v9 = < 3 ) Quelle est la matrice de I'application
linéaire f de R? dans R? telle que f (v1) = 2v; et f (v2) = 3vg ?

5. POUR ALLER PLUS LOIN...

Exercice 24. Soit n un entier strictement positif. La partie de R™ formée par les vecteurs
ayant pour lére, 2éme, ..., n-iéme composante des nombres en progression arithmé-
tique est-elle un sous-espace de R™? Méme question en remplacant "arithmétique" par
"géométrique”.

Exercice 25. Soit n un entier strictement positif. On considére les vecteurs de R™
suivants : a3 = (1,1,0,---,0) , as = (0,1,1,0,---,0) ,..., ap—1 = (0,---,0,1,1) , a, =
(1,0,---,0,1). Ces vecteurs sont-ils linéairement indépendants 7 Dans le cas contraire,
donner la (les) relation(s) de dépendance. On pourra commencer par étudier les cas n =3
etn=4.

Exercice 26. Vérifier que les vecteurs de C* : a; = (1,—1,4) , ay = (1,-1,1) , a3 =
(i,1,—1) sont linéairement indépendants et calculer les coordonnées du vecteur b = (1 +
i,1 —1,i) dans la base (a1, az,a3).

Exercice 27. On consideére les vecteurs de C? : a1 = (1414,1+4,1—1) ag = (i, =4, —1 — 1)
as=(1—i,1—i,1+4) as=(1,1,1) a5 = (1 — 2i,1,0).
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(1) Verifier que (ay, as,a3) est une base de C3.

(2) Donner les coordonnées de a4 dans la base (a1, a2, as).

(3) Vérifier que (a1, az,as) est un systéme lié. Donner une équation du plan engendré
par ces vecteurs.

Exercice 28. Montrer que les vecteurs de C* suivants forment un systéme lié et donner une
relation linéaire non triviale entre ces vecteurs : a; = (1,4, 1414, —i) ag = (—i,0,2 —14,1+1)
as = (0,-1,0,1) ag = (3i,—2 — 0,30 — 5, —1).

Exercice 29. On munit le plan d’un repére. Soit f la réflexion du plan par rapport a
Paxe (Ox) et soit g la rotation d’angle 27r/3 centrée a I'origine. Calculer la matrice de fog.
Cette matrice est-elle inversible 7 Si oui, calculer son inverse. Interpréter géométriquement.
Méme question avec g o f.
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Feuille d’exercices n°5

Espaces vectoriels

1. EXEMPLES

Exercice 1. Revoir la partie du cours montrant que les ensembles suivants, muni de
I'addition et la multiplication externe usuelles, sont des R-espaces vectoriels :

(1) T’ensemble RY des suites réelles (wy, )nen,
(2) V’ensemble F(R,R) des fonctions de R dans R.

Exercice 2. Soit K un corps. Montrer que les ensembles suivants, munis de I'addition et
la multiplication externe usuelles, sont des K-espaces vectoriels :

(1) pour (n,p) € N*2, I'ensemble M, ,(K) des matrices de taille n x p & coefficients
dans K ;
(2) I’ensemble K[X] des polynomes & coefficients dans K.

Exercice 3. Soit E 'espace vectoriel F(R,R) des applications de R dans R, muni des lois
usuelles 4+ et - (alors qu’on note l'addition dans R avec le signe +, et la multiplication
dans R sans symbole). On note 0 le vecteur nul de E.

On considére les vecteurs suivants de F :

fzcosQ,g:siHQ,h::U»—>cos2:1:,u::c>—> 1.

(1) Soient les vecteursde E: v=(3-f)+(2-g) et w=2-((3-h)+ ((—2) - u)).
Pour x € R, préciser, en détaillant les calculs (au moins trois égalités) la valeur
de v(x) et de w(x).
(2) Montrer que f 4+ g+ ((—=1)-u) = 0.
(3) Montrer que h +u+ ((—2) - f) = 0.

Exercice 4. Soit E 'espace vectoriel F([0, 1], R) des applications de [0, 1] dans R, muni des
lois usuelles 4 et - (alors qu’on note I’addition dans R avec le signe +, et la multiplication
dans R sans symbole). On note 0 le vecteur nul de E.

On counsidére les vecteurs suivants de E :

u:x—li:r—x, f=x—1-—uz,
N Osiz<1/2 . 2siz<1/2
g:* 2siz>1/2 T Osiz>1/2
(1) Montrer que f 4+ i+ ((—1)-u) = 0.
(2) Montrer que g+ h =2 - u.

Exercice 5. Soit F U'espace vectoriel RY des suites de nombres réels muni des lois usuelles +
et - (alors qu’on note I'addition dans R avec le signe +, et la multiplication dans R sans
symbole). On note 0 le vecteur nul de FE.

Soit x — |z la fonction partie entiére.

On considére les vecteurs r,u, v, w de E définis de la fagon suivante : pour tout n € N,
on pose :

Tn:(_1)n73n:17tn:nuun:Lvn: L1+EJ , Wp = 4n? + 4n + 1.

4
(1) Soient les vecteurs f=(3-7)4+ (2-s)et g=2-((3-u) + ((—2)-t)) de E.
Soit n € N. Préciser, en détaillant les calculs (au moins trois égalités) la valeur
de f,, et de gy.
(2) A-t-onu=v7
(3) A-tronw=u+(2-t) 7
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2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 6. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel que I'on précisera :
(1) T’ensemble des suites réelles convergentes,
(2) T’ensemble des fonctions dérivables de R dans R,
(3) I’ensemble des triplets (21, 22, z3) € C? satisfaisant 'équation 221 + 329 — 23 = 0,
(4) V’ensemble des matrices antisymétriques de taille n € N*.
(5) pour d € N, l'ensemble Cy4[X] des polynoémes a coefficients complexes de degré
inférieur ou égal a d.

Exercice 7. Parmi les ensembles suivants, défini comme sous-ensemble d'un R-espace
vectoriel E explicite, déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :
(1) {(@.y.2) B |2 +y=0)
{xy,zt ]R4|:E—tety—z}
{:z:y, eRglz—l}
(z,y) ER? |22 + 2y > 0}
(z,y) eRﬂx +y*>1}
F(R,R)| f(0) =1}
F(R,R)| f(1) =0}
F(R,R) | f est croissante }
Un)nen € RY | (uy,) converge vers 0}

/-\\xx
mmm

Exercice 8. Les ensembles suivants, munis des opérations usuelles, sont-ils des R-espaces
vectoriels 7

(1) L’ensemble des fonctions continues et positives sur R,

(2) L’ensemble des fonctions continues sur R admettant 0 pour limite en +oo,

(3) L’ensemble des fonctions continues sur R admettant 1 pour limite en +oo,

(4) L’ensemble des fonctions sur R prenant la valeur 2 en origine,

(5) L’ensemble des vecteurs de R? orthogonaux au vecteur (—1,2,1),

(6) Pour n € N*, 'ensemble S,, des matrices symétriques de taille n & coefficients

dans R,

(7) Pour n,p € N*, le sous-ensemble des matrices de M,, ,(R) dont tous les coefficients
sont positifs ou nuls.

3. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 9. Par des considérations géométriques, répondre aux questions suivantes :

(1) Deux droites vectorielles de R? sont-elles supplémentaires ?

(2) Deux plans vectoriels de R? sont-ils supplémentaires ?

(3) a quelle condition un plan vectoriel et une droite vectorielle de R? sont-ils supplé-
mentaires 7

Exercice 10. Trouver deux sous-espaces vectoriels de R? distincts F et G tels que
(1) F+G=R3et FNG # {0},
(2) F+G#R3et FNG = {0},
(3) F+G=R3et FNG = {0},
(4) F+G#R3et FNG # {0}.

Exercice 11. On considére les vecteurs suivants de R* : v; = (1,0,0, 1), v2 = (0,0,1,0), v3 =
(0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1), vs = (0,1,0,1)
(1) Vect{vy,v2} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?
(2) Vect{vy,vs} et Vect{vy,vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?



15

(3) Vect{vy,v3,vs4} et Vect{vy, vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?
(4) Vect{vi,vs} et Vect{vs,vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?

Exercice 12. Soient F' = {(7,y,2) € R® [z +y+2=0} et G = Vect {(1,1,1)} C R®.
(1) Montrer que F est un R-espace vectoriel. Déterminer deux vecteurs u,v tels
que F' = Vect{u,v}.
(2) Calculer F NG et montrer que F + G = R3. Que conclure ?

Exercice 13. On considére les matrices de Ma(R) suivantes : A= (39), B=(89), C =
(88), D=(99)
(1) Quel est 'espace vectoriel F' engendré par A et B 7 Méme question avec G engendré
par C et D.
(2) Calculer F'NG. Montrer que F + G = M3(R). Que peut-on conclure ?

Exercice 14. Soit E = {(up)nen € RN | (up)n converge }. Montrer que I'ensemble des
suites constantes et ’ensemble des suites convergeant vers 0 sont des sous-espaces supplé-
mentaires dans F.

Exercice 15. (plus dur) Soit E = A(R,R) l'espace des fonctions dérivables et F =
{f € E|f(0)=f(0) =0} Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F et déterminer
un supplémentaire de F' dans F.

Exercice 16. Montrer que '’ensemble P des fonctions paires (respectivement l’ensemble 7
des fonctions impaires) forme un sous-espace vectoriel de F(R,R). Montrer que F(R,R) =
PoI.

Exercice 17. Soit K un corps et n € N*. Montrer que I'ensemble S, des matrices
symétriques de taille n (respectivement l’ensemble AS,, des matrices anti-symétriques
de taille n) a coefficients dans K forme un sous-espace vectoriel de M, (K). Montrer
que M,(K) =S, & AS,.

4. APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 18. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires :

fi i R2=R (2,9) = 2 +y,z—y)

fo iR R (2,y,2) = (zy,2,9)

fz :RP =R (z,4,2)— e +y+2,y—2z,2+y)

fi :R2=RY (2,9) = (y,0,2 — Ty, z +y)

fs :R3[X] - R® P (P(-1),P(0),P(1))

Lorsque c’est le cas, déterminer leur noyau ainsi que leur image. Sont-elles injectives 7
Surjectives 7 Bijectives 7

Exercice 19. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. Soient f et g deux endomor-
phismes de F tels que fog = go f. Montrer que ker f est stable par g, c’est-a-dire que
I'image de ker f par g est inclus dans ker f. Montrer de méme que Im f est stable par g.
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Feuille d’exercices n°6

Espaces vectoriels de dimension ﬁnie‘

1. FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES

Exercice 1. Soit t un paramétre réel. Pour quelles valeurs de ¢ la famille {(—1,1), (¢, —t)}
de R? est-elle libre ? Méme question avec la famille {(1,¢,t%), (t2,1,1), (1,£,1)} de R?.

Exercice 2. Montrer que toute famille contenant une famille liée est liée. Montrer que
toute famille incluse dans une famille libre est libre.

Exercice 3. (plus dur)Soit « € Ret fo, : R — R, z +— e®*. Montrer que la famille (fa)acr
est libre dans F(R,R).

Exercice 4. Soit K un corps, E et F' des K-espaces vectoriels et f: E — F une application
linéaire.
(1) Montrer que I'image par f d’une famille liée de F est une famille liée de F.
(2) Supposons f injective. Montrer que I'image par f d’une famille libre de E est une
famille libre de F.
(3) Supposons E de dimension finie. Soit n = dim(E) et {vy,...,v,} une base de E.
Montrer que f est injective si et seulement si la famille {f(v1),..., f(v,)} est libre.

Exercice 5. Soit ¢t un paramétre réel. Pour quelles valeurs de ¢ la famille la famille {(0,¢—
1), (t,—t), (t> — t,t — 1)} est-elle une famille génératrice de R? ? Meéme question avec la
famille {(1,0,1), (1,t,t), (1,£2,1)} de R3.

Exercice 6. Montrer que toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
Exercice 7.

Exercice 8. Soit K un corps, E et F' des K-espaces vectoriels et f: E — F' une application
linéaire. Soit f : E — F est une application linéaire.

(1) Montrer que I'image par f d’une famille génératrice de E est une famille génératrice

de Im f.
(2) Supposons E de dimension finie. Soit n = dim(E) et {vy,...,v,} une base de E.
Montrer que f est surjective si et seulement si la famille {f(v1),..., f(vn)} est

génératrice de F'.

2. BASES

Exercice 9. Trouver toutes les maniéres d’extraire une base de R? de la famille de vecteurs
suivants : v1 = (—1,—=3), v2 = (3,3), v3 = (0,0), va = (2,0), v5 = (2,6).

Exercice 10. On considére les vecteurs v; = (2,1,-3), v2 = (2,3,—1), v3 = (—1,2,4)
et v4 = (1,1,—1). Montrer que la famille {v1,v9,v3,v4} est une famille génératrice du
sous-espace vectoriel de R? d’équation 2z — y + z = 0. Extraire une base de ce sous-espace
vectoriel de cette famille.

Exercice 11. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R® d’équation z+3y—2z =
0. Compléter cette base en une base de R3.

Faire de méme avec le sous-espace vectoriel de R? donné par les équations x 4+ 3y — 2z = 0
et y=z.

Exercice 12. (1) Montrer que I’ensemble des matrices 3 x 3 a coefficient réels ayant
leur diagonale nulle forme un R-espace vectoriel. En donner une base.
(2) Faire de méme avec I’ensemble des polynémes P € R, [X] de degré au plus n € N*
vérifiant P(0) = 0 et P’'(0) = 0.
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Exercice 13. Vrai ou faux 7
Soit K un corps, n € N* et E un espace vectoriel sur K de dimension n. Soit p € N.

1) On suppose p > n ; alors toute famille de p vecteurs de E est génératrice.

2) On suppose p > n ; alors toute famille de p vecteurs de E est lice.

3) On suppose p < n ; alors toute famille de p vecteurs de E est libre.

4) On suppose p > n ; alors toute famille génératrice de p vecteurs de E est libre.

5) On suppose p # n ; alors toute famille de p vecteurs de E n’est pas une base.

6) On suppose p < n ; alors toute famille libre de p vecteurs de E peut se compléter
en une base de E en rajoutant une famille de n — p vecteurs bien choisis.

Exercice 14. (1) Montrer que les vecteurs v = (1,—1,%), vo = (—1,4,1), v3 =
(i,1,—1) forment une base de C3.
(2) Calculer les coordonnées de v = (1 + 14,1 — 4,7) dans cette base.

Exercice 15. (1) Montrer que la famille {1,1 — X, X — X2, X2 — X3} forme une base
de D’espace vectoriel R3[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 3. Décom-
poser P = 3X — X? 4 8X? dans cette base.

(2) Montrer que la famille {1,1+ X, 1+ X + X2, 1+ X + X2 + X3} forme une autre
base de ’espace vectoriel R3[X]. Décomposer P = 3X — X2 +8X? dans cette base.

(3) Soit R, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n. Mon-
trer que toute famille de polynémes {Py, P1,...,P,} avec deg P; = i, pour i €
{0,1,...,n}, forme une base de R, [X].

3. DIMENSION

Exercice 16. Soient F' = Vect{(1,2,3),(3,—-1,2)} et G = Vect{(-7,7,0),(6,5,11)}.
Montrer que I'un de ces sous-espaces vectoriels de R? est inclus dans P’autre. En déduire
que F'=G.

Exercice 17. Soit ¢t € R. Dans R3, on considére F' = Vect{(1,t,—1),(t,1,1)} et G =
Vect{(1,1,1)}. Calculer les dimensions de F, G, FNG et F'+G en fonction du parameétre ¢.

Exercice 18. Soit K un corps. Dans un K-espace vectoriel de dimension 7, on considére
des sous-espaces vectoriels F' et G vérifiant dim F' = 3 et dim G < 2. Que peut-on dire de
la dimension des sous-espaces vectoriels FNGet F+ G 7

Exercice 19. Soit K un corps, F un espace vectoriel sur K de dimension finie, et F, G des
sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) FoG=E,

(2) F+G=FEetdimF +dimG =dimFE,

(3) FNG={0g} et dimF +dimG = dim E.
Exercice 20. Soit K un corps, E un espace vectoriel sur K de dimension finie, et F' et G
deux sous-espaces vectoriels de F.

(1) (plus dur) Montrer que :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

(2) On suppose que dim F' + dim G > dim E. Montrer que F'N G # {Og}.

Exercice 21. Soit K un corps, E un espace vectoriel sur K de dimension finie, et H un

hyperplan de E.

(1) Soit v € E'\ H. Montrer que H et Vect{v} sont des sous-espaces supplémentaires
dans E.
(2) Soit H' un hyperplan de E différent de H. Calculer la dimension de H N H'.

Exercice 22. Montrer que tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension
finie est de dimension finie.
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Exercice 23. (plus dur) Soit K un corps et E un espace vectoriel sur K de dimension finie.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de méme dimension de E. Montrer qu’il existe
un sous-espace vectoriel H de E supplémentaire & la fois de F' et de G dans E.

4. RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Exercice 24. Quel est le rang de la famille de vecteurs {(%) , (3;1) , (92) ) (%)} ?

. 1 1
Pour t € R, méme question pour {({) , @) , (%>}

Exercice 25. Mettre sous forme échelonnée par rapport aux colonnes la matrice
1 2 -4 -2 -1
0 -2 4 2 0 |. Calculer son rang.
1 1 -2 -1 1

Faire de méme avec 1

1

=N =g
_ o= =N
DN =~ Ut Ut

2 4 -5 -7

Exercice 26. Soient a,b € R. Calculer lerangde [ =1 3 1 2 | en fonction de a
1 a -2 b

et b.

Exercice 27. Calculer les rangs des matrices des exercices précédents en utilisant les
vecteurs lignes.

Exercice 28. Soit K un corps, F et F' des K-espaces vectorielset f: £ — F une application
linéaire. Quelle inégalité relie rang{ f(v1),..., f(vp)} et rang{v1,...,vp} 7 Que se passe-t-il
si f est injective 7

Exercice 29. Soit a et b deux réels et A la matrice

a 2 -1 b
A= 3 0 1 -4
5 4 -1 2

Montrer que rg(A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(A) =2 7
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Feuille d’exercices n°7

’Applications linéaires en dimension ﬁnie‘

1. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

Exercice 1. Soit (eq,es,e3) la base canonique de R®. Soit f: R® — R3 l'application
linéaire qui envoie e; sur son opposé, qui envoie eg sur le vecteur nul et qui envoie eg
sur la somme des trois vecteurs ej,es,e3. Pour (z,y,2z) € R®, déterminer 'expression
de f((z,y,z)). Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 2. On considére les applications linéaires de R? dans R? suivantes :

(1) fi1 la symétrie par rapport a l'axe (Oy),

(2) fo2 la symétrie par rapport a 'axe (y = x),

(3) fs la projection orthogonale sur I'axe (Oy),

(4) fa la rotation d’angle 7.
Pour i € {1,2,3,4}, déterminer la matrice de f; dans la base canonique. Pour quelques
valeurs du couple (i, j), calculer la matrices de f; o f; dans la base canonique et, lorsque
c’est possible, celle de fz._l.

Exercice 3. (1) Soit f: R — R? définie par (z,v, 2) — (z—2y—3z,2y+32). Donner
une base du noyau de f et une base de I'image de f. Vérifier sur cet exemple la
validité du théoréme du rang.

(2) Faire de méme avec f: R® — R? définie par (z,y,2) — (=y + 2,2 + 2,2 + y).
(3) Pour n € N*, faire de méme avec I’application linéaire f: R,[X] — R,[X] qui a X*
associe X*~1 pour 1 < k < n et qui a 1 associe 0.

Exercice 4. Dans chacune des situations suivantes, calculer lorsque c’est possible la di-
mension du noyau et le rang de ’application linéaire f et dire si f peut étre injective,
surjective, bijective :

(1) f: RT — R?* est une application linéaire surjective ;

(2) f: R® = R® est une application linéaire injective ;
(3) f: R* = R?* est une application linéaire surjective :
(4) f: RS — R® est une application linéaire injective.
1 2 1 2 2 -1 7
Exercice 5. Soient A = g ;1 1 , B= 81 _31 _21 El . Calculer rg(A) et rg(B).
7 8 1 3 3 -2 11

Déterminer une base du noyau et une base de 'image pour chacune des applications
linéaires f4 et fp associées & A et B dans les bases canoniques.

Exercice 6. (plus dur) Soit n € N* et A et B deux matrices carrées de méme taille n
telles que AB =0 et A + B est inversible. Montrer que rang A + rang B = n.

Exercice 7. Soit K un corps, F un espace vectoriel sur K et f une application linéaire
de E dans lui-méme telle que f? = f.
(1) Montrer que E = Ker f @ Im f.
(2) Supposons que E soit de dimension finie. Soit n = dim(E). et r = dimIm f.
Montrer qu’il existe une base B = (eq,...,e,) de E telle que f(e;) = e; sii < r
et f(e;) = 0sid > r. Déterminer la matrice de f dans cette base 5.

Exercice 8. Soit n € N* et f I'application de R,,[X]| dans R[X] définie en posant pour
tout P(X) € Ry[X] : F(P(X)) = P(X +1) + P(X — 1) — 2P(X).
(1) Montrer que f est linéaire et que son image est incluse dans R, [X].
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(2) Dans le cas ot n = 3, donner la matrice de f dans la base (1, X, X2, X3). Déter-

miner ensuite, pour une valeur de n quelconque, la matrice de f dansla base (1, X,..., X™).
(3) Déterminer le noyau et I'image de f. Calculer leurs dimensions respectives.
(4) Soit @ un élément de I'image de f. Montrer qu’il existe un unique P € R, [X] tel

que : f(P)=Q et P(0) = P'(0) = 0.

2. CHANGEMENT DE BASES

Exercice 9. Soit f: R? — R? définie par (z,y) — (2z +y,3z — 2y). Soit v = ( ;) € R
Soit By la base canonique de R? et By la base ((3),(3))

1) Calculer la matrice de f dans By.

2) Calculer les coordonnées de f(v) dans By.

3) Calculer la matrice de passage de By a B;.

4) En déduire les coordonnées de v dans la base By, et de f(v) dans la base B;.
5) Calculer la matrice de f dans la base B;.

(
(
(
(
(

Exercice 10. Méme exercice que précédemment mais dans R? avec f: R3 — R? deéfinie

par (z,y,2) — (x — 2y,y — 22,z — 2z), avec v = (—?2) eR3et B = ((g) , (?}) , (%))

Exercice 11. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (e1,€2,€3)
est

15 —-11 5
A= 20 -15 8
8 =7 6

Montrer que les vecteurs
6/1 = 2e1 + 3eg + e3, 6/2 = 3e;1 + 4es + e3, eg = e + 2e9 + 2e3
forment une base de R? et calculer la matrice de f par rapport a cette base.

Exercice 12. Soient e, e, e3 trois vecteurs de R? formant une base de R3. On note 10}
I'application linéaire de R® dans R? définie par ¢(e;) = e3, d(ea) = —e1 +ea+e3 et ¢les) =
€s3.
(1) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (e1, €2, e3). Déterminer le noyau de ¢.
(2) On pose f1 = e1 —es, fo = e1 — e, f3 = —e1 + ez + e3. Calculer e, eq,e3 en
fonction de fi, fa, f3. Les vecteurs f1, fa, f3 forment-ils une base de R? ?
(3) Calculer ¢(f1), #(f2), d(f3) en fonction de fi, f2, f3. Ecrire la matrice B de ¢ dans
la base (f1, f2, f3) et déterminer la nature de 'application ¢.
1 1 -1
(4) On pose P = | 0 —1 1 |. Vérifier que P est inversible et calculer P~1.
-1 0 1
Quelle relation lie A, B, P et P71 ?

2
_5
2

wiN

Exercice 13. Soit f I’endomorphisme de R? de matrice A =

canonique. Soient e; = <_32> et eg = <_52>

(1) Montrer que B’ = (e1, e2) est une base de R? et déterminer Matg (f).
(2) Pour n € N, calculer A™.

2> dans la base
3

2
) . . . Tnt1 = 2Tn + SYn
(3) Déterminer 'ensemble des suites réelles qui vérifient Vn € N, 5 3 9

Yn+1 = _55671 - gyn
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Exercice 14. Soit K un corps et A, B deux matrices carrées a coefficients dans K de méme
taille et semblables (i.e. il existe P inversible & coefficients dans K telle que B = P~1AP).
Montrer que

(1) sil'une des matrices A et B est inversible, alors ['autre aussi,

(2) sil'une des matrices A et B est idempotente, alors 'autre aussi

(3) sil'une des matrices A et B est nilpotente, alors 'autre aussi,

(4) s'il existe A € K tel que A = A1, alors A = B.

(5) A et B ont méme trace.

Exercice 15. Soit K un corps et A € M»(K). Montrer que A est semblable & sa trans-
ot
posée “A.



