Exercice 5.1.1

. . — 12 a1s — =2 — 112 — 12 —_ =
Indication. — OnpourracalculerHQRH enutilisant || 7 + V||" = ||4||"+|| V|| +2u -V

Eléments de correction. —
e = i | -7

— 12 [ — _ —  — —
MHQRH = QR? =62 etc; en outre PQ-PR=(—QP)-PR=—-QP)-PR.

Exercice 5.1.2

Indication. — On pourra calculer P—Q) . PH en utilisant la question précédente, en déduire
PH puis $RH
Eléments de correction. — Par définition de H, on a P_(j "HR= 0, donc

PQ-PH=PQ-PH+PQ-HR
soit
PQ-PH=PQ-(PH+HR)=PQ-PR
Comme P, Q, H sont alignés, ona PQ- PR = ‘P_Q) . ﬁ%| or on connait PQ

Exercice 5.2
Indication. — Caractériser le fait qu'un point M du plan soit sur la hauteur en termes de
produit scalaire
Fléments de correction. — soit M un point du plan ; alors M est sur la hauteur issue de

P si et seulement si ]\W5 . a? =0. Or en notant (x, y) € R? les coordonnées de M, on peut

calculer MP - QR en fonction de x et y compte tenu des données numériques de I'énoncé,
ce qui donne I'équation cherchée.

Exercice 5.3

Indication. — On pourra utiliser I'identité \T[HZ - ||7/'||2 =(U+7v)-(U-7)eton
n’'oubliera pas de traduire vectoriellement le fait que (B, Q, R, S) est un parallélogramme

Eléments de correction. — Pour 5.3.1, prendre % = PR et ¥ = QS ; comme (P,Q, R, S) est
un parallélogramme, PR+ QS=PS+SR+QS=PS+PQ+QS=2PS

Pour 5.3.2, se rappeler que (PR) et (QS) sont perpendiculaires si et seulement si PR-QS =
0

Pour 5.3.3, prendre U =PQet TV =QR; comme (PQ,R,S) est un parallélogramme,
PQ-QR=SR-QR=S5Q



Exercice 5.4.1

Indication. — On pourra utiliser || % | |2 -7] |2 =(U+v)-(Uu-7)

Exercice 5.4.2
Indication. — Ajouter les deux égalités et simplifier

Fléments de correction. — quand on ajoute, les produ1ts scalalres se simplifient car

comme (P,Q,R,S) est un parallélogrammen on a PQ SR = —RS ce qui reste donne
la relation annoncée

Exercice 5.5.1

Indication. — Calculer le produit scalaire en intercalant le point O (Chasles)

Eléments de correction. —
PH-QR=(PO+0OH)-(QO+OR) = (0Q+OR)-(QO + OR)

eton peut appliquer || 4| \2 -1|7] |2 =(u+7)-(U—-"7); comme O est le centre du cercle
circonscrit, 0Q? = OR?

On en déduit que les droites (P H) et (QR) sont perpendiculaires ; en permutant les réles
de B Q,R, on en déduit que (RH) et (PQ) sont perpendiculaires et que que (RH) et (PQ)
sont perpendiculaires (attention aux possibles cas dégénérés P = H, etc..)

Exercice 5.5.2

Indication. — immédiat avec une formule du cours sur le barycentre

Eléments de correction. — exprimer oP+ 6@ + OR en fonction de OG en utilisant le fait
que G est I'isobarycentre de (B, Q, R) ; la formule demandée en découle

Exercice 5.6.1
Indication. — Calculer le produit scalaire en intercalant le point I (Chasles)
Fléments de correction. —
MP-MQ = (MI+1IP)-(MI+10Q)
On développe, on utilise le fait que IP + IQ = 0 (deux fois) et P2 = (PQ/2)?

Exercice 5.6.2

Eléments de correction. — d’apreés 5.6.1, c’est I'ensemble des points M qui vérifient
MTI? = PQ?, c’est donc le cercle de centre I de rayon PQ



Exerice 5.7.1

Indication. — Exprimer MI et MJ alaide des formules du cours sur le barycentre

Eléments de correction. — 4M] = 3MP + ]\T(j et Zm =3MP- M_)Q ; on prend le produit
- [7|f= G+ ) Gi - )

scalaire et on utilise || 7

Exercice 5.7.2

Fléments de correction. — D’aprés 5.7.1, c’est I'ensemble des points tels que MI- ]\7} =0.
C’est donc le cercle de diametre {1, J}.

Exercice 5.8.1

Indication. — Calculer MP2 et MQ? a l'aide de la formule || 7 + 7 ||* = || Z||* +||7||* +
27U -7 enintercalant le point I

Eléments de correction. —
— — 12 — —s112
MP2+MQ2=HMI+IPH +( MI+IQH
d’ou
5 2 —s 112 —s |2 —s 2 —_ — —_— —
MP? + MQ :2||MIH +H1PH +||IQH +2MI-TP+2MI-10
or comme I est le milieu de {P,Q} on a
—2 —12 1
HIPH =HIQH = 1P?+1Q* = 1 PQ”

etﬁsz—ﬁjd’oﬁ
MI-IP+MI-IQ=MI-(IP+1Q)=0

Exercice 5.8.2
Indication 1. — On utilisera bien sfir la premiere question et on n'oubliera pas que
I'application M — %PQ2 est constante

Indication 2. — On se raméne 4 montrer que M — 2MI? admet un minimum

Fléments de correction. — Comme M — %PQ2 est constante, l'application f: M —
2MI? + £ PQ? admet un minimum si et seulement si 'application g: M — 2MI* admet
un minimum, et alors Min(f) = Min(g) + %PQZ. Mais pour tout point M, on a clairement
g(M) >0, et par ailleurs g(I) =0.

Exercice 5.9.1

Indication. — Calculer MP2, MQ? et MR? a l'aide de la formule || + 7 || = || 7 ||* +

[|7] |2 +27 -V enintercalant le point G



Eléments de correction. —
2MP? + MQ? - MR? =2H1\7G’+a5(|2+| A7G’+I_G’||2—) MG + ﬁ%“z
On développe et on montre que la contribution des doubles produits
2MG-GP +MG-GQ-MG-GR

est nulle grace au fait que G est le barycentre de (B 2), (Q,1) (R,—1)

Exercice 5.9.2

Indication. — On utilisera bien str la premiére question et on n'oubliera pas que
'application M — 2GP? + GQ? — GR? est constante (cf exercice 5.8)

Eléments de correction. — Comme M — 2GP? + GQ? — GR? est constante, I'application
f: M — 2MG? +2GP? + GQ? - GR? admet un minimum si et seulement si 'application
g: M — 2MG? admet un minimum, et alors Min(f) = Min(g) + 2GP? + GQ?> — GR? ; cf
exercice 5.8.

Exercice 5.10

Indication. — Pour le 1, introduire le barycentre de (B 1), (Q,—3)
Pour le 2 introduire le barycentre de (B 2) (Q,1), (R,—1) (et bien sir pas celui de (B 2)
(Q! _l)y (Ry _1))

Eléments de correction. — Pour le 1, soit G le barycentre de (P, 1), (Q,-3). La relation se
réécrit H(l -3)M GH < 2. On trouve le cercle de centre G et de rayon 1.

Pourle 2, soit Gle barycentre de (B 2) (Q, 1), (R, —1). Larelation se réécrit ‘ )(2 +1- 1)]\7(5‘ ) =
S, (2]
‘ ‘—PQ - PR’ ) On trouve le cercle de centre G et de rayon *——-
Pour le 3, soit G le barycentre de (B 1) (Q,2) et Gy le barycentre de (B2), (R,1). On
trouve la médiatrice du segement {Gy, G2}

Exercice 5.11

Indications. — Pour 1, calculer OP, OQ et OR
Pour 2, associativité du barycentre

Pour 3, exprimer M’ H en fonction de MO
Pour 4, appliquer 3a P/, Q' et R’



Eléments de correction. — Pour 1, on trouve OP = 0Q = OR =1

Pour 2, M’ =Bar((P1),(Q, 1), (R, 1), (M, 3)) = Bar((G, 3), (M, 3)) par associativité ; en parti-
culier M’ est le milieu de {G, M}
_ Pour3, M "est le milieu de {G, M} et H est le milieu de {G, O} donc (droite des milieux)
M'H = %I\TO) Donc M'H = %MO. Par hypothese et 1, MO = 1. Ainsi M’ est sur le cercle de
centre H et de rayon 3

Pour 4, d’apres 3, pour n’importe quel point M de T, le point M’ est sur le cercle de
centre H et de rayon % Or P Qet RsontsurI'. Donc P/, Q' et R’ sont sur le cercle de centre
H et de rayon % ; donc ce dernier cercle est bien le cercle circonscrit au triangle {P’, Q’, R'}.
Remarque: tout point M’ de T’ est bien I'image par la transformation de I'énoncé d'un point
M de T, plus précisément c’est I'image du point M défini par GM =2GM' (cette égalité
vient du fait que M’ est nécessairement le milieu de {G, M}, cf question 2); la transformation
de I’énoncé induit méme une bijection de I sur I"’. En d’autres termes, I’application

r — 1
M — M

est une application bijective
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