Correction de certains exercices de la feuille 4
Les dessins restent a votre charge.

Exercice 4.2
Ona
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Exercice 4.4

— (7-(-1) ) _( 8 — (0-4)\ (-4
Po=[ 5 (5]« meiT )5
On en déduit que%;ﬁﬁ, en revanche onaP_Q)z—Z'}T:S. Ainsi les VecteursP_Q>et}T§

sont colinéaires mais ne sont pas égaux. Donc les droites (PQ) et (RS) sont paralleles, mais
(P Q,R,S) n'est pas un parallélogramme.

Exercice 4.5

Le barycentre de deux points pondérés est défini si et seulement la somme des poids
est non nulle. Ainsi, parmi les paires proposées, seule la paire de points pondérés (P, —-2),
(Q,—2) n"admet pas de barycentre. Pour 1 < i < 4, notons G; le barycentre de la paire de
point pondérés repérée par le numeéro i. Les relations vues en cours donnent :

— 3 — 3 — — 2 — 1 —
PG =——.PQ0==.PQ, PGy=—-—-PO=--PO,
15357 PQ=PQ 2= 5 PQ=5PQ

— 2 — — — -6 — 3 —
PG3=——-PQ=2-PQ, PGy=——-PQ=--P
3= e Q 1= g PeE R
ce qui permet de constuire facilement les G;. On note en particulier que G; = Gy, G2 estle
milieu du segment [PQ] et Q est le milieu du segement [PGs]

Exercice 4.8

1. D’apres 'associativité du barycentre et les définitions de G et J, G est le barycentre
de (B2) et (J,1-2). D’apres une propriété du cours, les points G, P et J sont donc
nécessairement alignés.

De méme, d’apres 'associativité du barycentre et les définitions de G et I, G est le
barycentre de (1,2 + 1) et (R, —2). D’apres une propriété du cours, les points G, I et R
sont donc nécessairement alignés.



2. Comme G est le barycentre de (B 2), (Q,1) et (R,—2), on a
2+1-2)-QG=2-QP+1-Q0Q+(-2)- QR
soit
QG=2-QP+2-RQ=2-(RQ+QP)=2-RP
Ainsi Q_é =2- ﬁ?, donc les vecteurs ﬁ’ et @ sont colinéaires. Par hypothese, on a

R # P, donc R_]5 # 0 etla relation &; =2- ﬁ’ montre que Q_C} # 0 d’ott Q # G. Ainsi
les droites (PR) et (QG) sont bien définies et paralléles.

Exercice 4.10

Notons préalablement que comme P, Q et R ne sont pas alignés, on a Q # R et donc la
droite (QR) est bien définie. Par ailleurs, si on avait M = P on pourrait écrire a - PP+b-
PR+c-PR=0dolth-PR+c-PR=0. Comme b # 0 ou ¢ #0, ceci contredirait le fait que P,
Q et R ne sont pas alignés. Donc on a P # M et la droite (P M) est bien définie.

1. Comme M est le barycentre de (P, a), (Q, b) et (R, ¢) on peut écrire
(a+b+c)-ﬁ)/1=a~P_};+b~P_Q)+c-P_f?
Comme b = —c, on en déduit
(@a+b+c¢)-PM=b-(PQ-PR) =b-RQ

Ainsi (a + b+c)-ﬁ)/[= b-R_(j. Comme a+ b + ¢ # 0 ceci montre que ﬁ)/letR_Q) sont
colinéaires. Ainsi les droites (P M) et (QR) sont paralleles.

2. Si (PM) et (QR) sont sécantes et paralleles, elles sont confondues, et en particulier P,
Q et R sont alignés. Ainsi, vu les hypotheses, si (PM) et (QR) sont sécantes, elles ne
sont pas paralleles. Le résultat de la premieére question montre qu’alors b+ ¢ # 0. Ceci
permet de définir N le barycentre de (Q, b) et (R, ¢), et 'associativité du barycentre
montre alors que M est le barycentre de (B a) et (N, b+ ¢). Ainsi P, M, et N sont
alignés, et donc N € (PM). Par ailleurs comme N est le barycentre de (Q, b) et (R, ¢),
N € (QR). Ainsi N € (PM) n (QR) etdonc N = G, ce qui conclut.

Exercice 4.13

Solution utilisant l'associativité du barycentre : Soit G’ le centre de gravité du triangle
{P',Q',R'}. Comme a+b #0, G estlebarycentre (P',a+b), (Q',a+ b) et (R',a+ b). Par
associativité du barycentre, G’ est le barycentre de (Q, a), (R, b), (R, a), (P,b), (P.a), (Q,b),
soit encore le barycentre de (P a+ b), (Q,a+ b) (R, a+ b). Finalement G’ est le barycentre
de (P 1), (Q,1) (R,1) c'est-a-dire G’ estle centre de gravité du triangle {P, Q, R}, ce qu'il fallait
démontrer.

Solution vectorielle : Soit G’ le centre de gravité du triangle {P’, Q’, R'}. On a donc

(@+b)-GP +(@a+h)-GQ +a+b)-GR =0



Comme P’ est le barycentre de (Q, a), (R, b) on peut écrire (a+b)-G'P'=a-G'Q+b-G'R.
En procédant similairement pour Q' et R’, on obtient finalement I'égalité

a-GQ+b-GR+a-GR+b-GP+a-GP+b-GQ=0
soit
(a+b)-GP+(a+b)-GQ+(a+b)-GR=10
ou encore
.G'P+-GQ+GR=0

ce qui montre que G’ est le barycentre de (P 1), (Q,1) (R, 1), ce qui conclut.

Exercice 4.14

Solution utilisant U'associativité du barycentre : Soit G le barycentre de (P, 1), (Q,1) (R, 1),
(§,1). Comme I estle milieu de {P, Q}, I est le barycentre de (B 1), (Q,1). Comme K estle
milieu de {R, S}, J est le barycentre de (R, 1), (S,1). D’apres I'associativité du barycentre, G
est le barycentre de (/,2), (K, 2) soit encore de (I, 1), (K,1). Donc G est le milieu de {I, K}.
De la méme facon, on montre que G est le milieu de {J, L}. Ainsi {I, K} et {J, L} ont méme
milieu, et donc (, /, K, L) est un parallélogramme.

Solution vectorielle : Montrons I'égalité I_j =IK , ce qui permettra de conclure aussitot.
Ona o

IJ=10+0QJ.
Comme [ est le milieu de {P,Q}, on a 173 = % P_Q> Comme J est le milieu de {Q, R}, on a
QJ = 1-QR. Ainsi
[J=I0+Q)=~.PO+ 2.0k =L . PR
2 2 2 '

Un raisonnement similaires (rédigez-le !) permet de montrer que IK = % . PR. Donc
T] —IK ,etdonc (1, ], K, L) est un parallélogramme.

Exercice 4.16

1. Le barycentre proposé est bien défini si et seulement si la somme des poids est non
nulle, c’est a dire si et seulement si 1+m+(—1) # 0, soit encore m # 0. Ainsil’ensemble
des m € R tel que G, est bien défini est R\ {0}.

Décrivons {G;,, m € R\ {0}}. Soit m € R\ {0}. Par définition de G,, et le cours, on
peut écrire

(1+m+(-1)-QGm=1-QP+m-QQ+(-1)-QR
soit
m-QGy, = QP+-RQ=RP
Ainsi
{Gm,mEIR\{O}}z{M,EImeIR\{O},QTJ:%Jﬁs}



soit encore
(G, meR\{0}} = {M, 31 € R\ {0}, QM = A- RP}

Si R # P, 'ensemble cherché est donc la droite parallele a la droite (RP) passant par
Q et privée du point Q. Si R = P, 'ensemble cherché est réduit au point Q.

Par des calculs similaires, on trouve que 'ensemble des m € R tel que G, est bien
défini est R\ {—2} et que pour m € R\ {—2}, on a

@2+ m)-QG, = QP +-QR.
Soit I le milieu de {P, R}. L'égalité se réécrit
2+m)-QGp =20l

Comme m — ﬁ est une bijection de R\ {—2} sur R\ {0}, 'ensemble cherché est

{M, 31 € R\ {0}, QM = A-Q1}
Si Q # I, il s’agit de la droite (QI) privée de Q. Si Q = [, il s’agit de {Q}.
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